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ARCHIVŮM MATHEMATICUM (BRNO) 
Vol. 21, No 2 (1985), 85-92 

ЗАМЕТКА О РАЗРЕШИМОСТИ НЕКОТОРЫХ 
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННОГО 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ гг го ПОРЯДКА 

Б. ПУЖА, БРНО 

(Поступило в редакцию 7-го июня 1983 г) 

Резюне. Приводятся необходимые и достаточные условия разрешимости краевых задач для 
обыкновенного дифференциального уравнения /1-го порядка с краевыми условиями функцио­
нального типа. Общий результат иллюстрируется на задачах Коши, периодической и линей­
ной двухточечной. 

Ключевые слова. Необходимые и достаточные условия существования решения, краевые 
задачи для обыкновенного дифференциального уравнения л-го порядка, нелинейные условия 
с функционалом. 

В заметке приводятся на основе результатов работы [5] необходимые и до­
статочные условия разрешимости задач типа: 

(/) иМ=/(1,и,и',...,и<»-») 

(<Р) и^^\и) = Я>Аи, и', ..., «< и ^>) ( = срМ) У = 1, .... п), 

где Л — числовая прямая, [а, Ь] — сегмент, функция/:[а, Ь]хКп -+ 1? удовле­
творяет локальным условиям Каратеодори (см. напр. [1], [2], [5], [12], [13]), 
Г| е [а, Ъ] (/ -= 1,..., п - 1), /„ е {а, Ъ) и ф1 (г = 1,..., п) - непрерывные функцио­
налы, и™ = Л#/<1Л (А: = 1, ..., п\ «<0 ) = и на [а, Ь]. 

Частным случаем задачи (/, <р) являются например задача 
Коши 

(<Рг) « ( , - 1 >(«) = с, ( / = 1 , . . , л ) 

периодическая 

(<р2) и ( , - 1 >(а) = ^ " 1 > ( 6 ) ( 1 = 1 , . . . , п ) 

и ленейная 

(<Рз) Я^-1>(а) + ^ ( | - 1 ) ( * ) = с | (I = !,...,/!) 

rpfi Xt, pit, ct e R, | A|| + | ^ | 4= O (i = 1, ..., n). 
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Под решением задачи (/, ф) разумеется функция и{1) абсолютно непрерывна 
на [а, Ъ] совместно с ее производными до порядка п — 1 включительно, удовле­
творяющая уравнению (/) для почти всех г е [а, Ь] и удовлетворяющая краевым 
условиям (<р). Если/ — непрерывная функция всех аргументов, то решение и 
уравнения (/), и также задачи (/, <р), непрерывно дифференцируемо до порядка 
п включительно. 

Теорема: Для разрешимости задачи (/, ср) необходимо и достаточно суще­
ствование функций (Х&) (/ = 1, 2) абсолютно непрерывных на сегменте [а9 Ъ] 
в месте с их производными до порядка п — 1 включительно и таких9 чтобы 

(1) П * / * Г 1 ) ( 0 - П ^ Г ' Ч О , <е[а, Ь](1 = 1,..., п), 
1=1 1=1 

(2) ( --О'Мл) - П ' Х 1 " 1 ^ - ) ] = ° С = Ь 2; I = 1, ..., п) 
1=1 

и для почти всех г е [а, 6] и 

у>еК9 П * * # ~ Ч 0 .= У, * П ^ Г Ч О О - 1,.... и) 
* = 1 * = 1 

соблюдаются неравенства 

(3) (-1У[^/(г, ^ У 1 , ^а 1 У 2 , . . . , ^ П 2 ^ ^ - ! ^ ^ " 1 ^ ) ) - а^(г)] х 
1 = 1 

п - 1 

х П^^п(Г-Гл) = 0 (/ = 1,2), 
1 = 1 

» - 1 

где а{ = $1§п {г - Г<), г е [а, 6], /, 6 {а, 6} (/ = 1, ..., п - 1), П *1 = *1*2 — <г*-1 
О ./=-1 

(/ = 2, ..., л), П (Ту = 1, Л е { - 1 , +1} и для г = 1, ..., п есть 
1=1 

1 - 1 п - 1 

у ^ ) = 1пГ {А П ^1Аух, ^ ! у 2 , ..., Л П 0]Уп) : Уу е С[а, Ь] 1), 
1=1 1=1 

П ^ Г ^ О = у/0 = П<г^~1 )(0. ^ [ а , Ь],; = 1,..., п}, 
*=ч! * = 1 

1-1 п - 1 

Ъ{<Рд = »ир {4 П °№&АУХ > МЗЪ > • • •. ^ П ЪУд : У у е с1>> ь 1 
1=1 1=1 

П ^ Г 1 ^ ) = У/0 ^ П ^ Г ^ О ) , *б[а, Ь],; = 1, ..., п}. 
* = 1 * = 1 

1) С [а, 6] обозначает множество всех функций одной переменной непрерывных на сегменте 
[е. *] 
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Если условия (1) —(3) выполнены, то решение 1/(0 задачи (/, ср) удовлетворяет 
условию 

(4) П?/*Г 1 } (0 -̂  -4 П ^ " 1 } ( 0 = П ^ Г 1 } ( 0 , Г6[в, Ь]0 - 1, .-, п). 
1=1 1=1 1=1 

Доказательство: Для доказательства необходимости достаточно поло­
жить о (̂0 = Аи(г) на [а9 Ъ](1 = 1, 2), где к = и(() - решение задачи (/, <р). 

Пусть существуют функции а,(0 ( / = 1 , 2 ) удовлетворяющие предположе­
ниям Теоремы. Пологая х{ = А^1'^ на [а9 Ъ]9 А1е{ — 1, +1} (/ = 1, ..., л), 
получим систему 

(5) х\ =/(Г, х19 ..., *,,) (/ = 1, ..., п) 

при /,(*, лг15 ..., л:п) = А( + хА1х1 + 1 (/ = 1, ..., л - 1), /Я(Г, лг15 ..., хн) = 
= -4„/(/, ^х-.,..., Апхп) соответствующую уравнению (/). Обозначим далее 

<р*(х19 ..., л:п) = А1(р1(А1х19 А2х29 ..., Ллл:й) (/ = 1, ..., п). 

Тогда, так как / удовлетворяет условиям Каратеодори и ср{ — непрерывные 
функционалы, то и / (/ = 1, ..., п) удовлетворяют условиям Каратеодори 
и (р* (1 = 1, ..., п) также непрерывные функционалы. Пологая 

««(О = П ^ Г 1 } ( 0 , 'е[а, Ь] и А^Нъ (I = 1, ..., п; / = 1, 2) 
1=1 1=1 

получим из предложений (1) — (3), что 

(6) а и (0 й *2*(0, 'е [* *] V = 1. ..- ") 

(7) «ц(0 й 

<> т/{<р*(х19 •••» *л): х} б С[я, 6], а и ( 0 й л/0 ^ а2/0, *е [а, 6], / = 1, ..., п} й 

й ш${(р*(х1, ..., л:п): х] е С[а9 Ъ]9 а1г(0 § */0 ^ а2'(0, * б [а, * ] , у = 1, ..., л} й 

й «2.(0 0 = 1, ...,л) 

и что для почти всех 1е [а9 Ь] и х^ е Л, а 1/0 й х] ^ а 2/0 0 = 1, ..., л) соблю­
даются неравенства * 

(8) (-1 )Ш', *у ..., **-1, «„(0, *, + 1, ..., хп) -т а;,(0] Щп(< ~1дй0 
(I = 1, 2; I = 1, ..., п). 

Поскольку существование абсолютно непрерывных на [а9 Ь] вектор функций 
«|(0 (/= 1, 2) удовлетворяющих условиям (6) -(8) эквивалентно существованию 
решения х(г) = (х/0, .., хп(г)) задачи (5, 9), где 

(9) х((и) - <рКх!, ..., *„) 0* = 1, ..., п) 

(см. [5], Теорема 1.1), то и существование функций а,(0 (/ = 1, 2) в смысле 
Теоремы эквивалентно существованию решения и(() задачи (/, <р). 
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Так как одновременно решение задачи (5, 9) удовлетворяет неравенствам 

*и(0 = *.(0 й «2,(0, ' б [а, Ъ] (/ = 1, ..., п)9 

(см. [5], неравенсва (1, 4)), то справедливы и неравенсва (4). Теорема доказана. 

Заметка 1. Условия (1)—(3) Теоремы можно также выразить в следующей 
форме: 

(10 «ОДр(0 = «ОД 0 (0, г61а, Ь] (I = 1, ..., и), 
2 2 

(2') М-^Удй 
2 

й М ЫУ1 ,...,уп):у^ С[а, Ь], М ^ / О ̂  у#) й -.«<&&)('). 
2 2 

Г6[а, Ь],; = 1, ...,и} = 

.= 8ир {<р;0>1,..., Л ) : у]еС[а, Ь], Л а ^ Д О = У](г) = Ла^ДО, 
2 2 

*е[а, Ь],; = 1, ...,«} = М'+^рЦ) О = 1, ••, и) 
2 

и почти для всех Г е [а, 6] и ̂ . еД, -4а(^:р(;)(0 ^ ^ ^ -4а (^^а )(0 (у = 1, ...,л - 1) 
2 2 

соблюдаются неравенства 

(3') (-\)1А(п)[/«9 Ух, ..., Л-1, ^ - " ( О ) - АФ№ вдп(* - О = о 

(/ = 1, 2), 
1-1 

где Л(1) — А^\(^^ (/ = 1, ..., п) и .4, с, (/ = 1, ..., п) — того же самого характера 
1=1 

как в Теореме. 
Тогда неравенство (4) принимает вид 

(4') 4«ОДо(0 = " ( " 1 } ( 0 = -4^;У(о(0, *€[а, Ц(* - 1,.... я). 
2 2 

Пусть теперь краевые условия (<р) принимают вид (фг). Тогда /, = а (/ = 
= 1, ..., л), а{ = 1 (/ = 1, ..., п - 1), ъ\%ъ(1 - /л) = 1, у ^ , ) = Ас1 (I = 1, 2; 
* = 1, ..., л)и из Теоремы прямо вытекает следующее 

Следствие 1. Для разрешимости задачи (/, <рг) необходимо и достаточно 
существование функций а,(0 (/ = 1, 2) абсолютно непрерывных на сегменте 
[а, 6] в месте с их производвыми до порядка п — 1 включительно и таких, 
чтобы 

а Г ^ О - а Г ^ О * *е[а,Ь](1 = 1,...,п), 

аГ 1 ^) ^ Ас, ^ «Г 1 ^) 0 « 1, -.•,*) 
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и чтобы для почти всех г е [а9 Ь]яу^е .Я, а(/ ~х\0 й У^ й *2 ~1}(0 О* =- Ь •••» л) 
соблюдались неравенства 

(-Г/ГД/Х., .4*. ..., ^ . . . , -4«Г 40) ~ «["'(О] = 0 (/ = 1, 2). 
В случае выполнения выше проведенных условий задача (/, <р{) имеет ре­

шение 1/(0, и это решение удовлетворяет неравенствам 

$-х\г)йАи{1-1\1)^$-1Хг)9 *е[а,Ь]0 = 1,...,п). 

При .4 = 1 совпадает Следствие 1. с критериом §15.Гл.2. [13], близкие ре­
зультаты также находятся в [4] (Т.З.1., 4.1., 4.2.), [9] (Т.З.1., С.3.2.-3.4.) и [3]. 

Пологая <р( = и{*~г\Ь) при /,-= а (/ = 1, ..., п) либо (р( =. Ж1~х\а) при /, = 6 
(7 = 1, ..., л), из Теоремы получается результат о разрешимости периоди­
ческой задачи (/, <р2). Ниже приведенное Следствие 2. при п = 2 или совпа­
дает или близко результатам Т.4.12.3 [1], [6], С.3.1, [7], Т.2. [11], Т.4.2. и Т.4.4.-
-4.5. [10]. 

Следствие 2. Для разрешимости задачи (/, <р2) необходимо и достаточно 
существование функций а((г) (/ = 1,2) абсолютно непрерывных на [а, Ь] в месте 
с их производными до порядка п — 1 включительно и таких, чтобы соблюда­
лись условия либо 

а) а(Г1}(0 ^ аГ 1 } (0, <е[а, Ч(* - 1. •.•-»)-
аГ1 }(а) ^ «Г1}(Ь), аГ1}(Ь) ^ « Г 1 ^ ) - (I - 1, ...,*) 

и чтобы для всех Г е [а, 6] и у] е Я9 а^" 1 ^) ^ у] ^ а^_ 1 )(0 (/ = 1, ..., и - 1) 
соблюдалось неравенство 

(-1)-[ДА*, М . •'.., ^ . - 1 . ^ Г 1}(0) - ос[й)(0] ^ 0 (/ = 1, 2), 
либо 

б) (-1) ' " 1 «Г 1 ) (0^(-1) ' " , «Г 1 ) (0 . *б[в,ЬЗ(.-1,...,и), 
(-1)'-' « Г 1 ^ ) = (-1)'" 1«?' 1 )(а).(-1) ," 1«Г 1 )(в)$ (-1)'~1«1'~1)(Ь) 

( « - 1 , ...,п), 

и для почти всех /е [а, Ь] и ^ е Л , (-ГУ^аГ'ХО = Д'у = (-1У" 1*2 - 1 )(0 
0 = 1, ..., п) соблюдалось неравенство 

(-1) | +"[-У«.^1, --1.У-, ....-1(--)''аЛ-1.-1«ГЧ0)-«."\0] = 0 
(/-1.2). 

В случае выполнения условий а) (б)) решение «(г) периодической задачи 
(/> 9г) удовлетворяет неравенствам 

а Г Ч О = ^ ' " " ( О = «Г "(0, *6 [а, Ь](I = 1 п), 
((-I)'"1 «ГЧ0 = .-К-1)'"1-/'-1^) = (-1)'"1 аГ 1 }(0, <е[а, Ь] 

0 = 1....п)). 
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Заметка 2. Характер Теоремы позволяет также изучать разрешимость 
периодической задачи с какими либо комбинациями условий типа а) и б) для 
/е{1, ..., л}. Совершенно аналогично можно формулировать необходимые 
и достаточные условия существования решений задачи антипериодической, 
т. е. задачи (О 

и<*-1\а) = - и * 1 " 1 ^ ) (/ = 1, ..., л). 

Следующее следствие охватывает одновременно выше приведенные ре­
зультаты о разрешимости задач Коши (срг)9 периодической (<р2) и антиперио­
дической. 

Следствие 3. Задача (/, <р3) разрешима тогда и только тогда, когда суще­
ствуют функции а,(0 (/= 1,2) абсолютно непрерывные на сегменте [а, Ь] 
в месте с их производными до порядка п — 1 включительно и такие, что 

(Ю) «(э-У(о(0 = «(э;У(о(0, *е[а, ЬЩ = 1, ..., и), 
2 2 

(и) А ̂ ТЛи^Ла) + ^;У( Ц ) (Ь)] = ^ = 

= -^ГУЗ+УСОУСИ)^) +А*1«з<-У(0У01|)(Ь)1 0' = 1, .... л), 

где 21(0 = А П */ 0" = Ь ••, « + 1), <г» = ^ ^ ^ п Ц ^ , ! + 818п|А,| - ывп|/*,|, 

^ е { - 1 , +1}, Л е { - 1 , +1}, ^Л,) = ^ п Л„ УС ,̂) = 81§п //{ ( / = 1 , ..., л) 
и почти для всех / е [а9 Ь], у1 е Я9 А<х3'1$л(1) ^ у} й АосЦ+^р С/ == 1, ..., л) 

2 2 

соблюдаются неравенства 

(12) (-1)^(л + 1) [/(Г, у1 э ..., Л-1> Л а Г 1 }(0) - -4а<">(0] = 0 (/ = 1, 2). 

Если выше приведенные условия выполнены, то решение и(г) задачи (/, ср3) 
удовлетворяет неравенствам (4'). 

Доказательство: Заметим прежде всего, что в краевых условиях (ф3) 
можно без ограничения общности предполагать, что для каждого /е {1, ..., п} 
либо к{ > 0, либо ^ > 0. 

Пусть /е{1, ..., п}. Обозначим 

(13) 1{ = а ' '**= ь' ь== ~Т' й{ = Т е с™ к{ > °9 

Х- с 
и-Ъ, *,* = а, у, = — - , Л = — если /ь > 0. 

Л Л 
Тогда условия (<р3) совпадают с условиями 

(14) и * ' - 1 ^ ) = у ^ ' - 1 ^ * ) + «*, ( / - 1, .... л). 
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В силу Теоремы и Заметки 1. для разрешимости задачи (/, 14) необходимо 
и достаточно существование функций а,(*) (/ = 1, 2) абсолютно непрерывных 
на [а, Ъ] в месте с их производными до порядка п — 1 включительно и таких, 
чтобы соблюдались неравенства (10) и 

(15) А [оЗДрЩ - у,«ЗД.)-(.,(.Г)] йЪй 

й л [а(Г4о(и) - уАУ2тут(*Щ (I - 1,.... в), 

. - 1 

где Л е {-1, +1}, Л(г) = Л П сг7 (/ = 1, ..., л + 1), <х, = 81§п(г - г,), Щ) = 81§п у1 

(/ = 1, ..., п) и чтобы почти для всех (е [а, Ъ] и у] е Л, Л а ^ ! ^ ) (0 ^у^ 
2 

= Ла(^+УО)(0 (у = 1, ..., п) соблюдались неравенства (12). 
2 " 

Из (15) с помощю (13) прямо получаются условия (11) с доплонительными 
условиями положительности либо Я,;, либо у,{ (/ = 1, ..., л). Но, нетрудно по­
казать, что неравенства (11) инвариантны к умножению краевых условий (^3) 
постоянной -1,и(Г{ соответсвуют выбору /,• е {а, Ъ) в зависимости от значений 
^> Д,- (* = 1, ..., и). Следствие доказано. 

Для п = 2 аналогичные результаты находятся в [12] (Т.3.1.2. и Т.3.3.8.), 
[2](§§3.-4.Гл.1.)и[8](Т.4.4). 

Надо также подчеркнуть, что в работах [1], [8] и [10] и частично [9], [13] 
результаты получены при допольнительном условии о монотонности /. 

Заметка 3. При ограничениях позволяющих выразить систему краевых 
условий в форме (ср), можно из Теоремы вывести необходимые и достаточные 
условия существования решений и задач более общего вида чем (/, <?!)—(/, <рз). 
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