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О Б О С Н О В А Н И Е С Х О Д И М О С Т И МЕТОДА 
БРАУНА ДЛЯ ВЫПУКЛО-ВОГНУТЫХ ФУНКЦИЙ 

С ПОМОЩЬЮ Ф У Н К Ц И И ЛЯПУНОВА 

М. Б. Л А С К И Н 

(Поступило в редакцию 16-ого мая 1986 г.) 

Резюме. В работе рассматривается вопрос о сходимости известного итеративного метод 
Брауна-Робинсон при его применении для поиска седловых точек выпукло-вогнутьгх функций 

Ключевые слова. Брауна-Робинсон метод, седловые точки. 

УДК. 519.242. 

Рассматривается задача поиска методом Брауна-Робинсон седловой точки 
непрерывной, выпуклой по х, х е X и вогнутой по у, у е У функции Р(х> у), 
заданой на выпуклых компактах X, У. Метод Брауна-Робинсон рассматривается 
в виде следующей модификации: 

х1 - произвольно, хп+1 = ат$ттР[х9 У — ) , 
х \ *=-1 и / (1) 

ух - произвольно, уп+1 = агатахР 

При билинейной функции Р(х, у) [1 ] является методом Брауна-Робинсон, схо­
димость которого доказана в [1]. Неоднократно предпринимались попытки 
доказать сходимость этого метода в форме [1 ]. С точки зрения автора заклю­
чения о сходимости этого метода в форме [1], сделанные в [2] и [3] несколько 
преждевременны, т. к. и в [2] и в [3] всё-таки не выяснены до конца вопросы 
о поведении ломаных Эйлера относительно пучка решений системы дифферен­
циальных уравнений с многозначными правыми частями. В предлагаемой 
работе доказаны теоремы о сходимости [1 ] для случая строго выпукло-вогнутой 
непрерывной функции Р(х9 у), теорема о достаточном условии сходимости [1 ] 
при выпукло-вогнутой функции Р(х, у). 
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Введём обозначения хп = ]Г —-Ц уп = ]Г --------. Введём в рассмотрение отобра­
ла 1 п *=1 и 

жения ср : У -> Х9 ф : X -> У такие, что тах Р(х9 у) = Р(х9 ф(х))9 т т Р(х9 у) == 
г лг 

= Р(ср(у)9 у). ЕСЛИ функция Р(х9 у) непрерывна, строго выпукла по х9 строго 
вогнута по у9 х е Х9 у е У, Х9 У — выпуклые компакты, то <р9 ф — непрерывные 
функции. Тогда [1] в новых обозначениях примет вид 

хх - произвольно, хй + 1 = хп + ^ I (ср(уп) - х„), 

(2) 

у\ - произвольно, й.4-1 = л + п + г (Ф(хп) - Уп)-

Итеративный процесс [2] можно рассматривать как конечно-разностную ап-
прбксимацию системы дифференциальных уравнений 

х(0 = <рШ) - *('), х(0) = х х, 

КО == <К*(0) - Я0> Я0) = >!. 

Наоборот, [3] можно рассматривать как непрерывный аналог [2]. 

Теорема 1. Интегральные кривые системы дифференциальных уравнений [3] 
(если они существуют) при любых начальных условиях сходятся к точке 
(х*, у*) е X х У — седловой точке функции Р(х9 у) — непрерывной, строго вы­
пуклой по х, строго вогнутой по у9 х е Х9 у е У9 Х9 У — выпуклые компакты. 

Доказательство. Для доказательства достаточно построить функцию 
Ляпунова У(х(г)9 у(()) - неотрицательно определённую, равную нулю только 
в точке (х*, у*) и строго убывающую вдоль интегральных кривых системы 
дифференциальных уравнений [3]. Выберем в качестве функции Ляпунова 

УШ КО) - РШ, ФШ)) - Р(Ф) КО), КО). 

Седловая точка (х*, у*) е X х У во введённых обозначениях отвечает условию 
Ф*) - х9 ф(х*) = у*. 
Из принципа минимакса очевидно, что 

П*(0, КО) = ^ ( 0 , ФШ)) - Р(<Р) КО), К0)= 
= тах Р(х($, У) - т т Р(х9 КО) ^ 

у х 

;> т т тах ^(х, у) - тах т т ^(х, у) .> 0 

и равенство нулю выполняется только в седловой точке. Показана дательная 
определённость функции У(х(1)9 у(1)). 

Покажем теперь убывание К(#(0> У(0) вдоль интегральных кривых системы 
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[3]. Имеем систему дифференциальных уравнений 

х(0 + *(0 = Ф(КО), или <Г'-^-(е'х(0) = ?(КО), 

(4) 

КО + КО - *(*(0), (что то же) е-' - - (е' КО) = <К*(0). 

Интегрируя [4] на отрезке [(, % + Лг] получим 

х(1 + Лг) = х(1)е-« + (1 - е~*)У > + / ,9Ш)Ь, t e — e (5) 

(í + - 0 - K O ^ ' + (1 - e~J')'Y' ,+,f ,^(Kт))dт. 

е 
Введём обозначения е лг = А > 0 (А1 Ф 0 => А > 0, А < 1), р(т) = ~— и 

е* * — ег 

Г + Л 

Причем { /?(т) д т = 1 и /?(т) > 0 т # 0. 
г 

Подставляя [5] в V(x(^ + ЛО̂ Х*1 + -40) и пользуясь строгой выпуклостью 
Л(х, у) по х и строгой вогнутостью по >> получим 

К(х(* + А1)9 у(1 + Лг)) = Р(х(1 + Аг), ф(х(1 + А1))-Ь\<р(у(1 + А%))9 у(* + Аг)) ш 

= Р(х(г) . А + (1 - Л)Тр(т) срШ) <1Т, *(х(0 . А + (1 - А)+| 'р(0 ?(?(*)) ёт)) -

- Р(9№ • Я + (1 - А) I р(т) *(х(т)) 4т), 

КО • А + (1 - А)' +{'р(х)ф(х(х))_Т)< АЯх(0,^(х(< + Лг))) + 
г 

г + _г 

+ (1 - А) 5 р(т)Р(<р(Ш> Ф(х(* + АО) их - Щ(р(у(Г+ А1)9 

КО) - (1 - А ) Т Р ( * ) * М К < + -10). *(*(*)))**• 
г 

Так как 
^(хХ0.^*(0))§?-?(х(0. *(*(* +-10)). 
Р(<р(№> КО) ?- гШ* + -10). КО). 

то 
П*(< + -о, 3>с* + 40 < А[Ях(0, <К*(0)) - *(Ф(К0). К0)3 + 
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+ (1 - А) { р(х) [Я<КК*))> Ф&({ + Аф) - Г(<р(уЦ + А*)), ф(х(хЩ йх -
I 

Х + АХ 

= Ж(х(1), КО) + (1 - Л) I И*) № ( К * ) Х * ( * ( ' + -10)) -

- Р((р(у(1 + А1)),ф(х(х)))]&х. 

Построим оценку для производной функции V(x((), у(1)): 

йУ(х(1), КО) _ Ц т У(х(1 + .40, У(( + -10) ~ Г(х(р, КО) < 
о"* л-0 Л* 

_ __ Г_^_1 Пх(0, КО) + - - - ^ Т Р М №(К*)), 

*(х(.- + /10)) - Р(9(У(( + -10), <А(х(т)))] ё Л -

- л _ . . _ . - л г+л 
= И(х(0, КО) • И т + Н т . Н т { р(х) 

_П лх->0 ---* 

Taк кaк 

_ ř _ > 0 --* _ f - + 0 --* Af-->0 f 

[Ftø(ftт)), Ф(x(t + At))) - Ftø(ft< + J 0 Ж x ( т ) ) ) ] d т . 

.. e-A,-l .. ì-e'лt 

hm = - l i m - = - 1 
j--o At м^0 At 

Hm J p(x) ІF(ę(ў(x)), ф(x(t + At))) - F(ę(ў(t + At)), ф(x(x)))] dт = 0, 
t + At 

í 
_f -+0 f 

то —- ^ — У(х(1), у(4)) < О, причём равенство нулю выполнено только 

в седловой точке. Это и доказывает утверждение теоремы. 
Из теоремы непосредственно следует и сходимость итеративного процесса 

[1 ]. С другой стороны сходимость [1 ] может быть доказана рассуждениями 
аналогичными доказательству теоремы 1. 

Теорема 2. Если Р(х, у) — непрерывная, строго выпуклая по х и строго во-
гнутая по у функция, X, У — выпуклые компакты, то 

п х п у 
Н т хп = И т ^ --±- = х*9 И т уп = Н т ^ - ^ = у*9 
л-*оо л-*оо*=1 п л-*оо л-*оо*=1 " 

где (х*9 у*) е X х У — седловая точка функции Р(х9 у) на X х У9 

{К> 9п} — последовательности построенные по правилу [2], а 
{хп> Уп} — посделовательности построенные ио правилу [1 ]. 
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Доказательство. Рассмотрим функцию 

У(хп, уп) = П*п. *(*«)) - Р(<Р(УП), Уп -* О, 

(равенство нулю выполняется только в седловой точке (х*, у*) е X — У). Ана­
логично предыдущему доказательству при 

х(а) = хи + ос(ср(уп) - х„), Ка) = Уп + а(^(хи) - ~-и) 

можно получить 

К(х(а), ?(«)) -* (1 - а) Пхи, ?„) + « № ( & ) . *(*(«))) - ^ ( у ( « ) ) . *<*.•))] 

^ х ( а ) , * « » _ И т ущ-т-усх-м ^ _ ^ ^ ^ 0 > 
5.? а-+о 

равенство указанной производной по направлению # = (ср(уп) — #и) х (ф(хп) — 
— 2/и) нулю выполняется только в седловой точке. 

Так как 

У(хп+19уп+1) <; ̂ 1 - -1^^(хпГуп) + 

+ - ^ у [П<Р(Уп)> Ф(хп+1)) - -Р(Ф(УЯ+1), Ф(Хп))] 

продолжая неравенство до хг, уг получаем 

V(xп+1, уп+1) <? (I - у Т т ) ^ - ~) К(*»-1,Уп-д + 

+ (1~ ттт) \ № ( ? л - х ) ' ^(Хл)) - р(<РУп'н*"-1))3 + 

+ -^+-[№<Р(Уп)> №«+1)) - р(<Р(Уп+г), Ф(хп))1 =< 

-О-ттгХ^-т)^—?-> + 

+ - ^ Г г № 0 Л , - 1 ) , Ф(ХЯ)) - Р(<Р(УП), *(*--.))] + 

+ -^тТтС^^)» ^-+1)) ~ П9&.+0, <К*„))] * 

- Д (* ~ т т т ) У(~1У1) + -~тт ,?.№(&). К*-**» " / г ^ ^ + 1 ) , 
Если Дх, ;у) непрерывная, строго выпуклая по х и строго вогнутая по у функция, 
то (р, ф — непрерывные функции. Величины <р(#„) — * в, «К и̂) — §п ограничены 
в силу компактности множеств X и У. 
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Поэтому 

Ит (хп+х - хп) = Нт ( хп + (<р(уя) - х„) - х„) 
л->оо л-*оо \ '» Т 1 у 

= Нт — — г (<?(Я.) - хп) =-= О 
л-оо » + * 

Нт ( & + 1 - уп) = Нт ( л + — — т ( ф ( х п ) - л ) - Уп) = 
л-»оо л-»оо \ '* Т 1 / 

= Н т — ^ Т ( ^ я ) ~ л ) = 0. 
л-оо Л + 1 

Непрерывная* функция, заданная на компактном множестве будет на этом 
множестве и равномерно непрерывна. Поэтому для Уе > О 

3 5 = д(е) | V х\ х" еХ, \ х* - х" \ < д =-> | П*') - П**) I < «. 

Откуда следует, что 

Ит(ф(хп+х)^ф(хп))^0. 

л-*оо 

Аналогично 

Нт(<р(? л + 1 )-ф(? п ) ) = 0. 
л-»оо 

Функция Р(х, у) непрерывна на выпуклом компакте X по х, а на выпуклом 
компакте У по >>, а следовательно и равномерно непрерывна на X и на 7. Это 
значит, что 

Нт | Р(ср(уп), ф(хп+1)) - Р(<р(Уп\ Ф(хп)) I -
л-*оо 

- ШП | Р((Р(У„), ф(Хп)) ~ П<Р(Уп + 1), Ф(хя)) I = 0 
л-*оо 

И 

Нт | Р(ср(уп), ф(хп+1)) - Р(ср(уп+1), ф(хп)) | = 0. 

Поэтому для любого сколь угодно малого е > 0 существует конечный номер N 
такой, что для любого п ;> N 

I П<Р(Уп), Ф(хп+Х)) - Р(ср(уп+1), Ф(хп)) \$е. 

Продолжая оценивать значение предела 

Н т Т ( х л + 1 , уп+1) <: Нт П ( 1 - т^г) V(x^,у^) + 
в-юо я->оо *-=1 \ ** "г -- / 
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1 * 
+ И т 1ГТТ -- № & ) ' *(**+!)) ~ П<Р(Ук+х), Ихк))1 + 

п-*оо '* "• х Л = 1 

+ Н т 1 Г Т Т -- С1?(?'(3?»).^(**+1))--!,(9»(л+!),*(*»))]• 

Величина Р(<р(ук), Ф(щ+1)) — Д<Кг7*+О, <К#*)) при к < N ограничена некоторой 
константой С > 0 а при к _ N 

- ^ ( Й ) , *(*»+.)) - Р(<р(Ук+х), Ф(хк)) < е. 

А Л 1 \ и и - 1 2 1 1 «г- - ч 
К р о м е т о г о П ( 1 - Т ^ ] = Т ^ - - ^ " Г - Т = Т + Т ' а К ( а ; 1 ' ! ' 1 ) 

— положительная константа, поэтому 

ЛТС п — N — 1 
Цт У(хя+19уя+1) < Ит — — г + Нт - . в $ е. 
/.-•00 И->00 " " Г А й-*00 

Последнее неравенство выполняется для любого сколь угодно малого е > О, 
что означает Нт V(xп+19уп + 1) = 0. А так как V(x, у) > 0 и равна нулю только 

Ц-+00 

в седловой точке (х*, у*) е X х У функции Р(х9 у), то Ит хп = х*, Нт уп = у*9 
п-+ао И-+00 

а также 

Нт Х — = **. Ит _ Т = ^ 
и-*оо * = 1 П л-»оо к = 1 п 

Утверждение теоремы доказано. Сходимость указанного процесса может бьГгь 
не монотонной. 

Пусть Г(х9 у) — непрерывная, выпуклая по х и вогнутая по у функция, 
X, У — выпуклые компакты. Добавляя малый квадратичный член можно рас­
смотреть строго выпукло-вогнутую функцию 

Р1(х9у)=*(х,у) + Цх2-ул). 

Применяя итеративный метод [1] можно найти седловую точку функции 
РЛХ> У)'» которая при специально подобранном 5 > 0 будет е-оптимальной 
(е-седловой) точкой функции Г(х, у). 

В случае выпукло-вогнутой функции Р(х9 у\ <р(у) е Х9 ф(х) с Г представляют 
собой выпуклые множества, а отображения <р, ф являются точечно-множествен­
ными отображениями, поэтому [2] в этом случае принимает вид 

*. - произвольно, хп+. - хп + - I - {рп,_ 2Д рп е ? ( ~ .д 

(б) 

Л - произвольно, у в + 1 = у„ + ^ ^ _ Ю ) ^ ^ 
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В [6] элементы рп е <р($п), цп€$(&п) выбираются произвольно, поэтому дока­
зательство сходимости процесса [6] к множеству седловых точек функции 
-Р(х, у) на X х У становится проблематичным. Общего доказательства сходи­
мости [6] для выпукло-вогнутых функций автору пока не известно. Справедливо 
следующее утверждение. 

Теорема 3. Если Р(х9 у), х е X, у е У — непрерывная, выпуклая похи вогнутая 
по у функция, Х9 У — выпуклые компакты и если существует такой способ 
выбора членов последовательностей {/>„}, ^„} что Ит(р„+1 — рп) = О, 

Л-+00 

Шт(дя+1 — #„) = О то при таком выборе р„9 д„ п = 1, . . . , оо имеет место 

um <?(£-£, £ 4 ' Í 3 ) = O -
«-oo \*=1 n *=T n } 

Здесь Я с X х У - множество седловых точек функции Р(х9 у) на множествах 
X, У. 

Доказательство. Рассмотрим функцию 

V(xп, уп) -= Р(хп, ч„) - Р(Рп 9уп)> 

^ т т тах Р(х9 у) - тах т щ р(х9 у) > 0. 
х г УХ 

Равенство нулю выполняется только на точках множества О. Далее 

V(xп+иун+x) <; \\ - - ~ ^ V(xп9 уп) + -Л^(Р(Рп9 9п+%) _ Р(Рп+х^п)) $ 

Функция Р(х% у) непрерывна по х на выпуклом компакте X и непрерывна по у 
на выпуклом компакте У. Следовательно Р(х9 у) на X, У и равномерно непрерыв* 
на. Поэтому из того, что 

Нш (рп+1 - рп) ш 0, Иш &п+1 - &) = 0 
«-•оо Ц-+00 

следует, что 

Ит (Р(рк, з*-и) ~ Р(Рк+ х, дк)) = 
Л-+00 

- Шп (Р(рк, ^к+1) - г(Рк, ^к) + г(Рк, ^ - р(рк+1, «»» - о. 
я-* 00 

Следовательно, для любого сколь малого в > 0 существует конечный номер N 
такой» что для любого А: ;> N 

\Р(Рк>9*+1)~Г(Ри+1,Я*)\ **• 
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Откуда 

lim V(xa+i,ўn+i) <. lim - ~ - + üm -^lJL. в < e 
и-»oo я-»oo И + 1 „^да П + 1 

для любого сколь угодно малого е > 0. Величина 

Р(Рн > <?*+0 ~ р(Рк+г > <1к) ^ тах Я.Р*, у) - т т 1?(х, ^к) ^ С (С =- сопа* > 0), 

так как указанные максимум и минимум достигаются. Следовательно 
Ит V(xп, уп) = 0, что означает Шп ^((xп> уп\ Д) =- 0. 
п-»оо я->оо 

Таким образом при указанном выборе {рп}> &п} последовательность точек 

у _*. э у .2!*. из множества X х У сходится по расстоянию к множеству 
*»! п кш1 п 
седловых точек Й. 

Одним из способов выбора рп+1, ^п+^кап + I шаге обеспечивающем сходи­
мость является, по-видимому, выбор рп+1, ^п+^ по правилу 

Ря+1 = аг§ т т д(р, рп)> 

<?„+!== аг§ т т ^(^,^п)^ . 
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