
Časopis pro pěstování matematiky

Vlastimil Dlab
Poznámka k jednomu problému týkajícímu se Frattiniho podgrup

Časopis pro pěstování matematiky, Vol. 85 (1960), No. 1, 87--90

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/108120

Terms of use:
© Institute of Mathematics AS CR, 1960

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/108120
http://project.dml.cz


Časopis pro pěstování matematiky, roč. 85 (1960), Praha 

POZNÁMKA K JEDNOMU PROBLÉMU TÝKAJÍCÍMU SE 
FRATTINIHO PODGRUP 

VLASTIMIL DLAB, Khartoum (Sudan) 

(Došlo dne 23. května 1959) 

V poznámce je elementárním způsobem dokázáno za jistých před
pokladů tvrzení, že Frattiniho podgrupa direktního součinu grup je 
direktriím součinem Frattihiho podgrup jednotlivých faktorů. 

Frattiniho podgrupou &(G) grupy G rozumíme průnik všech maximálních 
podgrup této grupy, jestliže G má maximální podgrupy; jinak <!>((?) = G. Pod-
grupu *(CT) můžeme charakterisovati též pomocí tzv. „negenerátorů", tj. tako
vých prvků grupy G, které mohou být vynechány z každého systému generá
torů této grupy, aniž porušíme vlastnost býti systémem generátorů celé grupy: 
«£((?) je právě podgrupou všech těchto negenerátorů. 

Je-li grupa G direktním součinem svých podgrup Gs, d e A: G = J~JCr5, 
• * &€ň 

naskýtá se otázka, platí-li potom 
(i) *(«•) = TÍ+{Gt). 

deA 

G. A. MILLEB dokázal platnost vztahu (1) v případě, že G je konečná (viz [3]), 
autor v případě, že G je Ábelova (viz [I]). Položený problém studuje obecně 
VL. KOŘÍNEK a autor v práci, která bude publikována v* časopise Čechoslovac-
kij matematičeskij žurnál (viz [2]). Tato poznámka řeší zmíněnou otázku pro 
některé zvláštní třídy grup. 

Lemma. Budiž G = TJG*- P o t o m P^tí 
ÓeA -

<2) * ( G ! ) £ r i * < f i . ) . . . • 
Ó<-A 

Důkaz. Je-li MSo maximální podgrupa grupy G^ dQ e A, je zřejmě Mdo X 
X f j ^ maximální podgrupa grupy (?. Je tedy 

<5e<-\(<5Ď) 

(3) *(G) .9*(<?*.) X TI Gs pro každé do€A. 
teA\(dt) 
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Jelikož . 

n(*(A0)x TI GS) = U*(GO> 
d^eA <5<r2\{<50) Ó0€á 

dostáváme ze vztahu (3) ihned inklusi (2). 

Věta. Budiž G = YJG§. Nechť je splněna některá z následujících podmínek: 
a) G je Ábelova; 
h) &(Gd) je konečně generovaná pro každé d e A; 
c) G$ je konečně generovaná^ pro každé d e A; 
d) G je konečně generovaná, ci speciálně konečná. 

Potom platí vztah (1). 
Důkaz. Předpokládejme, že (1) neplatí; potom dostáváme podle lemmatu 

ostrou inklusi 
*(msn*(G»)-

ÓeA 

Existuje tedy pro jisté <50 e A prvek g0 e G$o takový, že 

g0 non e * ( # ) a g0 e #(C\) . 

To znamená, že existuje maximální podgrupa M v G taková, že 

(4) . . , . • .g0iíon.€M . 

Potom ale ' 
; {jfu(<70)} = ov) ; ; . ; _, 

tj. každý prvek g* e Gd se dá psát ve tvaru 

(5)' í* = « h ^ » : « 4 , .. .-; 
s vhodnými mi e M a celými ěísly ks (i = 1, 2, ..., r). 

a) Nechť G je Ábelova. Potom podle (5) 

g*^=m1m2...mrg
k

0
í+k^''^kr9 

a^ t e d y • * • . , '« . •« ' " s • • . , ., 
<• mxm2.<.mr€G^. 

Množina (Jř n fly u (gr0) je tudíž systémem generátorů grupy G^9 a jelikož 
g0 e &(G$)3 je též Jtf n G$tt systémem generátorů grupy G&0> *]• -3f n 67^= 
-= {Jí n (x^} = C?̂ , ve sporu s (4). t 

b) Nechť (^OÍ)Í-I,2,...>S J e konečný systém generátorů grupy *(#* 0 ). Jelikož 
#(Gy je normální v C?̂ , je podle (5) * 

(6) g* = m1m2...mrg* pro jisté g* e #(C\) • 

Odtud dostáváme m - ^ ... mr e t 7 ^ a tedy množina 

(AT n Gs) u (flr0<)<-i,2....f. 
!) Symbol { ̂ } značí grupu, generovanou množinou &. 
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je systémem generátorů grupy 0^. Pak ale též množina M n Cr̂ o je systémem 
generátorů grupy 6^, a dostáváme opět spor s (4). 

c) Budiž (gt)i-i.*t...tt systémem generátorů grupy G8Q. Podle (6) platí pro 
ť.= 1,2, ....,* . " ' 

g?^™>?gti> kdež mfeM a flr?f c •(ť?,o) ; 
odtud vyplývá, že m* e GSo pro i = 1.. 2, ..., ř. Tedy 

( 4 - 1 , 2 , . . . , ^ ШІ - 1 , 2 , . . . , * 

je systémem generátorů grupy <?$ , tj. též (m*)imml2}m_j je systémem generátorů 
grupy GSo. Pak ale Jf n GSQ = čr#o — opět spor s (4). 

d) V tom případě vyplývá platnost (i) ihned z c), neboť, je-li G konečně 
generovaná, je též každý faktor Gd konečně generovaný (A má dokonce koneč
nou mohutnost). Speciálně tedy také platí (1), je-li G konečná. 

Poznámka. Snadno nahlédneme, že větu možno dokázat též za následují
cího předpokladu, zobecňujícího podmínky a) a b): 

e) Označme & třídu konjugovaných prvků, s prvkem g e&(G8) v grupě G8r 

óeA. Nechť ke každé takové třídé & existuje konečný počet prvků gSie&(Gs),, 
i = 1, 2, ..., n, pro něž 

**£{flto}<-ii2,...in. 
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Резюме 

ЗАМЕТКА К ОДНОЙ ПРОБЛЕМЕ, 
КАСАЮЩЕЙСЯ ПОДГРУПП ФРАТТИНИ 

ВЛАСТИМИЛ ДЛАБ (уТазИтД Б1аЬ), Кхартоум (Судан) 

В заметке элементарным способом доказана следующая 

Теорема. Пусть О = Х~[6> Пусть выполнено одно из следующих пред-

положений: • 
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а) О — абелева группа. 

Ъ) Ф(0-$)
г) обладает конечной системой образующих для всякого д е А. 

с) 0$ обладает конечной системой образующих для всякого д е А. 

й) О — группа с конечным числом образующих или, в частности, конеч

ная группа. 

Тогда 
Ф(в) = ЦФ(в§). 

S u m m a r y 

NOTE ON A PROBLEM CONCERNING THE FRATTINI 
SUBGROUPS 

VLASTIMIL DLAB, Khartoum (Sudan) 

In this note the following assertion is proved in an elementary way: 

Theorem. Let G = |~J^> (@> @$ a r e groups). Let one of the following assump-
SeA 

tions be fulfilled: 

a) G is abelian. 

b) &(G$Y) is a finitely generated group for every 6 e A. 

e) G$ is a finitely generated group for every 6 c A. 
d) G is a finitely generated group or, in particular, a finite group. 

Then 

#(<?)=n*(^)-
<5e-4 

х) Ф(Н) обозначает подгруппу фраггани группы Н. 
2) Ф(Н) ЫепоЪез йпе 1Гга№т зиЬ^гоир о1! а дгоир Н. 
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