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Časopis pro pěstování matematiky, roc. 83 (1958), Praha 

POZNÁMKA K ROZKLADOM KONEČNÝCH PARNÝCH 
PRAVIDELNÝCH GRAFOV NA LINEÁRNĚ FAKTORY 

ANTON KOTZIG, Bratislava 

(Došlo%dne 23. října 1957) DT: 513.19 

V práci študuje sa vztah medzi počtom kružnic v kompozíciach 
l ineámych faktorov daného rozkladu konečného parného pravidel
ného grafu (2n -f- l)-ého s tupňa a počtom jeho uzlov. Odvodzuje sa 
nu tná podmienka pre existenciu takého rozkladu konečného par
ného pravidelného grafu na lineárně faktory, že kompozícia 1'ubo-
volnych dvoeh róznych faktorov rozkladu je hamiltonovskou čiarou 
grafu. 

J e známa t á t o v e t a : Lubovolný parny1) pravidelný graf n-těho s tupňa dá 
sa rozložit na n lineárnych faktorov. (Pozři [1], str. 171.) 

Nech n > 1 a nech G je lubovolný parny pravidelný graf n-tého s tupňa 
a nech 9t = {Lx, L2, . . . , Ln} je lubovolný rozklad grafu G na lineárně faktory.2) 
Graf QiiS, ktorý je kompozíciou lineárnych faktorov Li} L3 (kde i < j; i, j e 
e {l, 2, . . . , n}; Qij = Li x L5), je zrejme kvadratickým faktorom grafu G a 
teda pravidelným grafom druhého stupňa. ktorý obsahuje všetky uzly z G. 
Eubovolná komponenta grafu Qi}j je preto kružnica grafu 67. Zaveďme to to 
označenie: Znakom xitJ budeme označovat počet komponent (kružnic) grafu 

n n - 1 

QÍJ a znakom x(G, 9t) označíme súčet 2 2 KÍJ-Z) 
/ = I + I i = i 

V práci [2] (na str. 100) som uviedol příklady pravidelných grafov, ktoré 
majú t u t o vlastnost: lubovolný graf Q{ 0- je hamiltonovskou čiarou grafu4) 
(t. j . platí xió = 1 pre všetky dvojice i < j; i, 'j c {1, 2, . . . , n}). Vzniká otázka, 
či pri danom počte uzlov a danom stupni pravidelného grafu existuje aspoň 
jeden taký parny pravidelný graf, ktorý má uvedenu vlastnost. 

x) Hovoříme, že graf G je parny, ak neobsahuje ako podgraf takú kružnicu, k torá b y 
malá nepárny počet hrán. 

2 ) J e známe, že rozklad pravidelného grafu na faktory — a teda tiež na faktory li
neárně — nie je vo všeobecnosti jednoznačný. 

3) Označenie x(Gt 3ft) pre uvedený súčet volíme preto, že tento súčet je závislý jednak 
n a tvare parného grafu G a jednak na volbě rozkladu SR. 

4) Podgraf Q grafu G nazývá sa harniltonovskou čiarou grafu 67, ak Q je kružnica 
obsahujúca všetky uzly grafu 67. 
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*' Istú nutnú podmieňku pre existenciu rozkladu 9t s uvedenou vlástndsťou 
v párnóm pravideinom grafe nepárneho stupna možno odvodit z nasledujúcej 
vety, ktorá má však aj širší vyznám: 

Veta 1. Nech G je UubovoXný parny graf (2m + l)-ého stupna (m > 0) o 2n 
uzloch5) a nech SR = {Lx, L2, .-.,L2m+1} je lubovolný rozklad tohoto grafu na 
lineárně faktory. Platí: 

x(G, 3t) s=mn(moá 2) . 

D ó k a z rozdělíme na dve časti. Dokážeme najprv, že veta platí pre m === 1 
a pre lubovolné n. Potom dokážeme, že veta platí pre 1'ubovol'né m a lubo-
volné n. 

I . Nech m = 1 (t. j . nech G je parny pravidelný graf tretieho stupna). Ak 
je aj n = 1, t . j . ak G má iba dva uzly, potom G pozostáva okrem dvoch uzlov 
už len z troch hrán, ktoré tieto dva uzly spojujú. Každý z lineárnych f aktorov 
z 3ft = {Ll9 L2, Lz} obsahuje po jednej hrané a každý z kvadratických faktorov 
Qi,z> Qi,z> #2,3 obsahuje jedinú kružnicu — dvojuholník. Je teda v danom 
případe x12 = xlz = n2Z = 1; x(G, 3v) = 3 a pre n = m — 1 veta zrejme 
platí. 

Predpokladajme, že veta platí (pri m -= 1) pre všetky n 5g 1c, kde k je isté 
prirodzené číslo. Nech G je teraz 1'ubovolný parny pravidelný graf tretieho 
stupna, ktorý má 2k -f 2 uzlov. 

(a) Ak v G existuje taká hrana hx spojujúca isté uzly u, v, že okrem hrany 
Ji1 ešte ďalšie dve hrany h2 + hz (kde h2 =t= h1 4= /&3) taktiež spojujú uzly 
%, v, potom pri k > 0 graf čr nie je súvislý. Podgraf G' pozostávajúci z uzlov 
v,,v& hrán Al9 7&23 ^3 J e súvislým párnym grafom tretieho stupna a zbývajúca 
část G" grafu G je párnym pravidelným grafom tretieho stupna o 2k uzloch. 
Označme znakom xití resp. nitj počet kružnic faktora ( ^ resp. Qiti (pričom 
Qij r e s P - QÍ,Í J e táž časť faktora QiiP ktorá patří do (•?' resp. do G"). Platí 

^ij — Ki,j I XiJ l \ Kisj -

a pretože podlá předpokladu je xlf2 + 1̂,3 + ^",3 ^ k(mod 2), platí nutné aj 
*if2 + «ifs + 2̂,3 = (& + 1) (mod 2). 

(/S) Predpokladaj me, že v G neexistuj ú také dva uzly, ktoré by boli spojené 
troma hranami, že však existujú uzly u, v, ktoré spojujú hrany h1: h2. Nech 
hz je tretia hrana, s ktorou je incidentný uzol u a nech h± je tretia hrana, 
s ktorou je incidentný uzol v. J e zrejme hz =j= A4. 

Nech hrana hz (resp. A4) spojuje uzly u, u' (resp. v, v'). J e IÍ/ 4= v', lebo keby 
bolo ^ ' == v', potom by v G existoval trojuholník o hranách hlt hz, A4, čo je 
spor s predpokladom, že G je parny graf. Bez ujmy na všeobecnosti možno 
předpokládat, že je hY e Lx, h2e L2. Potom hrany hz, h± obe patria do Lz. 

5) Je známe, že počet uzlov nepárneho stupna v rubovoinom grafe je vždy parny (pozři 
[1], str. 21). 
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Utvořme graf G'z grafu G takto: (1) Zrušme v G hrany h19 h%, hz, h± a zrušme 
uzly u, v; (2) uzly u', v' spojme novou hranou h'. Graf G' je zrejme pravidelný 
graf tretieho stupňa o 2k uzloch a možno ho rozložit na tri lineárně faktory 
Ll9 L2y Lz takto: Do L[ (resp. L2) patria všetky nezrušené hrany z Lx (resp. L2) 
a do Lz patří h' a všetky nezrušené hrany z Lz. Že graf G' je opat parným gra-
fom, je zřejmé. Označme znakom x^ počet kružnic faktora Q'itj = L\ X L). 
Platí x1%z = x12; x2fZ = x2Z. Kým totiž QltZ (resp. Q2Z) obsahuje istú kružnicu, 
do ktorej patria okrem iných hrán hrany hz, hx, há (resp. hrany hz, h2, A4), 
uvedená trojica hrán je v istej kružnici z Q'1Z (resp. z Q'2Z) nahradená jedinou 
hranou h', ostatné hružnice faktorov QltZ, QliZ (resp. faktorov Q2Z, Q2j?) sa 
ničím (ani počtom) nelíšia. Platí dalej x1>2 — x12 + 1, lebo všetky kružnice 
faktora Q[2 sú tiež kružnicami faktora Qlt2 a faktor Q12 má oproti faktoru 
Q12 naviac ešte právě jednu kružnicu a to dvojuholník s hranami h19h2. 
Teda je x12 + xlz + x2Z = x12 -f x1>3 + x2Z + 1, a pretože podlá předpo
kladu veta platí pre n = k a G' má právě 2k uzlov, je nutné: xlt2 + xlz + 
+ x2tZ = (k + 1) (mod 2). 

(y) Predpokladajme napokon, že lubovolné dva uzly v G sú spojené najviac 
jednou hranou. Nech \ je lubovolná hrana z L1 a nech u, v sú uzly, s ktorými 
je incidentná hrana hx. Označme znakom h2 resp. ti2 hranu z L2 ineidentnú 
s uzlom u resp. v a znakom hz resp. tiz hranu z Lz ineidentnú s uzlom u resp. v. 
Druhý uzol, s ktorým je hrana h2 (resp. ti2; resp.A3; resp.A^) incidentná, označ
me u2 (resp. v2; resp. uz; resp. vz). Je zřejmé u2 #= % (ináč by bol uzol ^ 2 = uz 

spojený dvoma hranami s uzlom u), v2 4= vz (ináč by bol uzol v2 = vz spojený 
dvoma hranami s uzlom v). Je tiež v2 4= u2 + vz; v2 =}= % 4= v3 (ináč by v 6ř exis
toval trojuholník — spor, lebo G je podlá předpokladu parny graf). 

Utvořme z grafu G graf G' takto: (1) Zrušme hrany hl9 h2, hz, ti2, h'z a zrušme 
uzly u, v; (2) spojme uzly u2, v2 novou hranou ti2 a spojme uzly uz, vz novou 
hranou tiz. Graf G' je zrejme pravidelný graf tretieho stupňa a má právě 
2k uzlov. 

Graf G' možno rozložit na tri lineárně faktory takto: Lineárny faktor L[ nech 
obsahuje všetky nezrušené hrany z L1 a lineárny faktor L2 (resp. Lz) nech 
obsahuje všetky nezrušené hrany z L2 (resp. z L3) a hranu ti2 (resp. a hranu 
tiz). šJť = {Li, i/2, Lz} je zrejme rozklad grafu G' na lineárně faktory. 

Dokažme teraz, že G' je parny graf. Je známe (pozři [1], str. 170), že graf 
je parny m grafom právě vtedy, ked množinu jeho uzlov možno rozložit na 
dve triedy uzlov tak, že lubovolná hrana grafu spojuje dva uzly patriace do 
róznych tried. Prevedme tento rozklad najprv v grafe G. Do jednej z tried 
(označme ju 3lx) okrem iných uzlov budu patřit uzly u2, uz, v, do druhej 
(označme ju 3Í2) budu patřit uzly u, u2, u^. Ak položíme 2ÍÍ = 2ÍX — {v}; 
2I2 = 3í2 _ {u}, bude {%'l9 2Í2} rozkladom množiny uzlov grafu G', ktorý má 
požadované vlastnosti. Preto G' je parny graf. 
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Označme znakom Gf
{i ten kvadratický faktor grafu G', ktorý je kompozí-

ciou faktorov L\, L\ (i <j; i,je{l, 2, 3}) a znakom xi5 počet jeho kružnic. 
Pretože počet uzlov grafu G' je 2k a G' je parny pravidelný graf tretieho 
stupňa, je podlá předpokladu: 

*í,2 + *í,3 + «2,3 = Jc (mod 2) . 
Namiesto tej kružnice z Q12, ktorá okrem iných hrán obsahuje hrany 

h2,hl9ti2, vyskytuje sa v Q'12 kružnica, ktorá obsahuje hranu ti2 a ostatné 
hrany v oboch kružniciach sú rovnaké. Lubovolná iná kružnica z Q12 je tiež 
kružnicou z Q[ 2 a obrátene. Je teda x12 = xlt2. Podobné: Namiesto kružnice 
z Q'1Z obsahujúcej hrany hz, hl9 tiz vyskytuje sa v Qlz kružnica obsahujúca 
hranu ti'z a lubovolná iná kružnica z Qlz je tiež kružnicou z Q[tZ a obrátene. 
Teda je K[ Z = xltZ. Dokážeme, že platí: x2Z + x2Z == 1 (mod 2). Označme 
znakom Ku (resp. Kv) kružnicu z Q2Z obsahujúcu uzol u (resp. uzol v). Pred-
pokladajme, že je Ku = Kv; t. j . , že kružnica z #2 > 3 obsahujúca uzol u obsahuje 
aj uzol v. Označme uzly tejto kružnice znakmi wx, w2, .... w2r v poradí, v akom 
cez ne pri obiehaní kružnice prechádzame vychádzajúc z uzla u = wx, pričom 
posledným uzlom před návratom do uzla u bude uzol w2r = u2. Uzly w2i_Y, w2i 

sú v G zrejme spojené hranou z £ 3 a uzly w2i, w2i+1, sú spojené hranou z L2. 
Nech v = w$. Číslo s je zrejme párne. Keby totiž s bolo nepárne číslo, potom 
by lubovolná z ciest spojujúcich uzly u, v v kružnici Ku obsahovala parny 
počet hrán a takáto cesta spolu s hranou hx by tvořila v G kružnicu s nepárnym 
poětom hrán — spor s predpokladom, že G je parny graf. Teda s je párne 
číslo a pretože je tiz e Lz, je nutné vz = ws,x; v2 = ws+1. Pri vzniku grafu 67'zru-
šia sa tieto hrany kružnice Ku: h2, hz, ti2, tiz a teda z kružnice Ku zostanú 
v Gf iba dve cesty: jedna (označme ju O2) spojujúca uzol ws+1 = v2 s uzlom 
w2r = u2; druhá (označme ju Cz) spojujúca uzol wx = uz s uzlom w ^ = vz. 
Cesta C72 spolu s hranou til tvoří istú kružnicu K2 grafu Q2,3

 a cesta Cz spolu 
s hranou tiz tvoří istú kružnicu KZ(KZ =j= K^) grafu $2,3- Všetky ostatné kruž
nice z Q2 3 (s výjimkou kružnice Ku) sú tiež kružnicemi z #2,3 a všetky kružnice 
z Q 2 3 iné než K2, Kz sú tiež kružnicami v Q2}Z. Je preto x'2fZ = H2Í3 + 1 a teda 
za předpokladu, že je Ku = .£_"..,, platí: ^1>2 + xlz + x2>z = (fc + 1) (mod 2). 
Predpokladajme teraz, že je Ku #= JT,,. Potom ale prvky z kružnice Ktt patriace 
do G' tvoria v #' istú cestu Cu spojujúcu uzly u2, uz a prvky, z Kv patriaee 
do Gf tvoria v G' istú cestu Ov spojujúcu uzly v2, vz. Cesty Cw Cv spolu s hra
nami ti2, tiz tvoria potom jedinú kružnicu patriacu do #2,3- Ostatné kružnice 
z Q2Z sú tiež kružnicami v QztZ a lubovolná kružnica z Q2>3 hiá než Kv a iná 
než Kv je tiež kružnicou v Q2yZ. Preto je x2>z = x2Z — 1 a aj v případe, že je 
Ku =f= Kv, platí: *1>2 + xltZ + x2>z = (k + 1)) (mod 2). 

Ak teda (pri m = 1) veta platí pre n^k, platí aj pre ti = fc + 1. Tým je 
prvá časť dókazu vykonaná. 

II. Nech m > 1. Predpokladajme, že veta platí pre lubovolné n, ak m <^ r 

351 



{kde ř je isté prirodzené číslo). Néch G je luhovolný parny pravidelný graf 
(2r + 3)-ého,stupňa s 2n uzlami a SR = {Lx, L2, ..., L2r+3} je 1'ubovolný jeho 
rozklad na lineárně faktory. Označme znakom G' pódgraf grafu G definovaný 
takto: G' = L1 x L2 X ... X L2r+1. Graf Lf X L2r+2 x L2r+Z = Gi9 (kde i € 
€ {1, 2, . . . , 2r + 1}) je parny pravidelný graf tretieho s tupňa a graf G' je parny 
pravidelný graf (2r + l)-ého stupňa. 

• Podlá části I dókazu tejto vety platí xi>2r+2 + xif%r+z + ^2r+2,2r+3 = n (mod 2) 
prelubovolné i e {1, 2, ..., 2r + 1}. Ak prevediem súčet cez všetky i e {1, 2, ..., 
.. ., 2r + 1} na oboch stranách a porovnáme, dostaneme: 

2r + l 2r + l 

2 *i.2r+2 + 2 «*.ír+S + ( 2 r + l) *2r+2,2r+3 s (^ + 1) n (mod 2) , 
i=l i = l 

čiže 
2r -f-1 2r +1 

2 »í.2r+a + " 2 *«,2r+S + *2r+2,2r+3 s U ( m o d 2 ) • (*) 
i = l i = l 

J e však 
2r + 3 2r + 2 2 r + l 2r 2r +1 2r + l 

X(G, 31) = 2 2 *-",* = 2 2 KiJ + 2 *.,Sr+2 + 2 "iM+S + *2r+2,2r+3 = 
/-s-i + 1 í = l í = í + l i - - l i = L i = l 

2r + l 2r + l 

= ^(Cr', SR:') + 2 ^i,2r+2 + 2 %,2r+3 + ^2r+2,2r+3 > 
Í -1 i-= 1 

kde SR' = {Lv L2, ..., £ 2 r + 1 } . 

Podlá předpokladu je 

H(G', » ') = rn (mod 2) 

a teda (pozři (*)) platí: x(G, SR) = (r + 1) n (mod 2). 

Ak veta platí pre m fg r, platí aj pre m = r + 1. Pretože veta platí pre 
všetky n, ak m == 1, platí pre všetky n aj ak m == 1, 2, 3, . . . a teda platí pre 
lubovolné n a lubovolné m. Tým je dókaz vety vykonaný. 

Z vety 1 vyplývá ihned táto veta: 

Veta 2. Nech G je parny pravidelný graf m-tého stupňa (m > 2) o 2% uzloch. 
Taký rozklad M = {L l5 L2, ..., i m } grafu G na lineárně faktory, ze kompozicia 
lubovolných dvoch lineárnych faktorov rozkladu je hamiltonovskou ciarou grafu G} 

múze existovat len vtedy, kedn je nepárne číslo. 

D ó k a z . Nech v G existuje rozklad £Ft s požadovanou vlastnosťou. Nech 
G' = L1 x L2 x L3. Graf G' je podgrafom grafu G a G' je taký pravidelný 
p a r n y graf tretieho stupňa, ktorý obsahuje všetky uzly grafu, pričom kompo-
zície Lx x L2; Lx x L3\ L2 x L3 sú hamiltonovskými čiarami grafu G'. Nech 
SR' = {Ll9 L2, L3}. Platí: x(G', SR') .-,= 3 apodla vety 1 je x(G', SR') == n (mod 2). 
Z toho ihned vyplývá n == 1 (mod 2), čo bolo třeba dokázat. 
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Odvozená veta připojuje k už odvodenej podmienke pre existenciu rozkladu 
91 s požadovanými vlastnosťami6) ďalšiu nutnú podmienku. Je totiž už do
kázané toto: 

Veta 3. Graf, v ktorom existuje taký rozklad na lineárně faktory, že kompozícia 
íubovoTných dvoch rázných lineárnych faktorov rozkladu je hamiltonovskou ciarou 
grafu, je pravidelné súvislý. 

Dókaz najde čitatel v práci [2] (str. 99). 
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Резюме 

ЗАМЕЧАНИЕ К РАЗЛОЖЕНИЯМ КОНЕЧНОГО ЧЕТНОГО 
ГРАФА НА МНОЖИТЕЛИ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ 

АНТОН КОЦИГ (Ап^опКоЫд), Братислава 

(Поступило в редакцию 23/Х 1957 г.) 

В статье доказываются следующие теоремы: 

1. Пусть О — произвольный конечный четный регулярный граф (2т + 1)-
ой степени (т > 0), 2п — число его вершин, 91 = {Хх, ^2> . . . , ^^т+л) — 
произвольное разложение графа О на множители первой степени. Обозначим 
через х^ число окружностей в композиции ^^ х ^^ (г < ?) и через х(0, Щ 

$т+1 2т 

сумму ^ 2 **>*' Имеет место следующее: х(0, 91) == тп (той 2). 
^ = * + ц=1 

2. Пусть в — произвольный конечный четный регулярный граф щ-ой 
степени (т > 2). Такое разложение 91 = {.Т̂ , 1/2, . . ., ^т} графа О на ццо-
жители первой степени, что произвольная композиция ^^ х ^^ (где г < у; 
г, ] € {1, 2, . . . , т}) является гамилътоновой линией графа в, может су
ществовать только тогда, если число п вершин графа О удовлетворит сле
дующему условию: п =. 2 (той 4). 

8) V práci [2], v ktorej bola spomenutá podinienka odvodená, skúmali sa tiež rozklady 
grafov všeobecnějších a nie iba rozklady parných pravidelných grafov. 
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Zusammenfassung 

BEMERKUNG ZU DEN FAKTORENZERLEGUNGEN DER ENDLICHEN 
PAAREN REGULÄREN GRAPHEN 

ANTON KOTZIG, Bratislava 

(Eingegangen am 23. Oktober 1957) 

In der Arbeit werden folgende Sätze bewiesen: 
1. Es sei G ein endlicher paarer regulärer Graph (2m -f- l)-ten Grades (m > 0) 

mit 2n Knotenpunkten und es sei 3t = {Ll9 L2, .... L2m+1} eine beliebige Zerle
gung des Grßphen G in lineare Faktoren. Bezeichnen wir mit Kifj die Anzahl der 

2W-fl 2m 

Kreise in der Komposition Z/2- X L5 (i < j) und mit x(G, 3t) die Summe ]T 2 xum 

Es gilt immer n(G, 3t) == mn (mod 2). 
2. Es sei G ein endlicher paar er regulärer Graph m-ten Grades (m > 2). Eine 

solche Zerlegung 3t = {L1: L2, ..., Lm} des Graphen G in lineare Faktoren, dass 
jede Komposition Lt X L5 (wo i<jl i, j e {l, 2, ..., m}) eine Hamiltonsche 
Linie des Graphen G ist, kann nur dann existieren, wenn die Anzahl n der 
Knotenpunkte des Graphen G folgende Bedingung erfüllt: n == 2 (mod 4). 
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