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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Matemazickf ústav ČSAV, Praha 

SVAZEK 8 3 * PRAHA, 2 0 . Vlil. ! 9 5 8 * Č Í S L O 3 

ŘEŠENÍ BIHARMONICKÉHO PROBLÉMU PRO NEKONEČNÝ KLÍN, I 

JINDŘICH NEČAS, Praha 

(Došlo dne 12. června 1957) DT: 517.516 

V prvé části této práce je dokázána existence a unicita řešení bi-
harmomckóho problému pro nekonečný konvexní klín užitím Melli-
novy transformace. Transformační metoda je tak zpracována, že hlavní 
výsledky jsou přímým důsledkem vlastností obrazů. 

1. Úvod 

Řešení biharmonického problému pro nekonečný klín je důležité jednak samo 
o sobě, jednak je výchozím bodem pro řešení biharmonického problému v mno
hoúhelnících. 

Biharmonický problém pro mnohoúhelníky lze řešit např. metodou S. L. 
SOBOLEVA popsanou v [1], Nevýhoda této metody spočívá v tom, že řeší po
měrně malou třídu problémů a to takových, pro něž hraniční hodnoty jsou 
dány hraničními hodnotami funkce u, jejíž integrál 

im-m^m\ dQ < co 
L\CT*7 \°y I \oxoyj j 

Q 

kde Q jo vyšetřovaný mnohoúhelník. Řešení problému také splňuje tuto pod
mínku, O takové funkci je v [1] dokázáno, že je v jistém smyslu prodlužitelná 
na hranici £L Metoda, které použil N. I. MUSCHBLIŠVILI V [2], není zatíni 
'zpracována pro takové oblasti, jejíž hranice má rohy. 

Co ne týče nekonečného klínu, lze s úspěchem použít speciální metody, a to 
Méllinovy transformace. To učinil např. C. J. TRANTER V [3] nebo J. MAJER 
v [4]. První z nich dostal pouze formální výsledky, druhý dokázal existenci 
řešení pro jistou třídu hodně hladkých okrajových podmínek. 

Nicméně tyto výsledky nejsou ještě zdaleka úplné, a proto naším úkolem 
bude vyřešit nekonečný klín za prakticky nejobecnějších okrajových podmí-
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nek. Omezíme se na klíny, jejichž vrcholový úhel je co < TI. Klademe-li co = n, 
dostáváme polorovinu, pro niž biharmonický problém byl již vyřešen v dosta
tečné obecnosti např. mimo jiné v knize od I. BABTTŠKY, K. R E K T O R Y S E , 
í \ VYČICHLA [5]. Nás budou především zajímat konvexní oblasti, a proto 
klíny s vrcholovými úhly většími než n nebudeme vyšetřovat. 

2. Zavedení konvergence v prostoru Mel I i nových obrazů 

J a k jsme se již zmínili v úvodu, bude našim základním aparátem Mellinova 
transformace. Uvedeme nejdříve běžnou definici Mellinovy transformace. 

Definice 1. Nechť h(r) je měřitelná funkce definovaná shoro všude na intervalu 
(0, oo) a integrabilní na každém konečném intervalu z (0, co). Nechť pro homplexni 
n = x + iy, pro něž [JL < Re n < v, existuje konečná limita 

A 

lim JY"-*1 h(r) ár = H(n) . m 
a—>0 a (•*•) 

Integrál (1) nazýváme Mellinovým obrazem originálu h(r). Zobrazeni, hteré při
řazuje originálu h(r) obraz H(n), nazýváme Mellinovou transformací. 

O Mellinově transformaci platí následující dobře známá věta, jejíž d ů k a a 
čtenář nalezne na příklad v knize G. DOETSCHE [6]: 

Věta 1. Mellinitv obraz je holomorfni funkce v pásu JU < Re n < v. Nechť pro 
/J, < x < v je 

J r*-1 \h(r)\ dr < co . (2) 
o 

Potom v těch bodech r e (0, co), kde h(r) je spojitá a v jejichž okolí má konečnou* 
variaci, platí 

h(r) = Um — r f H{n) r~n dn, (3) 
as—ia> 

hde se integruje po přímce Re n = z. 

Jestliže integrál (2) je konvergentní pro x, pro něž \i < JUL' fg x ^ v' <vy 

potom v (3) můžeme vzít libovolné x z intervalu (/u,', v'}. Dále platí: lim H(x + iy) -==• 

= 0, x e <X, v'y, a to stejnoměrně vzhledem k x. 
Při řešení okrajových úloh u parciálních diferenciálních rovnic m e t o d o u 

transformací bývá problémem, zda nalezená transformáta předpokládaného-
řešení, kterou se podaří obyčejně poměrně lehce získat, má za originál vskutku, 
řešení, t j . funkci vyhovující dané rovnici a okrajovým podmínkám.. My roz
řešíme tuto úlohu tím způsobem, že převrátíme jisté lineály Mellinových obrazů. 
v Banachovy prostory. 
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Budeme se podstatně opírat o některé známé věty z teorie Fourier-Planche-
relovy transformace. 

00 

Věta 2. Bud g(x)vL2(— oo, oo) (tj. J \ g(x)\2 dx < oo). Potom existuje ke 
— 00 

00 

g(x) funkce G(y)€L2(— oo, oo), pro niž platí lim / \Oa(y) — G(y)\2 dy -= O, kde 
co—>co —oo 

CO 

G^y) = Je~iyxg(x) dx. Zobrazení F(g) = G se nazývá Fourier-Plancherelova 
—co 

transformace. Toto zobrazení je prosté a F(L2(— oo, oo)) = £2(—- oo, oo). Platí 
inversní formule 

CO 

g(x) = 1. i. m. — / e**y G(y) dy = 1. i. m. g„(x), 
< 0 - » 0 0 - ^ J CO—>00 

— Ct> 

což znamená, ze 
00 

lim J\g(x) — gjz)!2 do; = O . 
co—>oo —oo 

Důkaz viz [6] str. 421. 

Věta 3. Platí Parsevalova rovnost 
oo oo 

J\g(x)\>dx = ± J\G(y)\*dy, 

Definice 2. A(r) e h^, kde }x < v, jestliže platí 
CO 

sup J\h(r)\2r^-X dr < oo . 

Věta 4. Je-li h(r) e h^, potom pro x, pro něž platí ju < x < v} je 
0 0 

/ |A(r)| r*"1 dr < oo . 
o 

Důkaz. Je 

/ |A(r)| r*-1 dr = /|A(r)| r"~* Í*-"'* dr + J |A(r)jrv"* **-'-* dr . 
o o i 

Podle Schwarzovy nerovnosti je 
i i i 

[/|A(r)| r"-* r""^-* dr]2
 = /|A(r)|2 rV-1 dr . / r 2 ^ ) - - dr < oo , 

O 0 0 

protože x — ju> 0} a 

[/ |*M| r r-*/ ,-F-* dr]2
 = / l A í r ) ! 2 ^ - 1 ^ . Jra<»-')-i dr < oo , 

i i i 

protože # —- v < 0. Tím je důkaz věty 4 proveden. 
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Můžeme tedy funkci h(r) z hMv přiřadit MelKnův obraz S(n). (Budeme nadálé 
psát H(n) e HpV.) 

Věta 5. Je-li H(n) v H^, potom platí: 
1. H(n) je holomorfni v pásu ju < Re n < v, 
2. lim H(n) = 0 stejnoměrně pro x, pro něžju < ji ^ x ^ v' < v , 

|vl->oo 
0 0 "-» 

3. / |A(r) | 2 r«-- dr = ~ f\H(x + iy)\* dy, p 
O —oo 

0 0 

• sup — I \H(x + iy)\2 áy < co. 
fi<x<v *fit J 

< X < V , 

4. 
H<x< 

— 0 0 

Důkaz. Body 1 a 2 jsou obsaženy ve větě 1. Dokažme bod 3. V integrálu 
oo 

/ |A(r)|2 r2*-1 ár proveďme substituci r = e~*. Dostaneme 
o 

oo oo 

/ \h(r)\2 r2*-1 ár = / \h(e-*)\2 e-2tx át < co 
O - o o 

pro [i ^ x fg v. Položíme-li g(t) = h(e-t) e~tx, je g(t) €.L2(— oo, oo). Fourier-
Plancherelův obraz funkce g(ť) je 

co 

G(u) = 1. i. m fe~iutg(t) át. 
0>—>0Q — ££> 

Vrátíme-li se k původní funkci h(r), dostaneme 
i 
8 

G(u) = 1. i. m fh(r) r^*"-1 ár . (4) 
e—>0 e 

0 0 

Podle věty 4 je však / \h(r)\ r*- 1 dr < oo, a tedy Kmitá (4) existuje v normálním 
o 

smyslu a rovná se H(x + iu). Podle známé věty z integrálního počtu lze vybrat 
posloupnost čísel sk jdoucích k nule tak, že skoro pro všechna u z (—- oo3 co) je 

i " . 

«* 
G(u) = lim fh(r) r***"-1 ár . 

-fc->oo ejfc 

Tedy G(u) = H(x + iu). Podle věty 3 je 
oo oo oo oo 

/ | * ( r ) | - r*-- dr -= / | ^ ( ( ) | 2 dí = -J- / | o ( « ) | 2 d« = i - / | í ř ( x + »y)|- ďy. 
O — O O — 0 0 , — 0 0 

Tím je bod 3 dokázán a zároveň věta 5, neboť bod 4 téže věty je jednoduchým 
důsledkem bodu 3 a vlastnosti h e h^ podle definice 2. 
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Množina H^v je lineární prostor. Zaveďme normu v H^ takto: 

Definice 3. Je-li H(n) e H^, potom 

| |flr| |= sup [f\H(x+iy)\*dyf . (5) 
p<x<v - co 

Dokážeme nyní vetu základní důležitosti: 

Věta 6. Je-li v H^v zavedena norma podle definice 3, potom H^v je Banachův 
prostor. 

Dříve než přistoupíme k důkazu této věty, vyslovíme dobře známou větu, 
jejíž důkaz nalezne čtenář např. v knize A. I. MARKUŠEVIČE [7] na str. 431. 

Věta 7. Nechť Q je libovolná ohraničená oblast. Bud P množina holomorfních 
funkcí na této oblasti takových, že platí 

FeP=> f\F(p)\*dQ < oo. 

Položíme-li 

potom s takto zavedenou normou je P Banachův prostor. Z konvergence v průměru 
plyne lokálně stejnoměrná konvergence všech derivací. 

Vraťme se nyní k d ů k a z u věty 6. Axiomy normy jsou vH^ zřejmě splněny. 
Dokážeme tedy úplnost prostoru H^v. Nechť tedy Hk(n) tvoří Cauchyovskou 
posloupnost. To tedy znamená: Ke každému e > O existuje N tak, že je-li 
ky l^N} pak 

f\Hk(x + iy) - Hx(x + iy)\*dy^e* 
— 00 

proo; e (JLI,V). Pro pevné x podle věty Fischer-Rieszovy existuje funkce H(x +iy) 
z L2(— oo, oo) (v y) taková, že platí 

k^N=> f \H(x + iy) — Hk(x + iy)\2 dy ^ e2 . (6) 
— oo 

Tedy 
\\B\\<«>, (7) 

lim Htf, - H\\ = O . (8) 

Z podmínky 6 dále plyne, že 

lim / f\H(x + iy) - Hh(x + iy)\* dy dx = O . (9) 
* - > c o JU - 00 

Odtud zřejmě je 
v b 

l im/ J\H(x + iy)-Hk(x + iy) \* dy dx = O . * . (10) 
A—»-co n a 
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Zde a, b jsou libovolná konečná čísla a _í b. Z (10) a věty 7 plyne, že H(n) je 
holomorfní funkce v pásu \i < Re n < v (vlastnost 11). 

Dokážeme však také toto pomocné tvrzení: lim H(n) = 0 stejnoměrně pro x 
|3/I->co 

pro něž je ju < ju' _l x _\ vf < v (vlastnost 12). 
Uvažme obdélníky Qk = e(x, y,[i\<x<v', k < y < k + \) a obdélníky 

Q* = £{*, y^_<x<v\h--l<y<h + l),\defji<íf<^_lv,<v'f< 
< v. Zřejmě Qk c Q'k a 

CO 

2 Qu = 6(x, y, ^ _\x<lv\ — co <y < 00) . 
& - - C O 

Dále 
00 

2 / \H{x + iy)\* dy dx < co , (11) 
ife--.-oo.Qjfc' 

a tedy nutně 
lim / \H(x + iy)\2 dy áx = 0 . (12) 

fc->±co Qk' 

Uvažme nejdříve k _i 0. Položme ^ ( p ) = H(n) pro £> € £?£, n € Qki p = n — 
— i&. Podle věty 7 platí: lim -fifc(p) = 0 stejnoměrně v QQ. To tedy znamená, 

fc->co 
co 

že lim H(n) = 0 stejnoměrně, pokud w € 2 -Qfc- J e evidentní, že jednoduchou 
y->oo fc = 0 

úpravou předešlých úvah dokážeme úplně pomocné tvrzení (12). 

Ukažme nyní, že z 7, (11), (12) plyne, zeH(n) €Hflv. Pro každé X€ (ju, v) je podle 
co 

(7) J \H(x + iy)\2 dy < oo, a proto podle věty 2 existuje hx(r) tak, že 
— 0 0 

0 0 (O 

/
\hx(r)\2r2x-1dr < oo a hx(r)r*= 1. i. m -í- I r-* £T(z + iy) dy . (13) 

CO—»-CO - ^ J 
0 - a > 

Dokážeme, že hx(r) nezávisí na x. Vskutku buď xx > x2, xx, x2, e (IJL, v). 
Obvyklým postupem usoudíme z (13), že existují cok -> oo, když k -> oo tak, že 
pro skoro všechna r v (0, oo) je 

*^(r) = |jm ^ / irXr'ivU^ + *y) <ty, 7" = 1, 2 . 

Užitím Cauchyho věty dostáváme 

M ' ) - **(') = Hm [ ^ J ?~n -ff(n) dn - ±-:f r~n H(n) d^J . 
<* c ^ 

Zde C* je úsečka Im n = cok, x2 _í Re n í_ xx a CLfc je úsečka Im n =-= co_fc, 
a;2 ^ Re TI ^ xx. Z (12) je patrno, že 

262 



s Њfr~n Щn) án - à/ř"я Щn) ànҺ°' fc->co L ^ 

a tedy hXi(r) = hXt(r). Položme h(r) = hx(r). Zřejmě h(r) e h^ Úvahami, kterých 
jsme již několikrát použili, dostaneme, že 

1 

co e 

f h(r) r*-1 dr = 1. i. m / h(r) r"-1 dr = 3(n) . 
O e->0 « 

Tím je důkaz věty 6 ukoněen. 

Poznamenejme, že jsme zároveň dokázali, že prostor H^ je charakterisován 
těmito dvěma vlastnostmi: 

F je v H^ tehdy a jenom tehdy, plati-U: 
00 

1. sup / \F(x + iy)\2 dy < oo , 
p<se<v —00 

2. F(n) je holomorfní funkce v pásu ju < Re n < v. 

3. Definice biharmonického problému pro nekonečný klín, existence řešení 
a jeho unicita 

Budeme nejdříve vyšetřovat vlastnosti některých biharmonických funkcí 
definovaných na nekonečném klínu. 

Definice 4. Budeme fikat, ze u(r, 0) patfí do A, jestliže: 

1. u(r, 0) je reálná funkce, definovaná na klinu K, coz je množina bodů o prii-

vodici r e (O, oo) a amplitudě 0 el o" > "oj > O < co < 7t, 

2. u(ry 0) má v oblasti K spojité derivace 1. az i. fádu a platí 

3. u(r, o) a — --- (r, @) jsou spojité na K nejvýše s výjimkou vrcholu, 

4. pro r € (O,1>, 0 <= ( — -^, ^), resp. r e <1, co), 9 «l— - | , - | ) pZaťí 

1 Č*tø 

rfc-I ZQmfol 
<Z Mr~y-k, re8p. 

ć/Ä/tø ^ Mr-*-*, kde m + 1 == &, 

i == O, 1, 2, 3, 4, Jf ?e pevná konstanta, — /̂ (co) — 1 < y < <5 < XX((Ú) — 1. 
.Záe ^(co) = Re :Pi(o>)> prz cemz px je kořen s nejmenší kladnou reálnou částí 
a s nezápornou imaginární částí transcendentní rovnice p sin co + sin pco -= O, 
Kofeny této rovnice nazýváme Papkovičovými čísly. 
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Množina A obsahuje kromě nuly i jiné prvky. Tak na příklad funkce 
e-nx c o g ny(A + Bx + Cy), kde n> 0, A, B, C jsou reálné konstanty, x = 
= r cos 0, y = r sin 0, leží v této množině. 

Vypoěítáme-li Mellinův obraz funkce u(r, 0) z A, dostaneme výsledky, které 
jsou shrnuty ve větě 8. 

00 

Věta 8. Nechť u(r, 0) e A. Označme U(n, 0) = Ju(r, 0) r"-1 dr. Potom 
o 

U(n, 0) = A(n) sin n0 + B(n) cos TI© + <7(n) sin (n + 2) 0 + 
+ D(?i) cos (w + 2) 0 , (14) 

A(n) A 

2 [(n + 1) sin co — sin (n + 1) cu]' 

A = [ o > + 1) - G2(n + 1)] sin (n + 2) - J -

- [F,(n) - Fг(n)] (n + 2) cos (« + 2) - J , (15a) 

^ ^ 2 [(n + 1) sin ft) + 9Ü1 (n + 1) ft>] ' 

B = [Qx(n + ]) + G,(n + 1)] cos (n + 2) -|- + 

+ [Fг(n) + ^ ( n ) ] (n + 2) sin (n + 2) - | , (15b) 

— [öi(л + 1) — Gz<n + 1)] sin n ^- + [Fг(n) — F2(n)] n cos n | -

^ ~ ~ 2[(n + 1) sin co — sin (n + 1) co] ' ^ 1 5 C ) 

- [Gг(n + 1) + o2(n + 1)] cos n | - - [JГx(n) + F,(n)] n sin n -J 
5 W = 2[(n + 1) sin ft> + sin (n + 1) «] ' ( 1 5 d ) 

Zde 

Ш = « (r, | ) , /,(r) = * (r, - | ) , ft(r) = I ± u (r, -Jj , 

00 

У,(r) -= - -J- -щ u [r, - | ) , Ft(n) = j*/((r)f-- đr, G((n + 1) = 

00 

•/• 7ť(r) *•*(!*% i = 1,2 . 

Důkaz . Rozepíšeme podmínku 2 definice 4: 

\~^ + r~ěř+V* a©2/ * ~~ dr* + r2 čr2 a© 2 + ? a©4 + 
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2 д3u 1 д*u , 4 84 • 1 õu 
+ Z-ÕZІ + - î ã ľ = °- ( 1 6 ) r 3 cV a©2 T2 čr2 ' r 4 č 0 2 r 3 ČV 

Vynásobme rovnici (16) výrazem r n + 3 , kde y < R e n < < 5 , a integrujme 
od nuly do nekonečna. Pro prvý člen z (16) např. dostaneme: 

oo co oo 

f ^ rn+s dr = f^ r*+31 - (n + 3) f ?-^ r*+2 dr = 
J GY4 ^r 3 J J tfr3 

o o o 
00 

/

a31t 
— - rn+2 ár , 

o 

co 

dzu 1 
protože podle vlastnosti 4 definice 4 je -K-Š" ?*n+3 = 0. Tímto postupem dosta-

o 
neme obyčejnou diferenciální rovnici pro obraz funkce u(r, 0) 

d Í U ^ @ ) + [(n + 2)« + n»] d ^ d
( g 2

0 ) + n»(n + 2)» ÍJ(n, 0) = 0 . (17) 

(Převedení parciální diferenciální rovnice (16) na obyčejnou diferenciální 
rovnici — to je hlavní důvod užití Mellinovy transformace.) 

Obecné řešení rovnice (17) lehce najdeme ve tvaru 

U(n, 0) = A(n) sin n0 + B(n) cos n 0 + C(n) sin (n + 2) 0 + 
+ D(TI) cos (w + 2) 0 . (18) 

Z vlastnosti 4 a 3 definice 4 plyne 

lim U(n, 0) = -F^Ti) , lim £/>, 0) = F2(n) , 

lim g (.i, 0 ) = fl^n + 1), lim g (n, 0) = - G2(TI + 1) . (19) 

Podmínky (19) určí jednoznačně koeficienty v obecném řešení (18). Dostá
váme tak formule 15 a tím je důkaz věty 8 skončen. 

Z formulí (15) je vidět, že na chování obrazu a t ím i originálu má zásadní 
vliv šířka pásu, v němž A(n), B(n), C(n), D(n) jsou holomorfní. Ta je jednak 
určena funkcemi F{(n), G^n + 1), jednak jmenovateli ve zlomcích (15). Do
kážeme proto následující pomocnou větou: 

Věta 9. Budte px a qx + 1 hořeny s nejmenší hladnou reálnou části a s nezá
pornou imaginární části transcendentních rovnic 

p sin co + sin pco = 0 , (20) 

q sin co — sin qco = 0 . (21) 
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Zde je O < co ^ 7T. Buď cox prvý kladný kořen rovnice co = tg co a co0 takové 

číslo mezi 0 a TZ, ze smcDo 
COn 

sin co -. Potom platí: 

1. 0 < co < co0 => I m px > 0; 2. co0 = co = n => I m j ^ = 0; 3. funkce ^(co) = 
= Re ř>i(cD) ?e spojitá v intervalu (0, JT>; 4. 0 < co < n => T&e px> 1; 
5. Re px (w) = 1; 6. ^ (J^) = 2,740 + i 1,106; 7. 0 < co ^ n => Re ^ < 
< Re j i . 

Obг. 2. 

D ů k a z . Označme z = pco, resp. qco, z = £ + i??, sm co 
co • 

= Q. Rovnice (20) 

a (21) přejdou v rovnice 
&š ± sin f ch 97 = 0 , (22) 
_Q?7 ± cos I sh 97 = 0 . (23) 

Zde horní znaménko odpovídá rovnici (20) a dolní rovnici (21). Na rj se dívejme 
jako na parametr. Určeme to Q0> pro něž přímka Í20£ se dotýká křivky — sin £. 
(Viz obr. 1.) Dostáváme v bodě dotyku: Q0 = -- cos gx, Q0£x = — sin £-,. J e 

tedy předně £x = ct̂  a odtud plyne, že Í30= . Jestliže tedy co = co0J potom 
coft 
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Q <í Q0, a tedy průsečík přímky .Q£ s křivkou — sin £ je v bodě £', n 5g £' á 
<I a)!. Klademe-li rj = 0, vyhovuje £' rovnici (22). 

Pokud nebude řečeno jinak, budeme v dalším brát rovnice (22) a (23) s hor
ním znaménkem. V tomto případě je (23) identicky splněna. Kořenů s menší 
reálnou částí rovnice (20) nemá. To plyne z (23). Předpokládejme, že rovnicím 
(22) a (23) hoví iJrj,rj> 0. Pro rj > 0 je 

Q -~— = — cos | < .Q ^ — • x 
cos co7 s h rj = cox 

Protože cos £ > cos co-., je cox < f. Tím jsme dokázali bod 2. Bod 5 je zřejmý. 
Zřejmě funkce Re px(co) je spojitá pro co € <ct>0? TT>. Buď dále co < co0. Aby mohla 
být splněna rovnice (22), je nutné, aby bylo rj > 0. Najděme takové ^ pro 
něž přímka £Q se dotýká křivky — sin f ch rj. (Viz obr. 2.) Dostáváme v bodě 
dotyku 

Q = — cos f! ch T^ , .Gli = — sin f x ch T ^ . 

Odtud plyne, že £-_ = cov Buď f 2 úsečka druhého průsečíku přímky — Q , ••••-
sn 77! 

s křivkou cos £. J e | 2 < £x. Vskutku je 

cos f 2 = — i? -Y^— < — Q - - — = cos £ i . 
sh??! ch?h 

Při růstu parametru 77 úsečka prvního průsečíku přímky Q£ s křivkou 

— sin £ ch ?9 klesá, kdežto úsečka druhého průsečíku přímky — Q ~-£-— s křiv

kou cos I stoupá. Odtud již lehce plyne, že f2 < 'Rep1 < £1? tedy bod 1, 3 

a 4. Bod 6 plyne z přímého výpočtu. 
Uvažme nyní rovnice (22) a (23) tentokrát se znaménkem —. Jestliže 

sin co sin f _. , v v , ' . , , 
77 = 0, potom = — — . První resem co = | teto rovnice vynecháváme, 

co f 

druhé řešení, existuj e-li, leží v intervalu <.2jr, 3TT>. Je-li T? > 0, potom pro £, 

jež vyhovuje současně rovnicím (22) a (23) a je v 10, — ) , dostáváme: 

sin £ , 77 1 
—Z— >COs£=> -T7- > -r—-, 

f sh 77 ch 77 
což je nemožné, £ tedy musí být větší než 2TT. Tím je podán důkaz bodu 7 a 
tedy dokončen důkaz věty 9. 

Podáme nyní d e f i n i c i biharmonického problému pro nekonečný klín 
o vrcholovém úhlu 0 < co < n. 

Definice 5. Budte funkce fx(r), f2(r) reálné, absolutně spojité na každém koneč
ném intervalu z (0, 00) a tahové, ze pro nějaká /u, v,, pro něz platí —- Ax(co) — 1 < 
<p,v< Ax(co) — 1, je: 

1. / [/ ;M] 2 r 2 ^ 1 dr < 00, / [far)]* r 2 ^ dr < 00, i = 1, 2; dále ^ ( r ) , ft(r) 
o 1 
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buďte takové reálné funkce, že 
1 00 

2- fÍ9Ár)]2 r2^1 dr < oo, f [g*(r)]2 r2"+1 dr < oo? i = 1, 2 (přitom nemusí 
o Í 7 

6^ p <v). 
Biharmonickým problémem nazýváme úlohu stanovit takovou reálnou funkci 

u(r, (9), ze pro ni platí'. 
3. body l a 2 definice 4, 

4. lim J[ýi(r) - - w(r, <9)]2 r.2?-1 dr = O , 
^ o b 
© - * T 

í 

lim /[/2(r) - u(r, <9)]2 r2r-i dr = O , 
0 — T 

oo 

lim / [/x(2) - «(r, 0)] 2 r2*-1 dr = O , 
^ O) 1 

e - * T 
00 

lim / [/2(r) - tt(r, <9)]2 r2*-1 dr = O , 
°>1 

« — T 

i 

lim f |"/í(r) - J (r, <9)l2r2?+1 dr = O , 
e~*"T o 

i 

lim í\f2(r) - — (r, 6>)Tr2r+i dr = O , 
oo 

lim f [fí(r) - | j ! (r, é»)l2 r-*^- dr = O , 
~*T i 

00 

lim f í"/;(r) - £ (r, 0)]* r»*- dr -= O , 

l 

iim, rVi(r) ~ T á u ( r ' e)Tr2y+i d r = ° > 
—T o 

i 

lim f\g2(r) + — — u(r, 0)1 r2r+1 dr = O, 

00 

1ÍDÍ I r l ( r ) ~TW u<f> &)TriS+1 <& = 0, 
co 

lim f ř a ( r ) + -- _ U(r, 0 ) | r 2 * + 1 dr = O 

(a) 

(b) 

(c) 
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(zde y, d jsou reálná čísla, pro něz platí: -— ^(co) — 1 < y, ó < X^co) — 1). 

CÚ o. Ke každému 0 fg cp < - existuje konstanta M(cp) tah, ze pro 0 < r <5 1 /e 

a pro 1 :g r < oo /e 
OY 

O^ 

ĆT 

<" Mr-У1 , — -57-r g Mr-r-1 1 ctø 
7č<9 

1 Єu 

7 гø g Ж H - —-т-; g j f r - * - 1 . 

(Množinu funkcí, které splňují podmínky 3, 4, 5, budeme značit B.) 

Nyní dokážeme e x i s t e n c i ř e š e n í . 

Věta 10. Jestliže f{(r) a g^r) vyhovují podmínkám definice 5, potom existuje 
řešení příslušné k tímto funkcím, vyhovující podmínkám definice 5. Navíc platí 
y = Max (e, ju), d = Min (— e, v), kde je e > O a libovolné malé. 

D ů k a z . Rozdělme nejdříve okrajové podmínky na dvě části: 

fi(r) = fn(r) + fAr), /.(r) = /91(r) + /M(r), gx(r) = gn(r) + g12(r), 

gz(r) = 92i(r) +922(r), 

při čemž platí, že fió(r) jsou funkce absolutně spojité na každém konečném 

intervalu z(0, oo), fa(r) = O pro r ^ 2, fi2(r) = O pro r ^ 1, i === 1, 2; 
1 oo 

f[fli(r)Y ^ + 1 dr < oo , / [fa(r)f ^ 2 / + 1 dr < oo , 
0 i 

kde v' je libovolné reálné číslo; 

f L / » ] 2 ^ ' + 1 dr < oo , f[fi2(r)f r2*+ 1 dr < oo , 
b i 

kde /LC' je libovolné reálné číslo, i = 1, 2; podobně 9n(r) = O pro r ^ 2, gi2(r) = 
= O pro r < 1, i = 1, 2; 

1 co 

f[9n(r)f r^+1 dr < oo , / [g{1(r)f r 2 ^ 1 dr < oo , 
0 i 
1 oo 

J[9i2(r)f ^ ' + 1 dr < oo , / [gi2(r)f r 2 ^ 1 dr < oo . 
o i 

.Stanovíme nejdříve řešení biharmonického problému pro klín, příslušné 
funkcím fa(r) a ga(r). 

Zvolme ii < v' < X^co) — 1. Zřejmě je fn(r) r e h^ i = l, 2, gn(r) . r € ^ , 
i = 1, 2. 

Dokažme nyní toto p o m o c n é t v r z e n í : 

Je-li ju> O, potom z fa(r) r e A^y vyplývá 

fn(r) € V • (24) 
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Dokažme nejdříve, že fn(r) * Vv> k d e P < A*i < "í < "' • Vskutku pro a, 
pro něž (JLXI^X i^L vx, je 

/[/a(^)] 2 ^ ^ X d r = /-//» d5J2 • v2*"1 dr = o ° r 

3 3 

= f[ffil(S) SM+Í ' S~ft~* d ^ 2 r 2 ^ X d r = 
0 r 

3 

g; f[f'iX(s)]2 s2/*+1 &s I — [r-2/» — 3-V] r 2*- 1 dr . 
Q 0 

Dále je pro n, pro něž px < Re n < vl7 

00 co 

J/a(r) '•"-1 ̂  = \ **/«(»•)], - \f^Ur) dr • ( 2 5 ) 
o o 

1 l 0 0 

Z věty 4 plyne, že je — rnfix(r) = 0. Z (25) tedy plyne, že Fix(n) € H^>, a tedy 
n Jo 

např. z rovnice (3) věty 5 plyne tvrzení 24. 
Dosaďme nyní do (15) Fix(n), Gix(n + 1) pro i = 1, 2. Dostaneme Ux(n, 0). 

Dokážeme, že originál k (14) řeší biharmonický problém příslušný funkcím 
fn(r) a ffiíM- Ukážeme nejdříve, že Ux(n, 0) e H^,. Předpokládáme /x > 0. 
K tomu účelu poněkud upravíme vzorec pro Ux(n, 0), který dostaneme z (15). 
Platí 

(n + 2) sin {n + 2) —- cos n0 —- n sin TI — cos (TI + 2) 0 
77 fa, (9̂  = i . 

lV * J (n + 1) sin co + sin (n + 1) o> 2 * 
. [Fn(n) + F21(n)] + 

-- (n + 2) cos (TI + 2) -— sin n© + n cos TI --- sin (n + 2) O 
2t Z 1 

(TI + 1) sin co — sin (TI + 1) co 2 
. [*•„(») - . ^ ( n ) ] + 

cos (TI + 2) — cos n© — cos TI -— cos (n + 2) 0 
H T — r r r ^ r ~ • = - / — P T Í T • C^ufa + 1 ) + #21 (» + 1 ) 1 + 

(?i + 1) sin co + sm (n +• 1) co 2 11V ' 21V / J ' 
co . ~ . co sin (TI + 2) — sin n@ —- sin TI --r- sin (TI + 2) 0 

H 7 TTT-^ ^-7 TT^ T • [ffii(w + 1) - 021Í* + 1)] • 
(TI + 1) sm co — sm (n + 1) co 2 L 11V ' 21V ' / J 

(26) 
Z (25) plyne, že nFix(n) € -Zř^. Dále zřejmě je Gix(n + 1) e J H ^ . Protože platí 

] i m J s i n H = l 
M - . e»* 2 v ' 
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stejnoměrně vzhledem k x v konečném intervalu, dostáváme např. 

-M(T-W) sin (n + 2) — cos n 
ZІ 

(n + 1) sin ы -f- sin (я. + 1) co 
Jŕe (28) 

stejnoměrně pro x e (/u, />. Zde -M" je konstanta (jmenovatel se neanuluje v bo
dech, pro něž Ó < / í ^ R e w ^ v ' < X(co) —- 1). Provedeme-li tedy všechny 
příslušné odhady analogické odhadu (28), dostáváme, že Ux(n, 0) e H^. 

Na základě inversní formule pro Fourier-Planehelerův integrál lehce doká
žeme, že originál ux(r, 0) k Ux(n, 0) se vypočítá takto: 

aг + гoo 

Щ(r, ) = ү-. j Uг(n, ) r~n dn (29) 

Zde se integruje po přímce Re n = x, ju, < x < v'. Integrál absolutně konver
guje, neboť analogicky s (28) a využitím toho, že nFn(n) a On(n + 1) konvergují 
k nule, když \y\ -> co, dostáváme 

\Ul{n,9)\^Me-]V^-W) 

stejnoměrně pro x e </* + s, v' — e}, e > 0. Integrál (29) můžeme derivovat 
za integračním znaménkem. To plyne z toho, že i pro derivace U^n, 0) podle 0 
dostáváme odhady 

d* Dr
1(», ) 

d<9* 
I M \y\* e 

-M(|-Iв|) 
, \v\ ž i , 

stejnoměrně pro x e </Í + s, v' — e>, kde e > 0 a dosti malé. Protože integrand 
je zřejmě biharmonická funkce, dostáváme, že u±(r, 0) splňuje podmínku 3 
definice 5. 

Dokážeme nyní bod 4 definice 5. Dříve než se pustíme přímo do důkazu, 
dokážeme toto pomocné tvrzení: 

co 

Lemma 1. Jestliže H(n) je v H^, "potom integrály f \H(x -\-iy)\2dy konvergují 
— 00 

stejnoměrná vzhledem k x z intervalu (JU, v). 

Důkaz. Jestliže H(n) je v H^, potom existuje H(/u + iy) eL2(— oo, oo) 
&H(v + iy) e L2(— oo, oo), kde H(JJ, + iy) je Fourier-Plancherelův obraz funk
ce h(e-*) e-tf a H(v + iy) Fourier-Plancherelův obraz funkce A(e~*) e~tv. 

Platí 

lim f\H(x + iy) - H(x0 + iy)\2 dy = 0 (29') 
33-WC,, - 0 0 

pro x € (fji, v), x0 € <JA, v}. Vskutku z Parsevalovy rovnosti 3 a věty 5 plyne, 
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že (29') platí, je-li 
00 

lim f\h(r)\2 [rx — rx°]2 r"1 dr = 0 . 
x-+x0 0 

Avšak 
i 

lim f\h(r)\2 [rx — rx<>]2 r-1 dr = O , 
æ-юî0 0 

.Яol2 r - l protože 4 \h(r)\2 r2^1 jé integrabilní majoranta funkcí \h(r)\2 [r*> — rx°]2 r 
Zřejmě skoro všude v <0, 1> je 

lim \h(r)\2 b* ~ ^°]2 r-1 = O . 
as->*o 

Předpokládejme, že 
OD 

lim sup / \F(x + iy)\2 dy = e > O . 
1 _4->oo a:e(.",.0 -4 

Budou tedy existovat čísla xn -> xQ, když n -> oo, xn9 x0 e <^, v> taková, že 
00 

/ \F(xn + ij/)|2 dy ^ - i . Protože je 
n 

oo 

lim / |F(x0 + iy) - JP(.-B + iy)\2 dy = 0, 
n—*x> —oo 

oo 

je pro n = N, kde N je dosti velké číslo, I |F(x0 + iy)\2 dy = -— , • , coz nem moz-

né. Tím je lemma dokázána. (Vyšetřování integrálu / \F(x + iy)\2 dy přene-
— 00 

•cháváme čtenáři.) 
Vraťme se tedy k d ů k a z u b o d u 4 definice 5. 
(a) Bud e > O, libovolné. Bud A > 1 tak velké číslo, že 

co —A 

sup / \nFn(x + iy)\2 dy < e2, sup / \nFn(x + iy)\2 dy < e2 , 
zcc(fxfv') A $c(ny) — <x> 

oo —A * 

sup / |o i l (a ; + l + i ž / ) | 2 d ž / < £ 2 , sup f\Ga(x + l+iy)\z&y<e*,i = \,2. 
-o:«(/-.V) A a;«(p,v') — oo 

Podle (26) je 
ř7x(n, 0) = K(n, 0) \[nFu(n) + nF t l(»)] + L(n, 0) ftnF^n) - nF21(n)] + 

+ M(n, 0) i[Gxl(n + 1) +'Ga(n + 1)] + N(n, 0) \\_GAn + 1) - Oa(n + 1)] -
Z (27) snadno dostaneme, že stejnoměrně vzhledem k x e (̂ ť, v), y e (— co, co), 
6)6(~ I"' í) j e lZ ( n» @ )1 - M' |L^' 0 ) l = l í ' W * ' 0)1 == -t '̂ W(n> ®)\ -S 
= Jf, kde I ř je nějaká konstanta. Tedy 

oo —-4 

sup / |ř7x(as. + iy, 6>)|2 dy < 16ilf-e- , sup / \Ut(x + iy)\2 dy < 16Jf2 £2 . 
^ct/ijV) A xc(l*,v) ~ ° o 
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Buď nyní K taková konstanta, že | | - F ^ ) | | 2 < K2, \\Ga(n + 1)||2 < K2, i = 1, 2. 
Lehce se přesvědčíme, že 

lim K(n, 0) n = 1 , lim L(n, 0) n = 1 , 

в - т ®"*т 

Um Jf(n, 0) =-= 0 , lim N(n, 0) = 0 , 

a to stejnoměrně pro # € <//, / > , y e <— A, A). Např. 

(n + 2) sm (n + 2) --- cos n y — n sin n ~ cos (TI + 2) -~ 
Um TŽX(TI, O) = - — . • r — 7 — — -

o, (71 + 1) sm co + sm (TI + 1) co 

A 
= 1 . (n + 1) sin co + sin (n + l) 0) 

A = (TŽ, + 1) sin (n + 2) y cos n y — sin TI y cos (n + 2) | - + 

• / , .-.v co co , co . co 
+ &m(n + 2 ) y C o s ^ ^ + s m ? i - j cos (n + 2) y . 

Jestliže je 0 = <p0, pak platí 
|K(n, 0 ) n — 1|2 < e 2 , 

|L(n, 0)n- 1|2 < e2, |Jf(n, 0 ) | 2 < £2, |N(n, 0) | 2 < s 2 , 
a tedy 

WU^n, 0) - -Fn(fi)|| < [4.K + 2 + 8Jř] e , 

je-li 0 ^ cp0. Případ, kdy 0 -> -- —- se dokáže stejně. Tím je důkaz bodu a) 

dokončen a navíc platí y = ju, d = v'. 
* 

du 
(b) Předně z (29) dostáváme, že r -j± (r, 0) je originál k — nUx(n, 0). Do

kažme, že — nU±(n, 0) e H^ pro 0 € (——, —y. V dalším nevystačíme pouze 

s odhady typu (28). Proto odvodíme odhad silnější. Uvažme tedy např., jak 
se bude chovat v pásu ju < Re n < V zlomek 

(n + 2) sin (n + 2) ~-- cos nØ —• n sin тi ----- cos (n + 2)0 
2 2 (30) 

(TI + 1) sin co + sin (n + 1) co 

Dokážeme, že tento zlomek je v tomto pásu omezený stejnoměrně a nezávisle 

na 0 e ( — %~ — y y . Uvažme např. chování zlomku (30), když y = Re n -> oo. 
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Čitatel zlomku pišme ve tvaru 

(n + 2) sin (n + 2) --- cos nO —- n sin n «--- cos (n + 2) © = 
z .z 

= (w + 1) I sin (n + 2) — cos n© — sin TI —- cos (w + 2) 0 I + 

+ sin (n + 2) --r- cos ?i0 + sin ?i —- cos (^ + 2) O . 

Vyjádříme-li goniometrické funkce pomocí exponenciel a budeme-li uvažovat 
pouze ty z nich, jež charakterisují růst výrazu 

(n + 1) I sin (n + 2) ---- cos w<9 — sin % ---- cos (n + 2) 0 I , 

pro y -> oo dostaneme 
o> co 

Vo-ť-5 -r-ťí»0 2 ň i 2 T / £ t ) \ / 
c 2 e-42® _ e 2 „yt e) O) -

__Q -e l2 ^¥-®j- <31> 

Poslední výraz má zřejmě majorantu MeV(ú, kde M je konstanta. Odtud a na. 
základe odhadů typu (28) plyne již stejnoměrná omezenost zlomku (30) pro* 

O íg (9 íg ---- nějakou konstantou K. Vyšetřování případu y -> — oo se děje-

analogicky. Stejný odhad bychom dostali i pro — — < © 5^ 0. Stejné odhadjr 

platí i pro druhý, třetí a čtvrtý zlomek z (26), když jej znásobíme číslem n.. 
Protože 

nFa(n) € H^ , GiX(n + 1) e H^, i = 1, 2 , 

dostáváme odtud, že — nU^n, 0) e H^* pro © e (— —, ~ y . Nyní bude již další 

postup stejný jako při důkaze bodu (a). Z (25) dostaneme tak bod (b). Rovněž, 
i bod (c) dokážeme stejným způsobem. 

D o k á ž e m e nyní (stále pro funkci ux(r, ©)) poslední b o d 5. Podle (29) a od-

hadu typu (28), např. pro ----- (r, ©), dostáváme 

x + ico 

P i r 
^1 ( r, ©) = — I — nUx(n, ©) r-"-1 dn,ju<x<v'. 

x-ico 

Nyní z (26) pro \©\ - 1 <p plyne: 

£мч 
Ш 

á r - i / [кÿЧГ^-9) + L \y\ e ^ f H + MeMï-*)] . 
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s , - - . { / W w ( í "> + ^ w «"",fí "'> + ^.-"(Hr*}*. 
— 00 

co 1 op l oo 1 

• {[ / l^iií* + iy)\*dy] + [ / \F21(x + iy)\* dy] + [ / |<yn(.r + 1 + ťy)|«dy]* + 
•-oo — oo - oo 

+ [ M i ( * + 1 + iyf dyf} . 
- co 

Zde K, L, M jsou konstanty. Vzhledem k platnosti (29) je možno vzít za x 
číslo fi nebo v . Zcela stejně bychom postupovali i v. ostatních případech, takže 
můžeme tím považovat bod 5 za dokázaný. 

Celý výše naznačený postup lze nyní užít na řešení biharmonického pro
blému příslušného funkcím fi2(r), gi2(r), i = 1, 2. Předpokládáme-li, že v < O, 
potom v tom druhém případě dostaneme y — pč, b .== v. 

Není těžké se přesvědčit, že jak uY(r, 0), tak u2(r, 0) jsou reálné funkce. 
To plyne snadno z 29 a z toho. že U^n, 6) = U^n, &), i = 1, 2. Neméně snadné 
je přesvědčit se, že u(r, 0) — %(r, 0) + ^ 2(r, 0) je řešením našeho problému. 
s konstantami y = Max (e, /z), á = Min (—- e, v), kde £ > O a libovolně malé. 
Vskutku bod 3 definice 5 je zřejmě splněn. 

D ů k a z b o d u 4: Pro ux(r, 0) jsme ukázali, že 
i 

lim / [/lx(r) - %(r, O)]2 r 2 ?- 1 dr = 0 , (32) 
a) 0 

00 

lim / [/u(r) - %(r, <9)]2 r2"'-1 dr == 0 ; (33) 
* tí>1 

pro u.2(r, 0) podobně platí 
i 

lim / [/12(r) - u2(r, <9)]2rV'-1 dr = 0 , (34) 
co 0 

•-T 
co 

lim / [/i,(r) - «,(r, o)]* r 2*- 1 dr = 0 . (35) 

Protože J u ' < á < 0 a y > 0 J plyne z (34) 
i 

lim / [/„(r) - «,(r, <9)]2 r 2 r - i dr =- 0 . (36) 
tí> 0 ' 

Podobně z (33) dostáváme 

lim / [/u(f) - %(r, )] 2 r2^-1 dr = 0 . (37) 
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Z (32), (36) a z trojúhelníkové nerovnosti nyní dostáváme 

Иm / [/x(r) — u(r, Ø)]2 r 2 ?- 1 dr = 0 . 
a> Q 

Podobně z (35), (37) a z trojúhelníkové nerovnosti dostáváme 
00 

lim / [fi{r) — u(r, O)]2 r 2*" 1 dr = 0 . 
« 0 > 1 

Podobně bychom ukázali, že platí ostatní body sub 4. 

Bod 5 pro u(r, 0 ) se dokáže úplně stejnou úvahou. 
Věta 10 dává odpověd na otázku po existenci biharmonického řešení pro 

nekonečný klín. 
Ukážeme nyní na jiné, jednoduché vyjádření řešení našeho problému pomocí 

Greenových funkcí. Nejdříve budeme tyto Greenovy funkce definovat: 

Definice 6. Greenovy funkce pro biharmcmický problém na nekonečném klínu 
jsou: 

Gx(r, 9, co) = 
as + tco 

(n + 2) sin (n + 2) --j- cos n — n sin n — cos (n + 2) 0 

2ni J (n + 1) sin co + sin (n + 1) a> 

ö2(r, 0,0)) = 

-(n + 2) COS(TI + 2 ) — s i n 0 + n e o s n — sin (n + 2) 0 
Z Z 

(n + 1) sin co -—• sin (n + 1) co 

as-ioo 

aî + ťco 

r~n dn , 

(38) 

1 
2ш 

r-n ÛП 

(39) 

в8(r, , co) = 

aг + ťco 

cos (n + 2) —- cos тгØ — cos ?г --r- cos (n + 2) 0 

2л:i 
as-ico 

s + ico 

(я, + 1) sin co + sin (n + 1) co 
-r~л àn , 

(40) 

*«<r' * *> = Ш 

sin (?г + 2) —- sin n — sin n — sin (я, + 2) 0 
*U Zl 

(n + 1) sin co — sin (?г + 1) co 
Г-Һ àn 

(41) 

Greenovy funkce jsou zřejmě nezávislé na x, pokud — A 1 — l < a ; < A 1 — 1 . 
Pomocí odhadů již vícekrát prováděných dostaneme: 
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Věta 11. \Qt{r, 0, <o) \ £ M(<p, x) r— pro r e (O, co), © e < - <p, <p>, O ̂  q> < -§-

a — /̂ (coo) —• 1 < a; < A-_(ťw0) — 1, pokud co je dosti blízké k coQ, 
Dokažme nyní 

větu 12. Nechť u(r, 0) je řešení biharmonického problému příslušné funkcím 
fAr)> 9Ár)> i = 1,2, a nechť u(r, 6) == ux(r, 0) + u2(ry 0) a ufa 0) jsou origi
nály obrazů U{(u, 0) z (26). Potom 

00 

«(r, 0) =JGI (-1, 9, c) -L [/,.(«) + /,(«)] ds + 
O 

00 co 

+ JG2 ( i , 0, co) - I - [/,.(«) - /,(«)] ds + JG3 [^, 0, co) I [^(s) + j72(,)] ds + 
O o 

oo 

+ J o . ( l , o, a>) i &(«) - řs(*)] ds . (42) 
O 

Důkaz. Ukážeme, že (42) platí pro ux(r, 0), když z /,(r), ^(r) dosadíme 
/«W,^i(r).Pod]e(29)je 

X + ico 

Ul(r, © ) = - = — / U^n, 0) r-n dn, /* < x < v'. 
OJ-ioo 

0 

(Ponecháváme označení z důkazu věty 10.) Pro x € (ju, v') platí 

/ \U{r)\ i*"1 dr < oo, / \g,(r)\ r* dr < co, kde i = 1, 2 . (43) 
o o 

Pišme v (26) obrazy Fa(n), Gn(n + 1) pomocí originálů. (Pro jednoduchost 
to provedeme pro případ /n(r) = /21(r) -= /(r), c/n(r) = gr21(r) = 0.) Dostaneme 

X+ІCO 

Г 

«-<'•*>=ш 
CO л co 

(тг + 2) sin (n + 2) --r- cos тг — n sin тг — cos (?г + 2) 
r~n, 

sc—ioo 

(n + 1) SІП Cü + SІП (П + 1) CO 

00 

J8^гf(8)d8 \dn. 

O 

Vzhledem k (43) a odhadům typu (28) můžeme vyměnit integrační pořadí. 
Dostaneme tak 

OO 

4^,0) ^JG^, ,^^^ 
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Tab. 1. Hodnoty Ч-в-т) 
= 0 e = £ -4 - i - i ï . i 

r 
u 

20 10 5 

u u u u 

i 0,00 0 0 0 0 0 
0,25 0,003 - 0 , 0 0 3 - 0 , 0 0 2 - 0 , 0 0 1 0 
0,50 0,105 0,095 0,066 0,005 0 

i o,бô 0,386 0,373 0,321 0,051 0 
0,75 0,582 0,586 0,572 0,166 0 
1,00 1,067 . 1,139 1,396 4,036 00 

1 1,33 1,035 1,042 1,017 0,295 0 
1,50 0,869 0,839 0,722 0,114 0 
2,00 0,420 0,380 0,264 0,020 0 
4,00 I -0 ,042 - 0 , 0 4 1 - 0 , 0 3 6 - 0 , 0 0 9 0 

Tab. 2. Hodnoty Gs (,eĄ) 

= 0 в = џ. = ^ - ü e - т í 
r 

u 
20 10 5 4 

u u u u 

0,00 0 0 0 0 0 
0,25 0 -0 ,0004 - 0 , 0 0 1 0 o 1 
0,50 0 0,0092 0,010 - 0 , 0 0 2 0 ! 
o,бè 0 0,0962 0,151 0,029 o 1 
0,75 0 0,1879 0,334 0,137 o i 
1,00 0 0,4570 1,002 3,988 oo 1 
1,33 0 0,3337 0,594 0,244 0 i 
1,50 1 ° 1 0,2165 0,340 0,066 0 
2,00 0 t 0,0368 | 0,040 0,008 0 
4,00 0 -0 ,0070 ; - 0 , 0 1 0 - 0 , 0 0 3 0 

Tab. 3. Hodnoty #3 [r, 
• • * T ) 

= 0 = ;г-г -=ü = ü *-т-r 20 10 5 4 , 

u u u u 

0,00 0 0 0 0 0 
0,25 -0 ,004 -0,004 -0,003 -0,0003 0 i 
0,50 | - 0 , 0 6 4 -0,059 -0,045 « -0,0075 0 
0,66 j —0,156 - 0 , 1 4 8 -0,125 - 0 , 0 2 9 0 0 

| 0,75 - 0 , 2 0 9 -0 ,203 -0,181 — 0,0568 0 , 
1,00 - 0 , 3 3 6 - 0 , 3 3 7 -0,333 - 0 , 3 2 1 1 - 0 , 3 1 8 3 
1,33 —0,372 1 -0 ,361 - 0 , 3 2 2 -0,1010 0 
1,50 - 0 , 3 5 0 -0 ,333 -0,281 i —0,0652 0 

i 2,00 —0,256 - 0 , 2 3 6 -0,180 -0,0300 0 
4,00 — 0,065 ! -0,057 -0,041 1 -0,0055 0 
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Tab. 4. Hodnoty Gé (**т 
= 0 ҐЛ n 

0 = £ = 4 r\ n 

= — r 
u 

20 10 5 4 

u u u u 

0 0 0 0 0 0 
0,25 0 - 0 , 0 0 0 1 -0 ,0001 0 0 

! 0,50 0 -0 ,0068 -0 ,0098 -0 ,0025 0 
0,66 0 -0 ,0292 -0 ,0472 -0 ,0180 0 

1 0,75 0 -0 ,0469 -0 ,0809 -0 ,0429 0 
1,00 0 -0 ,0931 -0 ,1791 -0 ,2998 - 0 , 3 1 8 3 
1,33 0 -0 ,0834 -0 ,1438 -0 ,0763 0 
1,50 0 -0 ,0657 ' -0 ,1061 -0 ,0406 0 
2,00 0 -0 ,0272 -0 ,0392 -0 ,0100 0 
4,00 0 -0 ,0010 -0 ,0012 -0 ,0001 0 

Superposicí jednotlivých případů a výsledků pro ux(r, 0) a u2(r, 0 ) tvrzení 
dokážeme. 

P o z n á m k a . Z věty 11 snadno plyne, že (42) má smysl, když pro nějaká 
/ * , * € ( - ^(co) - 1, X^co) - 1) je 

oo 

f\fi(r)\ rм-i dr< oo, f \ft(r)\ r"-1 ăr<co, i = 1, 2 , 
°i * 
Ґ °° 

ЉІ(Г)\ rм dr < oo , / | ^ ( r ) | rv àr < oo , i = 1, 2 . 

(44) 
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To jsou slabší podmínky, než jaké byly kladeny na okrajové hodnoty v de
finici 5. 

Vzorec (42) má jednak cenu praktickou — dá se pomocí něho vskutku vy
počítat hledaná biharmonická funkce — jednak cenu teoretickou, jak uvidíme 

v dalším. Numerické hodnoty G€ Ir, 6, —I jsou uvedeny v tabulkách 1, 2, 3, 4 

a grafy těchto funkcí na obr. 3, 4, 5, 6, 7. Vzorec (42) je vlastně konvoluce pro 

Mellinovu transformaci. (Podrobnější informace o funkcích G{ Ir, &,—I 

čtenář v [8].) 

3&88 

nalezne 

u . . • wm-ш- І І « 1 , 1 — 

0 Q2 04 Qß 08 1Д X2 Џ 10 1ß/ 20 2? 

&-0 ~Ґ* 
Obr. 4. 

Dokážeme nyní další větu základní důležitosti, a to větu o unič i tě . 

Věta 13. Nechtu(r, 0) jev Ba přísluší funkcím f{(r) = 0, g^r) = 0, i = 1, 2. 
Potom u(ry 0) = 0. 

Dříve, než přistoupíme k důkazu této věty, dokážeme: 

Lemma2. Nechtu(r, 0) e Banechtjí přísluší konstanty y ad. Necht0 ^ q> <— -

Potom pro 0 < r ^ 1, q? platí cкu M((p) r~У-m aprol ^r < oo> 

<P> 
бhU 

drmd©n 

M(<p) r~*-m, kdek= l, 2, 3, 4, m + n = k 
drm 80n 

Důkaz. Kolem bodu o souřadnicích [<90> r0] = z0 = [x0, y0] opišme kružnici 

K poloměru R = ~ sin |-~— cp\. Funkci u(r, 0) vyjádřeme v Goursatově 
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tvaru 
u(r, 0) == v(x, y) == Re (x(z - z0) + (z - z0) <p{z - z0)) 

pro z € K. Buď x = r cos 0, y = r sin O. Označme 

fø . дг; 
яW = Ҡ;(X>У) +гty (x>У)> /(*) = øfo + 0 fø 

s,1 
-0,4 -0,4 

; -0' 

-0,3 

-e-? •36^ 

-0,2 / 1 ^ ж 
-0,2 

// 

/ ^ ő ^ 1 

Чr' 

0 ^ 
J 

0 02 oл Qб o, 1,0 г2 IA VS i,a 20 22 г« 2,0 г 3,0 э,г зл _£ 
г 

Obr. 5. 

Potom platí 

9,(2 ~ Zo) = 2 î̂ 
/(JЙ) 

đ ť -
z — zn 

z~za J_ f/(Æř) 
ІŽ 4жi 

çtm 
J f 

åt + <x , 

B 
c. 

VІ* — zo) = ť ( z - zo) = 0-7 
~J7ZU 

f(Ш) 

1 
2~ѓw 

2í — 
/(iří) 

z — z0 

R 

(<-г-i-1> 

z — zn 

B 

àt+ß, 

dt-

kde o0 je jednotková kružnice a <x a /? konstanty. (Důkaz nalezne čtenář 
Oлг? 

v [5].) Derivace , kde fc = 2, 3, 4, m + n = &, se dají lehce odhadnout. 
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дЧ Odhadněme kupř. --- (z0, y0) v 0kolí nekonečna. Předně máme 

-^ (x*, y0) = Re (V'(0) + 2?/(0)) . 

Obr. 6. 

Jestliže použijeme (45), dostaneme 

ън 
8a? 

tø>, ž/o) < ş f Max[/(Дí)| 
I^ *«c0 

kde K je konstanta. Dále Max |/(Rt)| ^ i(r0 + B)"^h je-li - <5 — 1 ^ 0, 
*«c0 

Max |/(iží)| ^ L(r0 - iž)-*"1, 
teC0 

je-li — ó — 1 < 0. 

Zde L je konstanta. Odtud již dostáváme, že pro r > 1 je| ̂  (̂ o> ž/o)| =-S Mr^*-*, 
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kde M je konstanta. Protože druhá derivace funkce u v polárních souřadnicích 

je lineární kombinací výrazů — -7— , — — a druhých derivací v souřadnicích 

kartézských, při čemž součinitelé u těchto funkcí jsou ± cos 0, -£; sin (9, 
dostáváme odtud naše tvrzení. Ostatní případy se dokáží analogicky. 

-aэo 

-0,25 

-0201 

-æ5\ 

-oю 

-005 

Důkaz věty 13. Do klínu K, na němž je definována funkce u(r, 0), vsuňme 
klín Ka, jehož symetrála leží na symetrále klínu K a jehož vrchol je vzdálen 
o a od vrcholu klínu K. Vrcholový úhel klínu Ka buď 0 < co' < co. Nejbližším 
naším cílem bude ukázat, že v Ka se dá u(r, 0) psát pomocí vzorce (42). 

Opišme kolem vrcholu klínu Ka kružnici o dosti malém poloměru. Uvnitř 
této kružnice je 

u(r, 0) = u(x, y) = Re (x(z) + ž(<p(z)) . 
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Střed této kružnice buď počátkem systému souřadnic, osa x nechť je totožná 
se symetrálou klínu K. Nyní ke každému celému m = 0 můžeme najít kon
stanty Al9 A2, Az, ...,Am a Bly B2, ...,Bm tak, že 

*<<-i>(0) = ^ - ^ ( O ) , i = 1, 2, ..., m , <p<*-*>(0) = ^ - ^ ( O ) , i = 1, 2, ..., m, 

při čemž 

p(z) = Axe~* + A2e-** + ...+ Ame~™, v (z) = Bxe~z + B2e~** + ...+ Bme~™. 

Pro konstanty A{ resp. Bt dostaneme totiž soustavu lineárních rovnic. Pro její 
determinant platí 

1 1 1 1 
— 1 —2 - 3 — m 

1 22 32 m2 D 

+1 ±2m-1 +Z™-1 ± mm-! 

+ 0, 

neboť je to wronskián funkcí e"f, ..., e-mt, jež jsou fundamentálním systémem 
nějaké obyčejné diferenciální rovnice, a to s konstantními koeficienty. Bihar-
monická funkce 

w(x, У) = Re (x(z) — /л(z) + 2(95(2) — v{z)) (Щ 

leží v množině A (uvažovaná na klínu Ka), pokud m je dosti velké. Jsou-li 
totiž y > 0, 6 < 0 konstanty příslušné funkci u(r, 6) na klínu K, potom podle 
lemmatu 2 je pro w(x, y) = W(Q, #), kde x = g cos &, y = Q sin ů, bod 4 defi
nice 4 splněn s konstantami y\ d, přičemž je y' < <5. Přitom ovšem předpoklá
dáme, že platí — Ax(<*/) — 1 < d, což je pravdivé, pokud co' je dosti blízké 
k co. Funkce W(Q, Ů) je tedy řešením našeho biharmonického problému pra 
klín Ka a její obraz se dá psát ve tvaru (26). Proto W(Q, Ů) se dá psát pomocí 
(42). Funkce Re (/z(z) + zv(z)) zřejmě leží v AI a tedy i ona se dá psát pomocí 
vzorce (42). Z toho plyne, že 

00 

«(r, O) = «(e, ů) =fQi(%> *, ^ é K ^ T ) + *• (*' " T ) ] d a + - • 
(46) 

Přejděme nyní v (46) k limitě, když a -> 0. Symbol ua l a, —1 znamená, že 
bereme hodnotu funkce u na ramenu klínu Ka atd. Nyní zřejmě pro a € (0, 00) 
platí 

lim ua I a, ~ I = u \a, %A atd. 

^ G U ^ , # a ^ i= 1,2,3,4. 

Integrály (46) mají však integrabilní majorantu nezávislou na a (pokud co' je 
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dostatečně blízké k co). Vskutku např. pro 0 < a á. 1 platí podle věty 11 

GÁ^, ů, co')\ ^ McP, - Uco') — 1 < a? < ^(a/) - 1 , 
I \G 1\ 

kde M je konstanta nezávislá na a. Dále podle vlastnosti 5 definice 5 je 

Ңa'ү) \Ntrť. 

< Ko—y*-l 

pro 0 < r íg 1, kde 0 < y* < Ax(a>') — 1. Protože je a < r, je | 

Jestliže nyní je y* < x < /^(a/) — 1, potom 

k(f *•-•)* K) Ť 
kde je K konstanta. 

Je vidět, že jenom s nepatrnými změnami postupu dostaneme integrabilní 
majoranty pro všechny integrandy z (46). Můžeme tedy přejít k limitě pod 
integračním znaménkem. Je 

oo 

*(r. O) = / © ! ( f , ©, o>') ± [ ^ (s, ^j + u (s, £ ) ] d8 + ... . (47) 

Nyní přejdeme v (47) k limitě, když co' ~> co. Podle bodu 4 definice 5 je 
i 

\u(r,6)\ < / ^ [ U , ^ ) ] + | ± _A\\ás + ... + 
o 1 \ l IJ 

co 

+fwě[|«(*'T)| + H>- y)|]^ + ... ^ 
1 1 

s i {[/[«,]• —' d.T . [/"[. (s, *)]• s.,-, J* + ... + 
O O l-J J 

00 _ 00 

+ [/ [0J- ,--*-- d,]1. [ / [ . («, ^ |)J2.u-x d,J* + ..,} . 

Podle věty 11 je [GJ- < K(x) *>. Platí, ž e / [ ( 7 -,.,-.,-1 ds < Q 0 ? p r o t o ž e 
0 

můžeme volit větší než y, a podobně / L#x]2
 s-u^ d f i < ^ p r o t 0 ž e 

volit menší než 6. Podle bodu 4 definice 5 j e 

^ Л 4 ' т ) Ь 2 ^ 4 S = o 
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a podobně 
co 

lim l\u 18, -yI s*8-1 ds = 0 . 
i 

Podobně lze vyšetřit i ostatní integrály (47). Nakonec dostaneme, že je 
u(r} 0) = 0, což bylo dokázat. 

P o z n á m k a . Je dlužno vyzdvihnout tu skutečnost, že Papkovicovo číslo 
Pxico) dává horní hranici růstu okrajových podmínek v počátku a v nekonečnu, 
pokud chceme mít zaručenu unicitu řešení. Např. tzv. Papkovičova funkce 

r±l>i-l c o s (*px _L. i ) _ c o s (^ _ i) 0 _ c o s (p x _ i ) c o s ( p l „[_ i ) O 

je biharmonická funkce na nekonečném klínu o vrcholovém úhlu co a na ramer 
nech klínu se rovná nule spolu se svou normální derivací. 

(Pokračování) 
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