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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 83 (1958), Praha

O CENTRALNI AXONOMETRIIL

LADISLAV DRS, Praha

(Doslo dne 10. z&¥i 1957) DT:515.69

Véty obsaZené v této prdci umoZiiuji vytvofeni takové rovinné
bodové konfigurace, kterou lze povaZovat za stfedovy primét boda
uréujicich pravoihlou soufadnicovou soustavu v prostoru s jednot-
kovymi body na oséch soufadnic.

Uvahy jsou vézény na eukleidovsky prostor rozdifeny o ne-
vlastni rovinu.

Definice 1. Soufadnicovd konfigurace je konfigurace boda O', Ji, J,, Js,
U; U,, U, spliiujicich tyto podminky:

1. body O’, J3, J3, J; jsou vlastni;

2. tsetky O J;, O0'J,, O'J, jsou stejné dlouhé a navzijem kolmé;

3. body U, U,, U, jsou nevlastni body ptimek z;, = 0'J, (i = 1, 2, 3).

Definice 2. Pfipusind konfigurace je konfigurace boda O, J,, J,, J,, U,, U,,
U, vlastni roviny o spliiujicich tyto podminky:

1. body O, J;, U, jsou razné body téze pfimky z; (1 = 1, 2, 3);

2. alespon dvé z piimek z,, z,, 3 jsou razné;

3. body U,, U,, U, nelezi na piimce.

Jsou-li p¥imky z,, z,, ; navzdjem rizné, zavedme toto oznadeni:

A, =JJ, nU;U*) Body A, 4,, A; lezi podle Desarguesovy véty na
ptimee p. Je-li napt. z; = z;, oznadme A; = J,;J, n U;Uy, A; = JJ; 0 UUy,
p=A;A;, Ay, = p n z;. Stanovme harmonicky pél P piimky p vzhledem
k trojthelniku U,U,U,.**) XKuZelosetka urlend poldrnim trojihelnikem
U,U,U, a pélem P s polarou p je imagindrni. Neprotind totiz redlné Zadnou
stranu svého poldrniho trojihelnika, jak se snadno dokazZe. Involuce sdruZe-
nych péli, kterou tato kuzelosedka indukuje na p¥imece U,U;, mé jeden par
U;, U; a druhy pér 4, = p n U,U,, 4, = PU, 0 U,;U; je jim rozd8lovan.
*) Indexy 4, j, k jsou navzdjem rizné éisla 1, 2, 3.

**) Slovem ,,trojuhelnik‘‘ rozumime trojici nekolinedrnich bodd vlastnich nebo ne-
vlastnich. ’
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Involuce je eliptickd a jeji samodruiné body, tj. hledané prusediky, jsou
imagindrni.

V dalsich dvahdch nahradime tuto kuZelosetku kuZelosetkou k, kterd ji
redlné zastupuje. Nazveme ji kuZelosetkou pfidrufenou k piipustné konfi-
guraci. Kuzelosetka k je tedy definovana antipoldrnim trojihelnikem U,U,U,
a antipolarnim parem P, p. Jestlize je tato kuzelosedka kruZnici, pak jeji La-
guerrovy body jsou na kolmici vedené stiedem kruznice k& k jeji roviné o ve
vzdélenosti rovné poloméru kruZnice k.

Plati tato zakladni véta:

Pripustnd konfigurace je stredovim privmétem sousadnicové konfigurace pravé
tehdy, kdy? je pridrufend kufeloselka k krufnici. Stied promitdni S je Laguerriv
bod kruznice k.

Dikaz je uveden v préci [2].

Poznamenejme jen, %e p¥ipustnou konfiguraci s piidruZenou kruznici neni
soutadnicovd konfigurace uréena jednoznaéng. Bod O’ lze totiz zvolit kdekoli
na piimee SO, kromé jejtho bodu nevlastniho a bodu 8.

Véta 1. Md-li pripusind konfigurace pridruZenou kruznici k, pak plati:
Body A,, A, = PU, n U,U; jsou spoleénym pdrem dvou involuct: involuce
I, jejt# samodruné body jsow U;, U, a involuce I, sdrufenijch antipdla. kruinice -
k na pfimece UU;.

Dikaz. Bod P je harmonickym pélem p¥imky p vzhledem k trojthelniku
U,UU, a proto plati: (U, U;, 4;, 4;) = — 1; body A,, 4, jsou parem
involuce Iy. ProtoZe par P, p je antipoldrni par kruZnice k, nilezi par 4, 4,
involuei I;. Involuce I}, je hyperbolické, nebot m4 redlné samodruné elementy.
Involuce Iy, je, jak zndmo, elipticka. Spoleény par 4, 4, obou involuci je re-
alny.

Sestrojime-li body 4;, 4; (i = 1,2 3) na piimce U, U,, le#i vzdy po tfech na
&tytech piimkach. UvaZujme nejprve jen dva pary 4, 4d; 4, A; (obr. 1).

331



Urduji Styfroh o strandch p = A,4;, p;, = A,4;, p; = 4,4;, p, = A,4,. Bod
U, je vrcholem diagonalniho trojihelnika tohoto &ty¥rohu, body U,;, U; le#i
na protilehlé strané diagonélniho trojihelnika a jeho dal§i dva vreholy X, =
= p, N P, X = P; 0 p; jsou a) harmonicky sdrufené vzhledem k zikladnim
bodim U,, U;, jak plyne z vlastnosti uplného étyirohu, b) antipoldrné sdruzeny
vzhledem ke kruznici k, jak dokazeme.

Antipoldra z bodu X, je spojnici antipélt I, II p¥imek p,, p;, tj. bodi
I=A4U,n AU;. II = A,U; n A,U,. Antipolara x = I II prochazi bodem
X,, nebot je to osa perspektivnich trojuhelnikd 4,4,U,;, A;4,U;, a proto ob-
sahuje prisesik sobé odpovidajicich ptimek 4,4, 4,4;, tj. bod X,. Body
X, X;, jsou proto spoleénymi body involuei I, I;; na p¥imce U,U,. Kdyby byl
tento par jiny, nex diive sestrojeny par 4, 4,, mély by ob& involuce vice nez
jeden spoledny pér, coZ neni mozné, a proto X, = A4, X, = 4;.

Véta 2. Md-li pripustnd konfigurace pridrufenou krufnici k, jsou body A,, 4,
samodruznymi body involuce I na primce UU,, jejiz pdry Le, L* jsou takto
definovdny:

K libovolnému bodu L € U U; je bod L* antipoldrné sdruzen vzhledem ke krué-
nict k, bod L* harmonicky sdruzen vzhledem k zdkladnim bodém U, U;.

Dikaz je uveden v praci [2].

Véty 1, 2 charakterisovaly projektivni vlastnosti piimky p. Uvazujme
nyni o vyznamu piimky p v prostoru.

Véta 3. Md-li pripustnd konfigurace pridruZenou krugnici k, leZi primka p v ro-
ving 7 jdouct stfedem promitdni S rovnobéiné s rovinow JiJ,J, z prislusné
soutadnicové konfigurace. (Je to tedy ibé&Znice roviny J;J;J5.)

Dikaz. Nevlastni ptimka p’ roviny J;J;J; je osou prostorové perspektivity
mezi trojihelniky JiJ;J5, U;U,U;. Jeji primét p je proto piimka v roving,
kterou udava véta.

Daile uvedeme v&ty, umoziiujici konstrukei p¥ipustné konfigurace s pfidru-
¥enou kruZnici, jsou-li zndmy jen n&které body a piimky piipustné konfigu-
race. Na zdklad® pitipustné konfigurace s pfidruzenou kruznici lze pak Feit
aZ na podobnost, vzhledem k poznidmce za zdkladni vétou, metrické dlohy
centralni axonometrie nepfimo a to tim zpisobem, Ze je prevedeme na tytéz
tlohy v jakémkoli jiném promitani, které uziva také soufadnicovou soustavu
a ve kterém lze tyto ulohy feSit snadnéji. Na ptiklad v promitani Mongeové
by bodtém O, J,, U, odpovidaly projektivné na ose z,, body O,, J7, (libovoln&
volitelny) a nevlastni bod osy z,,; bodim J,, J, by odpovidaly body J¥ na
ose y, (kde 0,,JY = 0,,J%) a J§ na oseé z, (kde 0,,J; = 0,,J%,), a bodam U,,U,
nevlastni body os v., 2,.

A% do konce budeme piedpokliddat, e dané a volené body a piimky spliiuji
tytéz predpoklady, jako stejné oznadéené body a ptimky pripustné konfigurace.
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Véta 4. Méjme ddny body U,, U,, U,: Pak piipusind konfigurace s pfidruZenow
kruznici existuje pravé tehdy, kdyZ

a) jsou body U;, U; viastni a bod U, leZi wonitf pdsu, omezeného kolmicemi na
primkw U;U; jdoucims body U;, U; a soutasné vné kruhu nad pramérem U;U;;

b) je bod U; viastni, U; nevlastni a bod U, le£l kdekoli na kolmici bodem U,
k pFimee U,;U; kromé bodu U ;;

c¢) jsou body U,;, U; nevlastni, sméry je uréujict kolmé a bod U, vlastni.

Dikaz. Podminky jsou nutné a vyplyvaji z toho, Ze trojihelnik U,U,U,
pripustné konfigurace s pfidruZenou kruznici je antipoldrnim trojihelnikem
této kruznice. Podminky jsou dostadujici. Krunice k, majici U,U,U, za
antipoldrni trojihelnik, je v pfipadé a) uréena jednoznaéné, v pripadé b) ma
za stted jakykoliv vnitini bod tseSky U;U,, je-li U, vlastni, a bod U;, je-li
U, nevlastni; v piipadé ¢) ma stied v bodé U, a libovolny polomér. Sestrojime
dale ptimku p podle nékteré z predchazejicich vét. Zvolime bod O a tim i p¥im-
ky z,, z,, 2, (z; = OU,). Na p¥imce z; zvolime bod J; a zbyvajici body J;, J,
sestrojime tak, aby trojice bodl J,, J,, J, byla perspektivni s trojihelnikem
U,U,U, vzhledem k ose perspektivity p. Tim je urdena piipustna konfigurace
s p¥idruzenou kruznici a véta je dokazana.

Véta 5. Necht jsou ddny body O, J,, J;, Uy, U;. Pak pFipustnd konfigurace
0,J,,J,,J,, Uy, Uy, Uy s pridruZenou krugnict k existuje,

) je-li mejuyde jeden z bodw U,, U; nevlastnt, vidy;

B) jsou-li oba body U, U; nevlastnt, prdvé tehdy, kdyz piimky x;, x; jsou kolmé
a 0J; = 0J;.

Dikaz. a) Budiz z; # ;. Sestrojme na p¥imce U,U; body 4, = J,J; n U, U},
4, kde (44, 4., U;, U;) = — 1, (obr. 2). Body 4,, 4; jsou samodruznymi
body involuce I z véty 2. K nevlastnimu bodu L piimky U,U; je bod L* z invo-
" luce I uréen podminkou (L, L*» U,;, U;) = — 1 a jemu odpovidajici bod L*
v involuci I vztahem (L*, L*, A,, 4,) = — 1. Antipoldra ! bodu L prochizi
bodem L* kolmo k p¥imce U,U; a na ni lezi bod U,. Zvolme piimku z, tak,
aby pruseéik z;, n I = U, spliioval vétu 4. Jsou-li body U;, U; vlastni, zvolime
ji tak, aby bod Uy, byl vn& kruhu nad pramérem U,U;, nebot bod L¢ je vnit-
nim bodem tsetky U,U, a tedy piimka ! uvnit¥ pasu, omezeného kolmicemi
k ptimece U,U; jdoucimi body U,, U,. Je-li bod U, vlastni, U; nevlastni, je L*=
= U, = L* a bod U, zvolme kdekoli na pfimee I. Jsou-li body U;, U; nevlastni,
je podminka z; | ; nutnd, jak vyplyva z véty 4. Jako bod U, zvolme libo-
volny bod a sestrojme kruZnici k se stiedem U, a libovolnym polomérem. Déale
musi platit J.J;||p = (k n U;U;) v (k n U;Uy), coi, nastane tehdy, kdyz
OJ; = 0J,. Je ztejmé, ze podminky jsou t6z dostadujici.

b) Budiz z; = z;. Ob& trojice J,, J,, J3; Uy, U,, U, piipustné konflgurace
s ptidruzenou kruznici jsou perspektivni. St¥ed perspektivity je bod O, osou




piimka p. Pro bod 4, = p n 2, plati proto podminka (0, 4,, J;, U,) = (0, 4;,
J;, Uy); uréime-li jest& bod 4, tak, aby platilo (4, 4, U, U;) = — 1, lze
potom postupovat stejné, jako v Sasti a).

Véta 6. Méjme ddnu kruénici k a primky x,, x,, x,. Pak pripustnd konfigurace
s pridrufenou kruénict k a s body J;, U; (¢ = 1, 2, 3) na primce x; existuje

a) pro xz; + x; pravé tehdy, kdyZ involuce I, definovand v dikazu véty, na
pfimce x; je hyperbolickd;

b) pro x; = x; pravé tehdy, jsou-li primky x;, z, antipoldrné sdrufeny vzhledem
ke krugwici k.

Y A 7@ A,
Obr. 2.

Dikaz. a) Budiz z; + z; (obr. 3). Podminka je nutna: Trojihelnik U,U,U,
pripustné konfigurace s pridruZenou kruznici % je antipolarni vzhledem ke
kruZnici k. Proto prochédzi kazdd jeho strana antipélem X, piimky z; (1 =
=1, 2, 3) vzhledem ke %. Tyto body lezi na antipolafe o bodu O vzhledem
ke k. Mame tedy sestrojit trojuhelnik, jehoZ strany prochéazeji body X,, X,, X,
a ktery je antipoldrnim trojihelnikem kruznice k. Zvolme libovolny bod
L e z;. BudiZ ! jeho antipoldra, A = z; n 1, AX;, 0 z; = L’. Tim je definovéna
involuce I para L, L’ na p¥imce z;. Kdyby byl L = L’, byla by ptisludna
antipolara [ stranou hledaného trojihelnika a dale by byl U; =1 n z;, U, =
=1nax, U;= L. Je tedy samodruZny bod involuce I hledanym bodem U,.
Aby byl redlny, musi byt involuce I hyperbolicka. Podrobnéji o tom pojedna-
vaji prace [1], [2]. Je-li naopak podminka splnéna, sestrojime trojihelnik:
U,U,U, a pokradujeme jako v dukazu véty 4.

b)'Budii xz; = %;. Podminka je nutna. Piimka z; = z; pfipustné konfigu-
race s piidruzenou kruznici % je stranou antipoldrniho trojihelnika kruZnice
k, bod U, jejim antipdlem a tedy piimka z;, (Uj e ;) antipoldrné sdruZena
s piimkou z;. Podminka je dostaéujici: Bod U, zvolime na p¥imce z; libo-
volné, bod U, sestrojime tak, aby byl s bodem U; antipolarné sdruzen vzhle-
dem ke k a pokradujeme jako v dikazu véty 4.
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Véta 7. Méjme ddnu kruinici k, pfimky x,, x; a bod U;. Pak pfipusind kon-
figurace O, Jy, Jo, J4, Uy, Uy, Uy s pfidruZenow kruénict k a s pfimkami z; =
=JU; (t =1, 2, 3) existuje

a) prdvé tehdy, kdyZ x; + x; o body U;, O = z; 0 z; mejsou antipoldrné
sdruzené vzhledem ke kruinici k;

b) védy, kdyt z; = ;.

Dukaz. a) Podminka je nutni: Antipolarni trojihelnik kruznice k& mé
vrchol U; v priaseéiku antipoldry u; bodu U, vzhledem ke kruZnici k£ s piim-
kou «;. Aby to mohl byt bod pfipustné konfigurace, musi byt O = z; n z; +
* U; = u; n z;. Podminka je dostaéujici: Bod U, je antipélem p¥imky U,U; ;
dale pokraéujeme jako v dikazu véty 4.

b) Budiz z; = z;. Bod U, € z; je antipoldrné sdruzen s bodem U, vzhledem
ke kruznici k. Antipdl piimky #; je bod U,. Dédle pokradujeme jako v dikazu
véty 4.
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PeswowMme

O JEHTPAJIBHOWI AKCOHOMETPUU

JJANUCJIAB IOPC, (Ladislav Drs), IIpara
(ITocrynuao B pegaknuio 10/IX 1957 r.)

B pa6ore morasaHEI TeOopeMEl, OIPeNeIAIONIAe MIOCKY TOYeUHY0 KOH(Z-
Iypanuio, KOTOPYIO MOJKHO CYMTATh IEHTPAILHOM NpOeKIHed IpPIMOYTONLHOR
CHECTeMBI KOOPAMHAT B IPOCTPAHCTBE ¢ eIHHAYHBIME TOUYKAME Ha KOODAWHATHEIX
OCHX. .

Zusammenfassung

UBER DIE ZENTRALE AXONOMETRIE

LADISLAV DRS, Praha
(Eingelangt am 10. September 1957)

In dieser Arbeit beweist man Satze, die Konstruktionen einer solchen ebenen
Punktkonfiguration ermoglichen, welche man als Zentralprojektion eines
rdumlichen rechtwinkligen Koordinatensystems mit Einheitspunkten an den
Koordinatenachsen ansehen kann.
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