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Časopis pro pěstování matematiky, roc. 84 (1959), Praha 

0 JISTÉ POLOGRtJPĚ ENDOMORFISMU NA JEDNODUŠE 
USPOŘÁDANÉ MNOŽINĚ, I 

BEDftlCH PONDĚLÍČEK, Poděbrady 

(Došlo dne 2. července 1958) B T ; 5 1 9 - 5 1 S 

Článek se zabývá větou 3 z práce [1] F . ŠIKÁ, platící pro grupu 
automorfismů na jednoduše uspořádané množině Wt. Tato věta je zobec
něna pro jistou pologrupu endomoríismů na -iDí. 

Nechť SOi v celé práci znamená jednoduše uspořádanou množinu. Endomorfis
mem na S3í budeme rozumět takové zobrazení / množiny SDř na sebe, které má 
vlastnost 

x^y(x9yeWl)=>'f(z)<Zf(y), 

Prostý endomorfismus na SDí nazýváme automorfismem naWl. Rozklad množiny 
5Dí (s konvexními prvky), který je vytvořen endomorfismem /, nazýváme 
rozkladem prostoty endomorfismu /. Zřejmě endomorfismus /je automorfismem 
na 93í tehdy a jen tehdy, jestliže jeho rozklad prostoty je na SDí minimální^ 

Definice 1. Cyklem endomorfismu f naWl rozumíme množinu A, která má jednu 
z téchto vlastností: -

00 

a) NecM f(a) = a, potom A = (J E[x eWl; ^(x) = a]. 

b) NecM {^(y)}^! fe prostá posloupnost; zvolme poshupnost,(un}n^%^^^0 
fn(un) = y), potom A je sjednocení všech intervale množiny %Jl s koncovými body 

Obsahuje-li cyklus aspoň dva prvky, nazývá se vlastní. Vlastní cyklus 
typu b) nazývá se cyklus bez význačného bodu. Vlastní cyklus typu a) se nazývá 
cyklus s význačným bodem a. Jestliže význačný boji á je koncovým bodem 
cyklu A, nazýváme tento cyklus jednostranný. V opačném případě nazýváme 
cyklus oboustranný. Snadno zjistíme, že definice cyklu A typu b) nezávisí 
ani na volbě bodu y e A ani na volbě pomocné posloupností {un}. V&ecHny 
cyfely jednoho endomorfismu / tvoří rozklad na SDř (s konvexními prvky), fcbérý 
se endomorfismem / zachovává. 
a Jestliže f(x) = x (x e 5DÍ), potom x nazveme samodružným bodem eiiionxorfis-
mu /. Množinu všech samodružných bodů endomorfismu / na ?D? označíme 
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5Dí[/]. Dále označíme SDř(/) "=801 — 3B[/]* NecM F je množina endomorfismů 
na SK, potom g»(r) = U a»(/) a gj^r] = n 9W[/]. 

/«r / e T 
Pohgrupou rozumíme asociativní grupoid. Částečně uspořádanou pohgrupou 

rozumíme pologrupu, která je částečně uspořádána, a v níž platí 
a <I b => ac s£ bc, ca 51 cž>. 

Řekneme, že v pologrupě platí pravidh o krácení zprava (zleva), jestliže 

ac = bc=> a = 6 9 (ca = cb=> a = b). 

Snadno zjistíme, že množina všech endomorfismů S} (všech automorfismů @) 
vzhledem k skládání zobrazení a částečnému uspořádání (f ^g o f(x) <£ £(#) 
pro všechna xeSDí) tvoří í-pologrupu (Z-grupu) ([2], XIII a XIV), tím také 
částečně uspořádanou pologrupu (grupu). Zřejmě @ c Jp. 

Lemma f. V pohgrupě Jp platí pravidh o krácení zprava. 
Důkaz. NecM fh = gh (/, g, h e Jg). NecM x c2ft, potom existuje aspoň 

jeden prvek u cSDí takový, že h(u) = #. Zřejmě fh = gh=> fh(u) = gr%(tt) => 
= ^ ' ^ ^ ) ' ± ^ l ^ ) . - ; ^ / = š : g r # • • •":"' '••.. 

NecM -á je neprázdná podmnožina polograpy B» NecM a, b e JB. Řekneme, že 
a dělí b zprava podle množiny A (a/J>), jestliže existuje r e A takové, že b = ra. 

Lemma 2. NecM F t $, potom fjrf(fz S}) tehdy a jen tehdy, jestliže eeF 
(kde e je identický endomorfismů®ÍTOSS). 

Důkaz. NecM e e F, potom f = ef(fe%)=> fjrf, NecM fjrf (f € Jp), potom 
/ = rf (r e F). Zřejmě ef = rf, z čehož podle lemmatu 1 vyplývá, že ě = r, 
a tedy e€ ..F. 

Vžta 1. Nutná a postačující podmínka, céy ff^g (f, gé§) je, afoy rozfácd prostoty 
endomorfismů g naWtbyl záhrytem rozkladu prostoty endomorfismů f na 3JL 

Důkaz . NecM fj^g (/, g c £) , potom g = rf (r e $) . NecM /(v) = /(*;) (% v e9)ř), 
potom flrfa) = rf(u) = r/(v) = flr(v). Implikace f(u) = /(t>) (^, veWt)=> g(u) = 
= gr(̂ ) znamená, že rozklad prostoty g je zákrytem rozkladu prostoty /. 

NecM f(u) = f(v) (u, v 6 STO) => srfa) = ?(*>). Budiž « eDí; existuje u eSJřtak, 
že /(w) = x; definujme r(x) = #(tt). Zřejmě definice endomorfismů r nezávisí 
na volbě u e Wl a platí g = r/, tedy fj$% 

Definice 2. Hekneme, ze pohgrupa f endomorfismů naWl má vlastnost (y)> 
jestliže platí: 

a) NecM f eF, potom f nemá oboustranný cyklus. 
b) -NecAf f,g €F, potom fjrg nebo gfrf. 
Na základě lemmatu 2 obsahuje tedy pologrupa JP, která má vlastnost (y)> 

identitu e. 

Lemma; 3. NmM pohgmi§& F c § má vlaMw>d (f), potom je jednoduše uspořá
dáme* tehdy a jen tehdy, jedUMe € ^ / pro všechna f eF. 
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Důkaz.Nutnost podmínky je samozřejmá. Nechť tedy e Iji h pro všechna Ac F. 
Nechť/, g e I7,potom/ = rgnebo g = rf(r e F).Ze vztahu e^r vyplývá/i=f/. 

Definice 3. Endomorfismus f na tyt se nazývá monocyklický, jestliže má nejvýše 
jeden vlastní cyklus. 

Pologrupa F se nazývá monocyklická, jestliže každý endomorfismus f € F je 
monocyklický. 

Definice 4. Fázi endomorfismu f natyt (f 4= e) rozumíme takový endomorfismus 
g natyt, pro který platí: 

a) existuje vlastní cyklus F endomorfismu f takový, ze g(x) = f(x) pro x c F; 
b) g(x) = x pro x eSDí — F. 
Nechť N značí v celé práci množinu všech přirozených čísel. 

Definice 5. Řekneme, že pologrupa T endomorfismu na tyt má vlastnost (oc), 
jestliže ke každému endomorfismu f 4= e {f e F) existuje jeho fáze g ane N takové, 
žeg* e Fap1!^. 

Veta 2. Na pologrupé F endomorfismu na tyt, která má vlastnost (y), jsou ekvi
valentní následující vlastnosti: 

a) r je monocyklická; 
b) r je jednoduše uspořádaná a má vlastnost (oc). 
Důkaz. a=>b. Na základě lemmatu 3 stačí dokázat, že e -H / pro každé 

f e r. Nechť tedy existuje r eT takové, že r\\e, z čehož vyplývá, že existují av 
y c F, pro která x < r(x) a y > r(y). Tedy endomorfismus r má buď alespoň 
dva vlastní cykly nebo oboustranný cyklus, a. to je spor. Z toho, že F je mono
cyklická pologrupa, snadno vyplývá, že J 7 má vlastnost (oc). 

b => a. Nechť / € JTa má dva vlastní cykly F a # (F n G = 0). Zřejmě existuje 
fáze g endomorfismu / a n e N takové, že gn e r a fn/rg

n. Tedy gn(x) = /n(z) 
pro x e F, gn(x) = x pro x € G a gn(x) = rfn(x) pro x e tyt} kde r e JP. 

Nechť e < fn. Vezměme u e JP(V e G), kde i£(#) není význačným bodem cyklu 
F(G). Zřejmě u < ^(u) = gn(u) = r/w(^) = rgr"(u) a v <f*(v) ^ g*(y)< 
< fn(v) => T/n(#) < fn(v) => r(tv) < w (kde ti? = /*(«?) € G), a tedy w = gn(w) => 
=> rgn(w) < w, což znamená, že r^1 || e (kde r ^ e JF)> & to je spor. Stejným 
způsobem dojdeme ke sporu v případě f1 < e. 

Definice 6. Monocyklická pologrupa T se nazývá silné monocyklická, jestliže 
mm^®tMprof,g€r(f,g*e). 

Poznámka 1. Jestliže _F je monocyklická grupa automorfismů na SDř, Je 
též silně monocyklická (viz [1], str. 5, věta 3, a=> c). Pokud jde o pologrupy 
endomorfismu na tyt, nemusí toto platit, jak ukazuje následující příklad: 

Nechť G je množina všech celých čísel. Buď tyt množina uspořádaných 
dvojic (i, k), kde i, k c G, i < 1 nebo i = 1 a k = 0. Množinu tyl uspořádáme^ 
lexikograficky. Definujeme dále dva endomorfismy / a g naSOí: 

f(i, k) = (i, k), i * 0; /(O, k) = (0,k + 1) 



pro (i, k) €$Dí. Zřejmě / má jediný vlastní cyklus (bez význačného bodu) F, 
který je množinou všech dvojic (0, k), kde k € C. 

g(i, k) = (i + 1, k), i < 0 ; g(0, k) = (1, 0) ; g(l, k) = (1, k + 1) 
pro (i, k) eSDí. Zřejmě SDí je jediný vlastní cyklus (bez význačného bodu) endo-
morfismu g. Čtenář snadno dokáže, že gf = g. Vezměme tedy množinu T všech 
endomorfismň na 5DÍ tvaru f^g71, kde m, n jsou celá nezáporná čísla. Snadni! 
zjistímej že T tvoří monocyklickou pologrupu, která má vlastnost (Y)> ale není 
silně monocyklická. 

Érekneme, že jednoduše uspořádaná pologrupa (s jednotkovým prvkem e) 
je zleva archimedovsky uspořádaná, jestliže pro a < b, c > e resp. a < b, c < e 
existuje n e N resp. m.e N takové, že cna Sg 6 resp. a í> cm6. 

Lemma 4. Nechť jednoduše uspořádaná pohgrupa Fc J? má vlastnost (y); 
potom je archimedovsky uspořádaná zleva tehdy a jen tehdy, jestliže pro e < f < 
< g (f < e < g nebo g < f < e nebo g < e < f) eodstuje neN takové, ze fn ^ § 
(ejg: f*g nebo g ^ /» nebo fng ^ e). 

D ů k a z si čtenář snadno provede sám. 
Definice 7. Pohgrupa T endomorfismň naWtse nazývá divergentní, jestliže 

pro libovolná x, y €^t(T), x < y, existuje f e Ptákové, ze f(x) í> y nebo x ^ f(y). 

Lemma 5. NecM pohgrupa Tety má vlastnost (y), potom v ní platí praviďh 
o hrácení zleva tehdy a jen tehdy, jestliže gf = g (g, f e F)=> f = e. 

Důkaz . Nutnost podmínky je samozřejmá. Nechť tedy gh = gf. Zřejmě 
při vhodném označení h = rf, kde r € T, tedy grf = gf, z čehož vyplývá podle 
lemmatu 1, že gr = g. Tedy podle předpokladu r == e, a tudíž h ==- /. 

Yěta 3. Na pohgrupe F endomorfismň na Wl, Uerá má vlastnost (y), jsou ekvi
valentní následující vlastnosti: 

a) T je sUné monocyklická; 
b) T je monocyklická a platí v ní praviďh o krácení zleva; 
c) F je zhva archimedovsky uspořádaná a divergentní. 
Důkaz . a=>b. Každá silně monocyklická pologrupa je monocyklická. 

Nechť existují /, g e T taková, že gf = g a / H= e. Zřejmě g 4= e. Označme F(G) 
cyklus endomorfismu f(g). Nechť u, v €$Jl(r) c F, potom u nebo v leží v uzavře
ném intervalu I množiny SDí, jehož koncové body jsou f*(v), fn+1(v) nebo 
fn(u), /* + 1 (M), kde n J> 0. Ze vztahu gf = g vyplývá, že g(u) = g(v), a tedy 
5r(SDí(jr)) je jednobodová množina. Cyklus G má tedy nejvýše dva prvky, 
a to je spor, protože, jak snadno zjistíme, moh G ^ N0. Z lemmatu 5 vyplývá, 
že v pologrupě _F platí pravidlo o krácení zleva. » 

b => c. 1. Z věty 2 vyplývá, že I 7 je jednoduše uspořádaná pologrupa. Před
pokládejme, že není zleva archimedovsky uspořádaná, což znamená, že existují 
f, geF taková, ie pro všechna n€N platí e<fn< g(f < e < g, e < f^g nebo 
g <fn <e nebo g < e < /, fng < e). Nechť F(G\ je vlastpí cyklus endomorfis-
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mu f(g); označme i " = F - $0i[/] (©'• = G — 3%]). Zřejmě yeF'=> g(y) e JF", 
a tedy y == g(u) z>ueFf. . . . . . . . 

Jesthže / = rg(r e J ) , potom položme A = #rr. Zřejmě pro y e .F' platí t/ = 
= g(u) = gr/(tt) = jrrgr(tt) = gr(y) = h(y). Jesthže g = rf a gr = hr(r,h€F), 
potom pro y e F" platí 1/ = g(u) = hr(u) = hrf(u) = hg(u) = A(ž/). Jestliže 
g = ?/ a r = hg (r, h e i1), potom pro 3/ e jF' platí y = g(u) = hgf(u) = %(^) = 
= h(y). Ve všech třech případech h 4= e, protože v J" platí pravidlo o krácení 
zleva. Nechť H je vlastní cyklus endomorfismu h; označme H' = H — $ffl[h]. 
Zřejmě H' n F' = 0. Pro fh e T platí 

fh(x) = /(a;) pro x € F' , fh(x) = h(x) pro x , pro něž platí h(x) e U' , 

a tedy fh má buď dva vlastní cykly nebo jeden cyklus oboustranný, což je 
v obou případech spor. 

2. Předpokládejme, že F není divergentní. Tedy existují x, y eSDí(Jn), x < y 
taková, že pro každé / e F platí f(x) < y, x < f(y). Zřejmě existuje / e F(g e F) 
takové, že f(x) =# x, f(y) = y(g(x) = x, g(y) 4= y) a a%) není .význačným bodem 
cyklu F(G) endomorfismu f(g). Nechť / = rg (r e I7). Zřejmě fg(x) = f(x) =t= o;, 
a tedy fg(y) = y. Rovněž r(x) = n7(#) = /(a;) # #, a tedy r(y) = t/. Nechť 
g(%) -= Í/; potom platí u 4- 2/. Dále platí ^ e .F, protože /(it) = rg(it) = r(y) = 
= y *u a, g\u)eF, protože fg*(u) = /gr(t/) = y =t= 0(2/) = g ^ . Jelikož % 
g2(u) e F, tedy i g(^) = y € F, a to je spor. Stejným způsobem dojdeme ke 
sporu v případě g = rf, kde r eF. 

c => a. 1. Předpokládejme, že existuje /e i 1 , které má alespoň dva vlastní 
cykly FsiG.FnG=0. Nechť z e -F — $?[/] (ž/efí - ®ř[/]) a #•'< y; Zřejmě 
existuje g eF takové, že g(x) >̂ y nebo # 2£ g(y). Nechť tedy g(x) ^ y. Zřejmě 
/ 4= e, a tedy e < / nebo / < e. Jestliže e < /, potom x < ^(x) < y = g(x) 
pro všechna n€ N, a tedy e < / *<< g, a to je spor. Jestliže / < e, potom x < 
< fn(y) =" jng(%) pro všechna n€ N, a tedy e < /wgr, a to je spor. Stejným způso
bem dojdeme ke sporu v případě x 2> g(y). F je tedy monocyklicka pologrupa. 

2. Předpokládejme nyní, že F není silně monocyklicka pologrupa. Nechť /, 
g e .T (/, g 4= e), / < g. Nechť e < / < g. Jestliže existuje x eSOř takové, že 
/(#) = x a, x < g(x), potom fn(x) = x < g(x) pro všechna n e N, a tedy e < 
< /n < 0, a to je spor. Jestliže existuje x eSDí takové, že <7(:r) = x a # < /(#), 
potom £(#) <f(x), a tedy gr< /, a to je spor. Nechť f < e < g. Jestliže existuje 
x eSOí takové, že f(x) = x a, x < g(x), potom existuje u eSDÍ, r/(w) = # a u < x7 

a tedy u < fng(u) pro všechna ne N, z ěehož plyne, že e < f^g, a to je spor. 
Jestliže existuje x eSDí takové, že g(x) = x a x > /(#), potom dojdeme rovnjě^ 
ke sporu. Stejně tak i v posledním případě / < g < e. Dokázali jsme tedy, 
že F je silně monocyklicka pologrupa. Tím je důkaz věty 3 ukončen. 

Poznámka 2. Z věty 3 bezprostředně vyplývá, že monocyklicka pologrppa, 
která má vlastnost (y) a která je komutativní nebo pologrupou automořfřsmů, 
je silně monocyklicka. / : 
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Резюме 

ОБ ОПРЕДЕЛЕННОЙ ПОЛУГРУППЕ ЭНДОМОРФИЗМОВ 
НА ПРОСТО УПОРЯДОЧЕННОМ МНОЖЕСТВЕ, I 

БЕДРЖИХ ПОНДЕЛИЧЕК (ВесЮсЬ РопйёШек), Подебрады 

(Поступило в редакцию 2/411 1958 г.) 

Содержанием статьи является теорема 3 Ф. Шика из работы [1], кото
рая справедлива для группы автоморфизмов на просто упорядоченном 
множестве 20?. Эта теорема обобщена для определенной полугруппы эндо
морфизмов на Ш, ее обобщение следующее: 

На полугруппе Г эндоморфизмов на ЭЙ, которая обладает свойством 
(у), эквивалентны следующие свойства: 

в) Г — сильно моноцижлическая; 
б) Г — моноциклическая, и е ней имеет место правило о сокрагцении 

слева; 
в) Г— слева архимедова просто упорядоченная и дивергентная. 

Zusammenfassung 

ttBER EINE SEMIGRUPPE DER ENDOMORPHISMEN 
AUF EINER EINEACH GEORDNETEN MENGE, I 

BEDRICH POND-fiLiÖEK, Podeteady 

(Eingekffiigt am 2. Juli 1958) 

Der Artikel beschäftigt sieh mit dem Satze 3 F. SIK'S aus der Arbeit [1], 
die für die Gruppe der Automorphismen auf einer einfach geordneten Menge SD? 
gilt. Dieser Satz wird für eine Semigruppe der Endomorphismen auf SO? ver
allgemeinert; seine Verallgemeinerung ist: 

Auf der Semigruppe r der Endomorphismen auf SD?, die die Eigenschaft (y) hat, 
sind folgende Eigenschaften äquivalent'. 

&)rist stark monozyklisch; 
h)Tist monozyklisch und in ihr gilt die Regel von der Verkürzung von links; 
c}FidvonUnksar(Mmedüchgeordri^unddiv^gent. 
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