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&asopis pro p&stovini matematiky, rot. 88 (1963), Praha

" UBER DAS VOLUMEN DES KORPERS, DESSEN RANDFLACHE *
DIE ENVELOPPE EINER EINPARAMETRIGEN FAMILIE
VON KONVEXEN ZYLINDERFLACHEN IST

ZBYNEK NADENIK, Praha

(Eingelangt am 29 Dézember 1961)

Fiir das Integral der mittleren Kriimmung und die Oberfliche der En- veod
veloppe einer einparametrigen Familie von konvexen Zylinderflichen werden
die Formeln abgeleitet, die mit den wohlbekannten Formeln von Minkowski
fiir konvexe Korper eng verwandt sind. . ‘ ) ' )

Einleitung. Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf reelle Gebilde des
dreidimensionalen euklidischen Raumes, in dem ein orthogonales Koordinatensystem
mit dem Nullpunkt O zugrunde gelegt wird. Gegeben sei eine geschlossene singula-
ritdtenfreie . Kurve C vierter Klasse mit positiver erster Kriimmung und mit der
Bogenldnge s und mit der Gesamtlinge I. Die Bogen- bzw. die Gesamtldnge des.
sphérischen Tangentenbildes I' der Kurve C bezeichnen wir mit a bzw. mit a. Die
Parameterdarstellung von C sei r = r(a). Folglich sind die Kriimmung k, = k,(«)
und die Torsion k, = k,(a) der Kurve C und ebenso k(x) = k, : k, stetig differen-
zierbare Funktionen mit der Periode a. Den Tangenten-, den Hauptnormalen- und
den Binormalenvektor der Kurve C bezeichnen wir mit ¢(a), n(x), b(x). Weiter sei
(o) die Normalebene der Kurve C in ihrem Punkte P(a) mit dem Ortsvektor r(c).

Wir wahlen in jeder Normalebene (), « € €0, a), eine geschlossene konvexe Kurve
x(«); ihre Lange sei I(«) und der Flicheninhalt des mit x(«) begrenzten Bereiches sei
F(o). Fiir jedes o € {0, a) konstruieren wir die Zylinderfliche A(«) mit dem Normal-
schnitt x(c).

Der Gegenstand der folgenden Untersuchungen ist die geschlossene Enveloppe S
der einparametrigen Familie von konvexen Zylinderflichen Ae); 2 €<0, a).

Bei jedem fest gewahlten a € €0, a) ist r(«) + n{a) cos y + b(a) sin y, y € €0, 2) der
Ortsvektor des Punktes des Einheitskreises ¢(«) in der Ebene v(x) mit dem Mittel-
punkte P(x). Die Menge der Punkte mit den Ortsvektoren n(x)cosy + b(c) sin y,
x €0, a), y € {0, 2n), d. h. das sphérische Bild des durch den Einheitskreis &(x) erzeug-
ten ,,Einheitsrohrenfliche um C*, benennen wir die ,,Einheitsfliche Q. Wir setzen

) dw =— cosydyda,

so dass dw — falls 1/k; > 1 — das Flichenelement dw, (bzw. das negativ genommene
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Flichenelement dw,) des sphérischen Bildes @, (bzw. ,) des elliptischen (bzw. des hy-
perbolischen) Teiles der Einheitsréhrenfliche um C bedeutet. Nach dieser Konvention
ist also

() j{-}dw=f {.}dwe—f {} do,.

Endlich sollen 4,(f, g) und 4,( f) den ersten und den zweiten Beltramischen Diffe-
rentialoperator der Funktionen f, g beziiglich Q bedeuten. -

Die in der Ebene v() auf dem Einheitskreise («) definierte Stiitzfunktion der Kurve
x(o) bezeichnen wir mit h(«, 7); selbstverstindlich hat die Funktion h(c, y) die Periode
a (bzw. 27) beziiglich a (bzw. 7). Wir benennen sie auch die Stiitzfunktion der En-
veloppe S. Die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen iiber die Stiitzfunktion h(e, y)
werden wir nicht prézisieren und die Existenz und Stetigkeit aller im Folgenden auf-
tretenden oder nétigen Ableitungen voraussetzen. Wir werden aber erstens annehmen,
dass v

oh  0Oh

®) (2 -%] =0 e=x

gilt, und dann werden wir noch die Funktion w(a, y) folgenderweise definieren:

0h . 0Oh
‘T w
€)) W) = —2—% fir p% -2 (mod 2r),
" cosy 2
o _oh B
2 2
w(oc,y)= lim M=—a kg—h— oh fiir 'yzﬂ-r (mod?.n).
y-em/2  COS'Y o 0udy |ymins2 2

Zweitens werden wir noch voraussetzen, dass

6 AR = —k—l(h + Z:h> - {hz ¥ (h ¥ @> () - ("2")
(&) fer=o

Die Relation (3) garantiert, dass alle Punkte der Fliche S im Endlichen liegen und (5)
bedeutet, dass S singularitdtenfrei ist und dass ihre Gesamtkriimmung gleich Null ist
(Abschn. 1). Wegen (4) ist dann

©) Ay(h, ) = (2;‘) + w2,

@) (h)cosy—ka—w—gf+g—<§—h~cosy),
dy Oax 0Oy\dy
2 3 2
(®) 4, h,% cosy=@g—?cosy+wgw—coﬂ.
0y oy oy oy

20%



Im Grunde genommen ist z. B. [4,(h)dw das ,,uneigentliche” Integral, dessen
2

Existenz aber einleuchtend ist. Es eriibrigt sich, davon in spiteren einzelnen Fillen
ndher zu sprechen.

Die Hauptkriimmungen der Fliche S bezeichnen wir mit 1/R,, 1/R, und ihr Fla-
chenelement mit dS. _

Fiir das Integral der mittleren Kriimmung M = ; [5(1/R, + 1/R,) dS und fiir die
Oberfliche O = [ dS der Fliche S und fiir den Rauminhalt ¥ des Kérpers K mit der
Randfliche S gelten folgende Formeln (wir machen auf (1) und (2) aufmerksam):

®* M=1:jds+fhdw,
(o) Q

O=des +J{h2 —ldl(h, h)} dw,
c o 2

2 2
V=| Fds + h+§—h lh"+ ok -ldl(h,h) do.
c a o*) 12 ) 2

Reduziert sich die Grundkurve C — immer mit demselben sphirischen Tangenten-
bilde I' — im Grenzfalle in den Nullpunkt O, so ist dann die Stiitzfunktion h(, y) auf
der Einheitsfliche 2 definiert und die ersten Integrale der rechten Seiten in (*) fallen
fort. Wir haben dann die Formeln

M=J- hdw, O =f {hz - ldl(h, h)} dw,
2 2 2

2 2
v [ (s Ve (Y g ) o,
2 ) |12 ay 2

aus denen die zwei ersten mit den wohlbekannten Formeln von MiNkowsK fiir das
Integral der mittleren Kriimmung und die Oberfliche des konvexen Koérpers formal
identisch sind (Abschn. 2—4).

1. Die Stiitzebene (a, y) der konvexen Zylinderfliche A(«) in der (in der Ebene
v(«) enthaltenen) Richtung y hat die Darstellung {x — r(«)} . {n(«) cos y + b().
.sin y} — h(a, y) = 0. Aus dieser Relation und ihren partiellen Ableitungen nach o
und y gewinnt man bei y % &n/2 (mod 2x) fiir den Ortsvektor x des Brennpunktes der
Stiitzebene («, y) die Gleichungen

(1,1) (x—-r).t=(k@-—%>:cosy,
0o,

oy

(x—r).n:hcosy—%siny, (x—r).b:hsiny+a—hcosy.
ay 9y

Wegen (3) und (4) folgt sofort aus (1,1) folgende Parameterdarstellung der Menge der
Brennpunkte aller Stiitzebenen (g, 7):
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(1) Q)= ) + vlos )0 + fe ) cosy = 2D sinh o) +

+ {h(a, y)siny + ah(aa, Y cos y} b(x),
14
xe0,a), ye<0,2m).
Aus (1,2) folgt

a~Q= L—hcosy+éﬁsm7+aw -
O 1 1% da

2
-k hsiny+é}—lcosy —é-}fcosy+ §h sinV‘WJn+
oy Oa Oot Oy

2
+ 1k hcosy—-g—h—siny +a—hsmy+ ok cosy]b,
dy 0o,

Oot Oy
2
_6_Q__6_w - (h + g-?)(nsiny — bcos?)
oy Oy oy

und weiter wegen (4) und (7):
(13) (ég 92) (0_9_ é_Q_) _ (aQ 6Q)
’ oo o )\3y oy Oa dy
o*h oh ow
{(h + g)[i— — hcosy + a—y—smy + 5;] +
+ —al[a—cosy - k(h + iZ_h)]} =
dy Loy oy?
_ 1 iz_k 2 @ 0%h QV_V 2 2
() [ (e a0 -G - () et

‘Wegen (5) ist also die Menge der Punkte mit der Parameterdarstellung (1,2), d. h. die
Enveloppe S der einparametrigen Familie von konvexen Zylinderflichen A(x),
a € €0, a), eine singularititenfreie und wegen (1,2) und (4) auch geschlossene Fliche
mit dem Flichenelement

(1.4) dS = A dyda.
Bei geniigend kleiner Konstante v > 0 erfiillt die Voraussetzung (5) iiber die Stiitz-
funktion h(,y) auch die Funktion h(a,y) + v, die ja die Stiitzfunktion der zur

Fliache S im #usseren Abstand v parallelen Fliche darstellt. Wir bezeichnen diese
neue Fliche mit S® und den mit S® begrenzten Kérper mit K. Aus (5) folgt

(1,5) Ah +v) = A(h) + v {kl — [2h + 4,(h)] cos y} —~ v¥cosy,

1
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also nach der bekannten Eigenschaft der Parallelflichen

1

. — — [2h + 4,(h)] cos y
(1,6) i_._l_=_f§2 -i+_1_=k1' G

Aus (1,4) und erster Gleichung (1,6) folgt unmittelbar, dass die Gesamtkriimmung der
Fliache S verschwindet. S ist also eine Fliche vom Zusammenhang der Ringfldche.
Aus beiden Gleichungen (1,6) gewinnt man die verallgemeinerte (natiirlich nur in

nichtparabolischen Punkten geltende) Formel von WEINGARTEN

(1,7) Ry + Ry = —

+ 2h + 4,(h),
k, cosy '
welche die geometrische Bedeutung des Operators 4,(h) liefert. Der Operator
Ay(h, h) ist nach (6) und (1,2) das Quadrat des Abstandes der Punkte mit den Orts-
vektoren Q(«, y) und r(«) + h(x, v) {n(c) cos y + b(a) sin y}; die Bedeutung dieser
Punkte in der Stiitzebene (o, y) ist augensichtlich.

2. Wir skizzieren jetzt die Definition des Volumens des Korpers K mit der Rand-
fliche S.

Auf der Grundkurve C wihlen wir zwei Punkte P und P® mit den Ortsvektoren
r(e) und r(x + Ao) und mit den Bogenléngen s und s + 4s. Auf der Charakteristik
der Zylinderfliche A(«x) nehmen wir zwei Punkte Q und Q) mit den Ortsvektoren
Q(x, ) und Q(«, y + Ay) und auf der Charakteristik der Zylinderflache A(x + Aer)
den Punkt Q mit dem Ortsvektor Q(a + A, 7). Endlich wihlen wir den Punkt Q*
so, dass Q, 0, 0* und Q® die Ecken eines Parallelogramms sind.

Wir berechnen das Volumen des Vielflaches mit den Ecken P, P®, 0, 0™, O* und
0@, das aus dem Vierflache mit den Eckpunkten P, P, 0, 0* und aus der Pyra-
mide mit dem Scheitel P und mit der Basis in dem Parallelogramm QQ®Q*Q® be-
steht. Der Rauminhalt v, («, ) dieser Pyramide ist bekanntlich

1 vy(, 7)) = g;h(a, )| A(h) 4y 4« + (3) ;

das Symbol (3) hat den iiblichen Sinn. Der Rauminhalt v,(c, ) des oben definierten
Vierflaches ist

(22)  vy(%7) = gl[r(x + 4o) — r(x), Qx + A, ) — r(x), Q* — r(a)]l,

wo Q* = Q(x + 4, y) + Q(a, ¥ + 4y) — Q(a, y) der Ortsvektor des Punktes Q*
ist. Nach (1,2) folgt aus (2,2)

(2,3) vy(a, 9) =

1 &*h(a, ) _
65r(a) {h(oc, y) + ——a—y—z—} |h(e, p)I 47 4o + (3) .

Gemiss (2,1) und (2,3) erklaren wir das Volumen des Kérpers K mittels des Integrals

a r2n 2
V=jf —i— h+?-—h h+-l-hA dy da,
0Jo 6k1 5y2 3
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also
(2.4) y— ;fF(s) ds + 3[ hds.

3. Ist f eine auf der Einheitsfliche Q definierte und einmal stetig differenzierbare
Funktion, so gilt die Greensche Formel

G.1) f F 4y(h) doo = — LAl(f, B do,

die man iibrigens wegen (1) durch elementare partielle Integrationen bestatigen kann.
Nach (1,4), (5) und (1) ist

(3,2) Lh ds = 2LF ds + Lh {hz + (h + az—h) o(h) — (a_zf'-> (‘;”;) }dw;

darin ist gemiiss (3,1)

(33

2 2 2
jh(h+a—h> 2(h) do = ——JhAl(h,a—il>dw f<2h+a—fl—> y(h, h) do .
o ay* 2 oy Q oy?

Aus (8) und (1) folgt durch partielle Integrationen

2 27
JhA ( 6h) JJ (6h ———)(‘;—wcosy—wsiny)dyda+
0 Y

2% A2 2
+J‘J‘ 8h[(_> co hﬂcosy—h—ksmy]dydcx,
oJo a? oy 6'y Oy
wo weiter
. a (2n ra 2
j J %w-a—v—vcosydyda= _1 w?(?——;—’cosy—-?ﬁsmy)dyda,
oy 2Jo0Jo oy? oy

lf‘a r2n 2 ah . )
hw~smydydoc——— w?(—siny + hcosy |dyde,
2d0.0 ay

27 2 a MP2r [~ 3 2
(j ha_ﬂsm dyde = _}.f <?_’1> siny+h<-a—k) cosy]dydoz=
0 2 V] L_a‘}’ a’}’
=__fj I:( ) + (ah>]cosyd'yda
0oJo oy
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gilt. Aus den vier letzten Relationen folgt wegen (1) und w? = Ay(h, h) — (6‘!1/67)z
nach (6):

(3.4) J ha, (hl Z;”) do = — f » [(g:—f)z + (‘;‘;) ]dw +
A o2 2

Nach (3,2) —(3,4) ist

(3.5) jhds=2des+
N C

2
+ §h3~lh3 3 h+a—h- 44(h, h)+3ah f3—;‘}@)
a2 2 2 oy? oy?

Nun ist aber nach (1)

1 5 19 2n 3
(3.6) =3 h3dow = - h3cosydyda =

0JO

a 2 2
=—1IJ [&Sh(h)+3h2a ]cosydyda-—lj \:6h(a)+3hzah]da)
- 2JoJo Oy o* 2)a oy oy’

Aus (2,4), (3,5) und (3,6) folgt die dritte Formel (*).

4. Fiir den Rauminhalt ¥ des zum Kérper K parallelen Korpers K® (s. Abschn.

1) gilt wegen der verschwindenden Gesamtkriimmung der Randfliche S des Korpers
K die SteEiNERsche Formel

(4.1) V® =V + 00 + v*M.

Anders bekommt man aus der dritten Relation (*), in der wir k + v statt h schreiben,

wegen (1) nach einfachen partiellen Integrationen fiir das Volumen ¥ folgende
Formel:

(42) V2 =V 4o { j CL ds + L[hz — 24,(n, 1)] dw} + 2 {n f Cds + J h dw}.

Durch den Vergleich der Beziehungen (4,1) und (4,2) folgen die zwei ersten For-
meln (*).

Die erste Formel (*) ist wegen (1), (1,4) und (3,1) auch eine unmittelbare Folge der
zweiten Relation (1,6) und aus (1,4), (1), (5), (8) und (3,1) kann man ebenso direkt
durch partielle Integrationen die zweite Formel (*) ableiten.

Man kann aber auch das wohlbekannte Verfahren von MINKOwsKI benutzen. Nach.

(2.4), (1,4), erster Relation (1,6) und (1) ist ¥ = 3 [¢ Fds + 3 [ hR,R, dw. Fiir den
Rauminhalt ¥ des Parallelkérpers K® gilt demnach
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4,3) yo =1 (F-i-vL+1des+1 h + v)(R, +v)(Ry + v)do =
( 3 ! ,
(o} 2

=V+v{ldes+lf[R1R2+h(R1+R2)]dw}+
3le T T3,

1
+ v? )= 7rds+1 (Ry + Ry + h)dw}.
3)e 3)a
Weil

11
M=lf<—+—>ds=lf(R1+R2)dm und 0=JdS=jR1R2dw,
2 SRl R2 2 2 S 2

folgt aus (4,1) und (4,3) erstens wieder die erste Formel (*) und zweitens

(4,4) 0= %{ LL ds + Lh(Rl + Ry) dw}.

Dies ist eine Analogie der Formel von Minkowski fiir die Oberfliche des konvexen
Korpers. Aus (4,4), (1,7) und (3,1) folgt wieder die zweite Formel (*). Uber die
meisten hier auftretenden Integrale gilt freilich die schon in der Einleitung gemachte
Bemerkung.

Vytah

O OBJEMU TELESA OHRANICENEHO OBALKOU
JEDNOPARAMETROVEHO SYSTEMU KONVEXNICH
VALCOVYCH PLOCH

ZBYNEK NADENIK, Praha

V trojrozmérném eukleidovském prostoru budiZ dana uzaviena kfivka: C bez in-
flexnich bodil. Oznaéme Q sféricky obraz obalky kulovych ploch poloméru 1, jejichZ
stfedy vyplni kfivku C a dw necht zna&i plo§ny element (resp. ziporn& vzaty plodny
element) sférického obrazu eliptické (resp. hyperbolick€) &asti obalky. Prvni resp.
druhy BeLTrRAMIhO Operator vzhledem k Q oznacime 4, resp. 4,. KaZdé teéné ¢ kiivky C
pfifadme konvexni valcovou plochu A s povr§$kami rovnob&Znymi s ¢, jejiZ normalni
fez ma délku L a omezuje oblast o obsahu F; opérnou funkci této oblasti — vztaZenou
k priiseiku teény t s rovinou normélniho fezu valcové plochy A jako pocdatku —
oznaéme h. Je-li obalka jednoparametrového systému konvexnich valcovych ploch A
uzaviena plocha S bez singularnich bodd a homeomorfni s torem, jsou integral stfedni
kfivosti M a povrch O obalky S a objem V télesa omezeného plochou S dany vzorci
(*¥). Méni-li se kfivka C stale s tymZ sférickym obrazem svych te€en, aZ p¥ejde ve stfed
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jednotkové kulové plochy, je opérné funkce h definovana pfimo na Q, v pravych stra-
néch v (*) vymizi k¥ivkové integrély a prvni dva vzorce pro M a O jsou pak formalng
identické s MiNnkowsktho vzorci pro integral stfedni kfivosti a povrch konvexni
plochy.

Pe3iome

OB OBBEME TEJIA, OTPAHUYEHHOI'O OT'MBAIOMEN
OHOIIAPAMETPUYECKOM CUCTEMBI BBIITVKJIBIX
OUJIMHAPUYECKUX ITOBEPXHOCTEN

3BBIHEK HANEHWK (Zbyn€k Nédenik), ITpara

IMycts C — 3aMKHyTas KpHBas 6e3 TOYeK Iepermba B TpeXMepHOM eBKIAIOBOM
mpoctpaHcTBe. [anee, mycts Q2 — chepmaeckuit 06pa3 ormbaromieil MapoBLIX IO-
BEpXHOCTe# pan@yca 1, cepeIUHE! KOTOPBIX 3amONHAT KpuByIo C, B dw — 37I6MEHT
mwromama (COOTB. OTPHIATEbHEBIN JIEMEHT IUIOIAmL) chepuaecKkoro obpasa 3mn-
THIeCKO# (cooTB. rEmepboimdeckoi) yacTu ormbaromeil. IlepBrlif, COOTB. BTOpPO#
BensTpaMHEB ONepaTop OTHOCHTENHLHO Q2 o6o3maymM A4,, cooTB. 4,. Kaxmoi
KacaTeJbHON ¢ XpwBoit C OTHECEM BBINYKIYI0 NWIMEIPHISCKYIO ITOBEPXHOCTh A
¢ NpAMBIME TapajUlebHBIME f, HOPMAILHOE CEYEHHe KOTOpOi MMeeT mumHY L
M OrpaHWYaeT o0JacTh mWIolmaneko F; onopHYIo QYHKIHIO 3TOM 06IaCTH — OTHECEH-
HyI0 K TOYKE NIepecedeHHsA KacaTeIbHOH ¢ C IIOCKOCThI0 HOPMAJIBLHOIO CEYCHHS
MIWIHHIPAIECKOH TOBEPXHOCTH A Xak X Hadaiy — o6o3HauuM h. Eciu orubaromias
OHONAPAMETPHIECKOH CHCTEMBI BBINYKIBIX IIIMHIPHYECKHX TIOBEpXHOCTEeH A
€CTh 3aMKHYTas NOBEPXHOCTh S 0e3 CHHTYJIIPHBIX TOYeK, TOMeOMOpdHAs TOpY,
TO MHTerpal cpeaHedl kxpuBH3HEL M 1 mwiromanps O ormbaroweit S m 06beM F Teina,
OrpaHHICHHOTO IOBEpXHOCTBIO S, Hambl ¢opmynamu (*). Ecmm xpmsas C Bce
BpeMs H3MEHSETCS C TeM JX€ CaMbIM chepHIeckuM 06pa3oM KacaTeJbHBIX M €CIH
OHa COKpamaercs OO CepeNWHHI €NWHHYHOM INapOBOH MOBEPXHOCTH, TO OIOpPHAS
dyaxmEs h ompenenieHa OpsAMo HA 2, TO B IPaBHIX 4acTsx (*) XpHABOIMHEHHbIE HHTeE-
Tpaykl 06pamaroTcs B HyJb, B nepBble qse GopMyJsl it M 1 O $opMabHO AIOCH-
THYHEB! ¢ opMynamMu MHEHKOBCKOIO IS WHTErpaja CpeHe# KPHBU3HEL H IUIO-
INaay BHIIYKIOH TMOBEPXHOCTH.
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