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K teorii Fuchsových relácií lin. dif. systémov. 
Napísal /. Hronec. 

V práci „Fuchsove relácie pre lineárně diferenciálně systémy 
a počet ich členov"1) sú určené tieto relácie pri tej podmienke, 
že kořene determinujúcich rovnic, patriacich k jednotlivým singu-
lárnym bodom sú všetky rózne a že ich reálna čiastka pohybuje 
sa medzi 0 a — i , čo potom platí i pre kořene adjungovaných 
lin dif. systémov. 

V tomto článku umienil som si po prvé preskúmať možnosť 
takovýchto lin. dif. systémov a po druhé poukázať na to, že pod-
mienka, aby reálna čiastka koreňov determinujúcich rovnfc sa po
hybovala medzi 0 a — 1 , je nie dóležitá, že Fuchsove relácie v istom 
případe dajú sa určif, jestliže táto podmienka sa nesplní a konečné 
ukažem to na jednom přiklade pre n = 2. 

1. 
Vezmime lin. dif. systém 

A> | H J > ^ > <*=1.2.-.a) 
k d e j ' e

 a = sMx) = ftg + b[llx+...+ ftžri}x-x
 = ý Ef£l 

Xk <p (x) (x—a-.) (x - a 2 ) . . . ( x - aa) ét x—av 

a v š a k Je :
 B(v) = gXk (civ) 

<p'(av) 

V okolí sing. bodu x = av je: 

A ~ lir 

kde ie M .2° , . 
; *?&)--Z «#<*--a,)», 

%—0 

takže normálny tvar lin. dif. systému A) ohfadom sing. bodu x = av je: 

. *) Časopis pro pěstování matematiky a fysiky, roč. LIL 
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(x - aO ^ - Í>4M*> + ( x - a ^ $ (*)] = O 
uX X—\ 

alebo vo tvaru mátrixov: 

k%dik (x-a,)) (|jr) - (Viň litíS) + {óik{x-a„)) fc$(x))]=(0), 

kde je: s (1 je-li i = k 
Óik==\0 . / * * . 

A' je pre yt* lin. dif. rovnica prvého radu a jej determinújuca 
rovnica, patriaca k sing. bodu x = cu je2) 

>• (íi.»rw)-(BŽ?) = Of 

alebo (flí?-ó/*r ( , ř )) = 0 
a jej kořene dostaneme z rovnice 

kde je /, k— 1, 2 .. ./z, 
f = .1,2, . . .a . 

1. representuje vlastně o* rovnic pre &\ kde je a z; 2, a to 
/z-ho stupňa, a dá nám /za korenov. 

Udáme-li axk=—ry funkcie, týmto sú dané i 

Ě^k{av) tv) 

9 (<W 
t. j . i kořene r[v) (Ar = 1, 2,. . ./z), (*>= 1, 2 , . . . a). 

Opačné udáme-li kořene rP tým šú dané rovnice 
A w = r 1

w + r » + . . . + r" . 
n (*) _ r (*•) r w ii i r (

r ) , -» 
o --̂ 2 — ' 1 • r 2 "T • • • T" f/I—1 / n 

Г.И .__ r <") - W ГЄ) , > ) 
L/n — ' i • ' 2 . • • • 'Л—1 *П • 

kde D x

( r ) je súčet diagonáhiych mtaorov 1-ho radu? A ( v ) je súčet 
diagonálnych mlnorov 2-ho radu atrf, determinantu \tíj$\ a D n

} = 
— I«(r)l = /flfe 

Výrazy 3. representujú /z<r lineárnych rovnic pre flfj?, teda pre 
n%o neznámých a tak žbýva nám předběžné ežte /ia(/z-l) fubo-
volných &$ konstantných hodnot. 

') Vid. L. Fuchs: Math. Werke. Sv. I. str. 188. ,> 
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je-li x =00 sing. bodom kanonického systému A), vtedy v okolí 
X = 00 sú 

aik--y + -w + ---
a determinujúca rovnica, patriaca k tomuto bodu bude, když ozna
číme £ $ = B£+1): 

|i&+,)-<5,*r<*+,)! = 0, 

kde je: B&» = - g B$ , 

alebo: 

2" BS? = 0. 4 "+1 ґгЛ 
<*. ^ n(*> , 

v- l 

A preto teda máme n 0 + 1 rovnic a 

/2 cr (/z — 1)— 1 

B$ fubovolných konstantných hodnot. 
Z rovnic 1. a 4. vyplývá zase, že je 

f±rř»=0. 
* = 1 / ř = l 

Udáme-li kořene determinujúcich rovnic fubovolne, musíme 
ich predsa tak voliř, aby sa na nich posledná relácia 5. splnila, 
teda můžeme ich tak voliť, aby sa ich reálna čiastka pohybovala 
medzi 0 a —1 a reálna Čiastka koreňov determinujúcich rovnic 
adjungovaného lin. dif. systému 

B) '<-«»«>..-^tt .wa.t . , 
dx A=I 

mění sa tiež medzi 0 a —l.4) 
Týmto zodpovedajne máme určiť 

" ® + bV>x + ...+ifirl\*rl 

Otk = {x—aí){x-at)...(x-aa) 
t. j. konstanty b$, b$... bfá-V, k čomu máme systém lin. rovnic: 

b% + $U + t®al + ... + tfo-l\a:-í = B&W{<t,), 
i, k= \,i,. .n, 
v=\,2,..a, 

*) Vid Fuchsove reiácie atď. Časopis LIL • 
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kde je: 

D = 

1 a_ a_2 . . . a_a~l 

1 a_ a_* .. . a_a~l 

= (-l)W-l)JJ( f l/.fly) | 
./.y=i 

1 Oc- a f f
2 . . . a**"*1 

fli, a_ ,.. aa sú však rózne a preto je D =j= 0; a tak éjj?, éfi*,.. 6}Jr!) 

a tým i aik (x) dajú sa vždy určif, udáme-ii sing. body a„ a_,. . 
. . . a<-oo a udáme-li Tubovolné hodnoty koreňov k nim patriacich 
determinujúcich rovnic. 

Takýchto lin. dif. systémov je: 
/ í a ( / i - l ) ~ i 

a všetky tieto lin. dif. systémy patria do jednej Medy definovanej 
Riemannom. 

II. 
, Vezmime lin. dif. systém normálneho tvaru ohíadom sing. bodu 

x = al>: 

( * - * ) _ . = * 

*-*%- •-Ц--J- ( x - û v Г ^ - ^ г т ( x - л ) " " ^ . -<p(x) v . ' ' . <p(x) v ' ' 

gn-i.n(x)(x _ ^yy^^^^^ęnЏ^^y^ 
kde je: 

q>(x) - ^ ) 

gXn (X) __ bfn + b% X + . , . + táT0 X"-' 
9>(x) (X —fl,)(X — f l l ) : . . ( x —ÚW) 

( 4 - = l , 2 . . ' . n ) . 
Determinujúca rovnica tohoto systému je: 

- r < 1 , J, 0, 0, 0, 0 
0, 1—rM 1, 0, 0 , 0 
0 , 0 , 2-/*>,l, 0 , 0 

n—2-r<'>, 1 0, 0, 0, 0, 

0, 0, 0, 0, 

Časopis pro putování matematiky a fysiky. Ročník LVI. 

o, „-i-iмЩ-^ì 
•ř(ûr) 

= 0 
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t.j. r«(rW-l)(r« — 2 ) . . . 

... ( rW_w + 2 ) U ) - / z + 1 + ^ ^ 1 = 0 

a jej kořene sú: 
0,1,2,...n-2, n - \ - ^ ^ . 

9 (a.) 
Pre n = 2 máme systém normálneho tvaru: 

6 | (x-a, ) f= yt 

( x _ a v ) ^ _ _ ^ _ 2 ( x _ f l ^ J , i + ri__LÍíl(x_flr) l v * ' dx <p(x) v [ ? ( x ) v ' 
a jeho determinujúca rovnica, patriaca k sing. bodu x = av je: 

"•,[r"'-'+ťif]=o-
jej korene sä: 

ГjW = 0, , <ľ) _ 1 £ * . ( û * ) 
Г i - 1 ~ 7 " ( Û Õ " 

Adjungováný dif. systém systému 6 je 
£i* (x) 

( x - û , ) - ; 9>(x) (x — a*)2z2 

[<*—)f—*+[-,+^{f<*-«')]*-
jeho determinujúca rovnica, patriaca k sing. bodu * - = & je: 

—.rř(") 0 

<P (a„) 
a jej kořene sú zase: 

0, 1 áiï (ûv) 

9' (av) 
Dosadíme-li zk = y (x) M*, (A: = 1, 2), 
vtedy adjungovaný systém je: 

' Í i i i _ 
9>(x) 

8. 

( ( x _ û 0 _ _ ^ _ _ _ 

( l . f l ł ) _ ! W A ) ^ v ' dx^ 

(x-a,) a?(x).«i 

- - f(x)ft + [-1 +^)(x-в,)]ç?(x>л 
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a kořene det. rovnice pre fík sú.* 

- 1 , ' 9>'(a„) 

a preto systém 8. v tomto tvare nemóžeme použif pre Fuchsove 
relácie; avšak dajú sa tieto systémy transformovaf Ho lin. dif, 
systémov stejnej triedy, definované] Riemannom. 

Vezmime 

tak zo systému 6 bude 
y2 = uг<psUx), 

/ \dUi s» / ч (x — av) uг ц> (x) v ' x + u2 

9. (x-a,) P = -^*±(x-avy «.+ [l ----*--£ (x - a.) -
ax ?>(x) I. 9>(x) 

Determinujúca rovnica tohoto systému, patriaca k sing. bodu 
x = av je . / • ( » ) 1 

0 S**<a*) —sv- rЩ 
9' (a») 

a jej kořene sú zase: 
~~~" o « . 1 —-sv — 

ř « (a.) 
" 9>' (a.) • 

Adjungovaný lin. dif. systém systému 9. je: 

/ ч dvx q> (x), ч 

(X — Ûv) ~r = r̂ ^-т^v (* — Я*) "i + 

.0 
/ \ dv2 

(x-av)^ = 

+ gi*.(x}(x_av)i 
9 (x) v ' . 

•»i + 

+ \-í+*nM{x-a.) + s.*l£(x-aЛ 
[ ? W V

 <P(X) ' J 

a jeho determinujúca rovnica, patriaca k sing. bodu x = aVt je: 
5v - r<v> 0 

ftsfav) , rt .,/vJ=0> - i - ' + ^ 7 7 4 +^-r<") 
ţP (в--) 
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jej kořene sú zase: 

Sv i 

a kořene pře ux a ut sú: 

— 1+Sv, 

1+%£Í+Sv 
9' Ы 

2 + s„ + 
9' (ûv) 

Chceme-li pře Ho. dif. systém 9, pofažne 10 použif Fuchsove 
relácie, vtedy musíme sv tak volif, .aby bolo: 

Ů< reálna čiastka sv < 1, 
Bit (civ) 1 < 

čo sa vždy dá dosiahnuť. 

Sv + ~~~v~~~~ ^ »̂ 9 (dv) 

ш. 
Vezmime ešte speciálnější případ, a sice, že je 

ga(x)= - 9(x), 

vtedy lin. dif. systém 6 přejde do tvaru: 

6' 

(X — û v ) 

u-«.Æ — 
dx 
dh 
dx 

Яtt<x) 
9(x) 

(x-av)y1 + 

+ L T7õõ(x~ûv)Г-
Kořene determinujúcej rovnice, patriacej k sing. bodu x = av sú: 

Dosaďme do tohoto: 

pak je: 

/-.w^O, г tw= - . 

Уi = Ui9*v(x), 

Уt-Uш9*9(.x), 

9' 

/ ^du. '"líî -^"1 
+л 

( X - t 7 , ) ^ = - % - ^ - ^ « l + tfjt 9(X) 

+П°'+J)Ш«-°>Һ 
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Kořene det. rovnice tohoto systému, patriacej k sing. bodu x=a„ suj 
1 

ГlW=—s,, r,w = . _ - , + 
2 

Adjungovaný dif. systém systému 9' je zase: 

{x _ av) _x = s„ <LA_2 ( x _ fl,) , , + j&!_± ( x _ flv), v% 

dvt 
(x-av)~fa= -v, + 10'. 

+[-•+(*+т) £$<*-*>]•-• 
kořene det. rovnice tohoto systému, patriace k sing, bodu x=ar sú: 

rV> = Sv, r2<"> = 5 , - ^ -
Jmi 

a kořene pre ^ a nt sú zase: 

ftw= _ i + s,, &«=--§- + «r 
a tak Fuchsove relácie na liti. dif. systém 9f móžeme vždy použif, 
jestliže je: j 

— < reálna čiastka sv < 1; 

a tleto sú: <JV -* 
/dx/oz (««(-)) (0.,(x, 2:)) (Vtt(.x)) = 

0 je-li (i 4= "*> =j= x =(= ^ =}= t* +- x, 

2»V--l{(d«) + (i4w-iik)- ,> . . . ^+-v = x=M+-,*, 

2 »V"-T{(2d«)+(.4W- c5*)-»+ 
+ ( 4 ^ - ^ ) - ' } . • „• it+.v = x+.Z = ti. 

(i,k=\,2). 
Chceme-11 tieto relácie použif na póvodný systém 6', vtedy je: 

(«* (x)) = lyu <p~*v (x), ylt y-h (x)\ 
(i, k=],2) \yn 9"sv (x), yn <p~> (x)\ 

Na (Vtk (x)) zase platí, že je: 
(<p(x)V.*(x)) = («,*(x))-« 

a pri tom je y (x) Vik (x) = vu (x). 
Inak mátrix (V/*(x)) určíme týmto spdsobom: Dosaďme do dif. 
systému 10' Vl = (x- av)~* *«,+• (x) zu 

vt = (x-av)-*<f>'v+i(x)zt, 
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tak je: 
ч dz. 

(x- -Qv)-di = 
II. 

(x- ч dzч 

1 - 1 </>'(*) Wfi-fy^ь- -»-
Systém 6' pre fundamentálny systém je: 

dyn _ (x - av) 

(x - av) 

dx 

dyt«. gг* (x) (x—ar)*y. , , + ľ 2*. 
(x) 

dx 9(x) v " " " , " ' L" 2 f(x) 
a zase systém 11 po dosadení zn = w22, z2i = wlv z12 

z*i = - wu Je 
dwn _ 

(x-av) .v2, 

- IV, 21» 

(x - av) dx W12 

<X-aЛ^--^)-(x- aYw 4-( X ӣv) dx ~ 9(x)K v) S1 + 

1 ч>'(x) (x - av) \wt 2 <p(x) 

Tieto dva systémy sú však totožné a preto je: 
/»n *i*\ _ / (x - a^)_ 1 <PSv+ * (*) yr2 ~ (x - a , ) - ' <JPS*+ *(x)y, 
U i » n / l - ^ - a ^ - V ^ + H ^ . V i s ( x - flv)-1 <ps"+K*).v] 

a z toho zase pre (Vik(x) matrix (/, k=\,2) máme: 
(Vu v,s\ = / (x-f lvYV"-*(*) .v 2 2 - ( x - «..)-V'-*(-t)j': 
\V,i V,J \—( .x-o v )-V ' ' -*Wj 'M (x-a.,)-'<jP 

Uik(x,z) sú racionálně funkcie celistvé a-2-ho 
určené z dif. systému 9' pomocou vzorcov: 

: : ) 

i , \ 

*(*).Vп7 

Lik (x, z)= 

gik(x) — gik(z) 

x-z 
glk (X) — gľ< (Z) 

x-z + 
_ _ _ _ _ _ _ ) _ 

(x-zy 
9'(z) 
X— z 

je-li i+-k 

„ i—k 

a konečné je: 

(A$-Óik) 

(i,k=\,2). 

0 i ( c a C i 2r" 
-2«S vi/rr l ^ 2 1 c*2 ' 

e + L 
kde clv c„, c21, cM sú fubovolné konstanty, na ktoré platí, že je: 

+ 0. c и c12 
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Contribution à la théorie des relations de Fuchs des systè
mes différentiels linéaires. 

(Ex t ra i t de l 'ar t icle précédent . ) 

L'auteur démontre l'existence de systèmes linéaires différentiels 
pour lesquels on peut déterminer les relations de Fuchs. Le nombre 
de tels systèmes est n(a+\)(n —\) — \; ils appartiennent 
à une classe définie par Riemann. a+ 1 est le nombre des points 
singuliers. Il démontre, de plus, que la condition demandant que la 
partie réelle des racines des équations déterminantes soit contenue 
entre 0 et — 1 , n'est pas essentielle; par fin de compte, il fait 
voir, en traitant le cas de n = 2y qu'on est à même de déterminer 
les relations de Fuchs même dans le cas où la condition précitée 
n'est pas satisfaite. 
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