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Příspěvek ke křivosti ploch druhého stupně. 
Napsal prof. Dr. Bedřich Procházka. 

1. Theorém Meusnierův. 

Nechť jsou dány tři sdružené průměry P,Q,R plochy 2."stupně 
P o středu o a bod a budiž jedním z mezných bodů průměru P. 
Jest zřejmo, že roviny a, /? diametrálných kuželoseček A, B 
určených průměry P, Q resp. P, R jsou rovinami sdruženými 

Tečny T', T", v bodě a ke kuželosečkám A, B sestrojené 
a svírající úhel \p, stanoví tečnou rovinu plochy P, rovnoběžnou 
s rovinou diametrálnou co obsahující průměry Q a iř. Normála 
N, v bodě a této plochy sestrojená, protíná rovinu co v bodě n. 
Bovina táž protíná rovinu a kuželosečky A ve přímce og rovno
běžné s tečnou T'==ab a rovinu /? ve přímce óh s tečnou T"==at. 

Normála ag kuželosečky A, v bodě a sestrojená, svírá s prů
měrem P úhel A' a s normálou N==an plochy P úhel x'. Též normála 
ah křivky B, v témže bodě a sestrojená, svírá s průměrem P úhel 
X" a s normálou N úhel x". 

Předpokládejme, že kuželosečka B se beze změny pošinula 
ve směru tečny ab = T' křivky A do polohy soumezné 8B, tvořící 
s kuželosečkou B prvek plochy P. V této poloze soumezné protíná 
rovina kuželosečky 8B tečnu T' = ab v bodě b a křivku A v bodě c. 
Je zřejmo, že poloměrem křivosti kuželosečky A v bodě. a jest 
poloměr kružnice, s kterou spadá kružnice K dotýkající se křivky 
té v bodě a a protínající ji v bodě c, když tento bod se neko
nečně přiblíží bodu a. 

Promítněme dále bod c na normálu ag kuželosečky A do 
bodu r a na tečnu T'=s ab do bodu i. Nekonečně malou úsečku 
1. stupně ab označme písmenem v\ nekonečně malou úsečku 
2. stupně bc písmenem r' a poloměr kružnice uvažované Q'. 

Potom bude, položíme-li za úsečku ar rovnou úsečku icy 

re2 = (ab + bif = ar (2Q2 — ar) -== ÍC(2Q' —ic). 

__ Ježto bod c jest nekonečně blízkým bodu a, jsou úsečky bi, 
ic nekonečně malými 2. stupně a mohou býti vůči úsečkám ab 

6* 
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a 2o/ zanedbány, z čehož plyne, že 

12 — ft , ____ _ л , ab 
12 

al? = ÍQ-2Q' nebo 2Q'= ^L-, (1) 
ic 

kterýžto vztah můžeme psáti, položíme-li podle hořejšího ob = v', 
bc = T ' , se zřetelem k-tomu, že z pravoúhlého trojúhelníka bcí 
vyplývá _ _ 

ic = 6c cos A' = T ' COS A', (1') 
t / 2 

t/J = T ' COS A' . 2o' anebo 2o = -7 _-,• Í2> 
* * T cos A K f 

Z poloměru křivosti kuželosečky A lze sestrojiti křivost 
normálního řezu nA,procházejícího tečnou T a plošnou normálou 
N a protínajícího přímku cl \\ gn, kolmou k rovině normálního 
řezu nA v bodě l soumezném bodu c. 

Ze vzniknuvšího trojúhelníka pravoúhlého cil1) plyne 

il = ci . cos xr 

a vzhledem k rovnici (1') lze psáti 

il = T ' COS A' cos H' (3) 
Podle vzorce (1) budeme míti pro poloměr křivosti nQ nor-

málného řezu nA výraz 2 

/ ab 

a po dosazeni hodnoty za úsečku il (z rovn. (3)) 

v>2 

2V=-7 V7 7 (4> 
T cos A cos Jí 

a vůči rovnici (2) , 
n„> 9 

cos X 
(4'> 

čili poloměr křivosti nQ' řezu normálného nA je roven poloměru 
křivosti Q', řezu šikmého A prvé křivky v bodě a se dotýkajícího,, 
lomenému kosinem úhlu x', jejž svírají roviny obou křivek. 

Ze vztahu tohoto plyne ťheorém Meusnierův 

Q' =HQ' cos x', 

t . j . poloměr křivosti šikmého řezu plochy 2. stupnS je orthogo-
nálním průmčtem poloměru křivosti normálného řezu jeho se 
v uvažovaném bodg dotýkajícího. — 

x) Pravý úhel nalézá se při vrcholu L 
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2. Závislost křivosti v nějakém bodě a řezu normálného na 
křivosti dvou ke průměru P==ao sdružených řezů dianietrálných 

A a B plochy 2. stupně P. 
Abychom určili v uvažovaném bodě a křivost nějakého řezu 

šikmého M, předpokládejme, že jeho rovina a, procházející prů
měrem P protíná rovinu tečnou plochy P, v tomto bodě sestro
jenou, ve přímce ad, tvořící s tečnou ab~T' kuželosečky A úhel 
<p, a rovinu co ve přímce ou || ad. 

Normála au této kuželosečky M v bodě a je orthogonálním 
průmětem normály N = an na rovinu a a svírá s průměrem P 
úhel A a s normálou N úhel x. Protíná-li kuželosečka M plochy P 
kuželosečku SB soumeznou, shodnou a shodně položenou k řezu 
diamentrálnému B, v bodě / a rovina a křivky M rovinu křřvky 8B 
ve přímce fd, rovnoběžné s průměrem P, a mimo to tečnu ce křivky 
*B, rovnoběžné s přímkou db v bodě e, potom, označíce úsečku 
db = v" a úsečku fe^r", obdržíme pro poloměr křivosti Q" 
křivky SB podle vzorce (2) 

2e''=7^> <5> 
kde značí A" jako dříve úhel normály ah s průměrem P. 

Z kosoúhlého trojúhelníka abd plyne, že 

sin (cp + ip) 
a předchozí vzorec pro poloměr křivosti křivky SB lze potom 
psáti ve formě ,0 . 

"* r"sm2{<p + y>)cosX" ' w 

Normálný řez nB, tečnou at" = T" křivky této sestrojený, 
bude míti poloměr křivosti UQ", jehož velikost vyjádříme podle 
vzorce (4) s použitím vzorce (5') rovnicí 

9 n „ = v"2 v'2 sin2y  
" 9 r" cos A" cos x"~~ r" sin2(<p + y) cos A" cos x"' O 

ve které značí x", jak předem se stalo, úhel normály ah křivky B 
a normálou N. 

Označíme-li úsečku ad písmenem v a df písmenem T, bude 
poloměr křivosti Q šikmého řezu M vyjádřen vzorcem (podle 
vzorce (2)) 

v2 

2 e = ^ X > <8> 
ve kterém značí A odchylku přímky df, rovnoběžné s průměrem P9 

od normály au, sestrojené v bodě a křivky M. 



Položme do rovnice (8) za délku v = adt j ak z trojúhelníka. 
úbd p lyne, 

V sin w 
v = 

sin (<p + w) 
a za délku r = df, rovnou součtu úseček de = r' a ef = T " , k t e r é ž 
lze ze vzorců (4) a (7) vypočí ta t i : 

2nQfcos A'cos x ' 
,, ^'2 sin2<p 

2 w g " sin (99 + w) . cos A' cos x' 
Obdržíme za r výraz : 

__ v'2 Í / 2 sin2<p 
2 n g ' c o s A ' c o s x ' 2 V sin (<p + w) cos A" c o s x " 

a p r o poloměr křivosti Q kř ivky M v bodě a 
v'2 8ÌП2W 

20==z sm2((p+w) 

í "'* • v'2^f \ c o s д 
\2ЛQ' COS A' COS x 2ПQ sinҶç? + w) cos A" cos x") 

Posléze po malé redukci n a b u d e m e pro Q 

Q = 
sin2w 

I 8in2(<p + w) mn2w \ x ' 
\nQ cos A' cos xf nQ" cos A" cos x") 

Pro poloměr křivosti nQ normálného řezu nM, tečnou ad 
křivky M vedeného, označíme-li, jak se již nahoře stalo, úhel 
normály au křivky M s normálou N plochy písmenem x a s prů
měrem P písmenem A, obdržíme potom analogicky podle vzorce (4) 
výraz: 

n s in 2y  
Q~{ sm2(<p + w) sin 2y \ c o a J l c o D 3 C ' 

\«Q' COS A' cos x'+ n
Q" cosA" cos x") C ° S X C O S * 

z k terého plyne pro reciprokou h o d n o t u poloměru křivost i ř e z u 
n o r m á l n é h o nM 

JL — / sin 2(y + w) sin2<p \ cos A cos x 
»# ~~ \ V cos A' cos x ' + * g " c o s **" c o s * " ) s i n V ^ 

Označínje-li úsečku an normály N písmenem n a úsečku ao 
průměru P písmenem n, potom jest 

ix = n cos X* cos x' == rc cos X" cos a " «= ^ cos A cos x 
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a tudíž i součin 
cos V cos K = cos A" cos x" = cos A cos x. 

Se zřetelem k těmto posledním rovnostem lze rovnici (9) 
zjednodušiti a psáti 

1 / sin2(<p + ^) sin2yA 1 
nQ \ Y "*" V ' / s i n V 

jakožto výraz, kterým se vyjadřuje závislost poloměru křivosti 
normálného řezu nM na křivosti normálných řezů nA9

 nB9 dotýka
jících se v bodě a dvou sdružených diametrálných kuželoseček AB 
a svírajících úhel xp9 z nichž kuželosečka A s kuželosečkou M 
úhel (p tvoří. 

3. Dupinova indikatrix. 

Klademe-li v rovnici (9') 
knQ=r2, knQ' = r'2, knQn = r" 2, (10) 

kde k značí libovolnou konstantní úsečku, obdržíme rovnici: 
f sin2 (<p + y>) sin 9?\ 1 1 _ / sin2(9? + xp) sin<p\ 

2̂ I ^2 " « r "2 t sin 2 ^' 
jakožto polární rovnici středové kuželosečky, představující Dupi-
novu indikatrix, plochy 2. stupně P v bodě a. 

Z rovnice této jest zřejtíao, že jsou tečny ab, at křivek A, B 
v bodě a, uzavírající úhel %p, sdruženými průměry této indikatrixy, 
v nich se nalézají poloměry r', r", jež lze z rovnic (10) sestrojiti. 

Známou konstrukcí sestrojíme osy této indikatrix co do 
polohy i velikosti a odvodíme v normálných řezech těmito osami 
položených hlavní řezy křivosti uvažované plochy 2. stupně P 
v bodě a a ze vztahu knQ = r sestrojíme i jejich poloměry křivosti. 

Contribution à la théorie de la courbure des quadriques. 
(Ex t ra i t de l 'art icle précédent .) 

L'auteur donne un complément aux considérations générales 
contenues dans son manuel de géométrie descriptive (,,Vybrané 
stati z deskriptivnï géométrie", p. 102), conduisant à une démon
stration simple des théorèmes de Meusnier et de Dupin, mais 
valable seulement pour les quadriques. 
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