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Konstrukce prostorových kvadratických 
transformací z daných podmínek* 

Napsal Dr. Milan Mikan. 

Jsou-li dány hlavní body 0l9 02 Cremonovy příbuznosti (22) 
prostorů Ex E2 a 4 družiny XAX

XA29
 2AX*A2, *At*A%9

 4 4 n 4 4 2 , je 
tím stanovena kollineaee prostorových svazků (0X) kolL (02) 
a prostorová kubika P jakožto geometrické místo průsečíků 
kollineárních paprsků. Jsou-li (při soumístnosti El9 E2) ony 4 dru­
žiny nahrazeny 4m i ze 6ti koincidencí ^lžkiA1^A2i9 prochází jimi &» 
TJtvary tyto značí v obou případech 18 podmínek. Je-li dán hlavní 
kužel n. př. Kl9 je tím stanoven již také kužel K2, což jest 5 pod­
mínek a dalšími třemi n. př. hlavni rovinou xx je proto dán konečný 
početr transformací. Pokud jsou již hlavní kužele dány, neliší se 
v podstatě úvahy, jsou-li dány družiny nebo stejný počet koinci­
dencí; nechať *A značí tudíž v následujících úvahách buďto dru­
žinu nebo koincidenci, 

Dáno-li; Ol9 02, V4C^> Ki> »i> přísluší rovině xax = (XAX *AX Mx> 
kvadrika xa2 a rpvině 2al^(2Aí*A1

áA1) kvadrika 2a2; označme 
(xáx xx)*== xa9 (2ax nx) = 2a9 (xa OJ ~ x§t9 (2a Ox) ~ *fit- a sestrojme 
xfikOt) kóll. tp1{ox)i

 2 2̂<o.) koll. ^{Or)* Promítněme všechny útvary 
prostoru E2 z bodu 02 do libovolné roviny # a označme na př. 
průmět bodu f 4 2 . . . x 4 2 ' atd.,' průsek (K2.ů)^K'2.

xp%9
 2/?2 

protínají K2 po dvou přímkách, jejichž stopy na rovině ů jsou 
resp. W ť w , *M'2N'\ XM'XN'^xb'\ *TFW.=B*b\_ Tyto^poj-
nice protínají se na *A2' *4'2, v bodé**B', kdež *W 02koll. **A0U 

je-li * 4 s = - f a . 3 4 *á). Na př. bod *M' je průmétem jistého bodu fjf 
v (xA2*A2*A2)9ty přímky *6 v : .p4 tMi 4-ili j atd. 

•* Vt> *A* Jsou tečnými rovinami kvadrik resp. % 2, %«> v f^ 
^ budiž průsek l a 2 . ( l 4 2 *4 2

 4 4 2 ) á prochází body XA2*A2*A2
XM XN 

*L průsek *** >(*A2
SÁ2*A2) a prochází body 2 4 2

a 4 2
4 4 2 * i l f W ; 

\lJj'pL'. jsou-Jejich průměty;1!/, ^prot ínaj í K2 každá ještě po dvou 
: bwfech ř e s p ; . : V J ^ ^ ^ c , 2 P 2 # ~~2e 
protínají se ha *4 *4 v bodě «0, r což dokážeme takto: 

v;KMeloseč% .>?/&; V (*A'U' + m'lN') :určují svazek ^ 
z;jehtfŽ zákkdhícK bodů W f N ? ' - i m n ^ J ^ y r o é e i kuželoše&ky 
sfyeku\ *C t^ t ína j l J t / y družinách involuce o středu UC n§> 

: M / ' M t t k nimž náležO dražina ^ ^ ' v T o t é ž platí o analogickém 
kvásku?^ Body ^ * 4 / ^ ' *<^ 
tuhují uéirazek ;feu.itíós^ekj k němuž iiáleží' sX^; protínající íf ^ 



s ' * . • ' • • • . • ? * • 

v družině %M'%N' involuce o středu 8 4B', obsahující r družinu 
1M' W , t. j . 6 bodů W , W , M 2 ' , 4-4a',

 2 P ' , 2Q' leží na téže kuželo­
sečce, obsažené také ve svazku XS9 pročež 2 P ' *Q' prochází též 
bodem UC = zOv, průmětem bodu u C na ^ATA7, *C, H leží v téže 
rovině x2 jakožto hlavní v, U2. 

0{,02,
1/4iA, K1? xx stanoví jednoznační transformaci (Sx £2). 

Označme průsečíky (ZA2'
 4A2'. K'2) == UD, UE. Bod UC (a tím 

i 34O) závisí toliko na kuželosečce K2 a na poloze bodů ZA2,
4A2> 

ZiB', nikoli však na poloze paprsků 16', 26\ Posouvá-li se 34J3' po 
2.42',

 4A2' dostáváme projektivitu řad (UB', . • .) A (UC, - . .) 
kteráž je involucí; označme ji UI. Není třeba, dán-li UB'} kon­
struovati kuželosečku n. př: 1L, neboť na jejím tvaru UC nezávisí. 
Stačí, prochází-li tato kuželosečka body ZA2

 4A2' a protíná-li K2 

ve čtyřech bodech tak, že spojnice dvou z nich prochází bojiem UB'.\ 
spojnice druhých dvou prochází bodem UC. Veďme tudíž bodem 
UB' libovolně sečnu W 1M' a proložme body W 1M' ZA2'M2 

jednu z degenerovaných kuželoseček, např. (lŇ'ZA2 + XM' 4A2'). 
Tato protíná K2 v bodech XP' XQ', jichž spojnice stanoví UC. 
V involuci UI jsou obsaženy též družiny ZA2\

 4A2';
 UD', UE\ 

Budiž na př. #E=É £A2
ZA2

4A2), K2'~(K2.Ů). Na- stranách 
AXA2

ZA2
4A2 leží body UB,1ZB,UB. Analogické body bychom 

dostali na ostatních hranách čtyřstěnu 1A2
2A2

ZA2
4A2, kdyby ů 

byla některou jinou jeho stěnou. Skupiny 01
lAl

2A1
zA1

4Al9 

02
1A2

2A2
zA2

4A2 stanoví prostorovou kollineaci, ve které jsou 
body na př. 3 4 ^, UB sdruženy, atd. Proto, poněvadž všech 6 boduikA 
leží v téže rovině J^, leží též všech "6 bodů ikB v téže rovině ^ V 
V rovině na př. ů vznikají na stranách A XA2

ZA2
4A% tři involuce 

UI, 1ZI, UI, v nichž vrcholy 1/ziA2 jsou sdruženy. Zvolme na př. 
UB v průsečíku ZA2

4A2.^EUE. Potom příslušný bod ^ je v prů^ 
sečíku se spojnicí 1ZD UD> Proto také bodům UB, 1ZE, UE na jedné 
přímce přísluší UC, 1ZD, UĎ též na téže přímce, t. j . involuce UI, 
1Z1,UI jsou vázané.*) Obdobné involuce vzniknou v ostatních 
stěnách čtyřstěnu. Proto na př. UG, 1ZC, UG leží na téže přímce, 
ležMi uB,lzBuB~n& téže přímce a leží-li 6 bodů S/Č^B v téže 
rovině x2*, leží 6 bodé^/^G v tézerovinlTx2\ \léihA jsou rovnocenné 
pro konstrukci na str. 1, 2. 

Prochází-li â  jedním z bodů *Át, prochází x%
1bodem lA^ 

a x% je jeho protější stěnou ve čtyřstěnu XA2*A2
ZA2*Á2\ Všem po* 

rovinám xx svazku (*-4i) odpovídá tato stěna jakožto x%: iPio? 
chází-li xx jednou hranou prVnífyo étj^stěnu, prochází «2 hranou 
mimoběžnou k příslušné hraně druhého tetráed.r^l 
každé rovině xx přísluší každá z rovin x2 á je opět o©2 pHdružeírfir 
Konečně, prochazí-lí 'xt třemi vrcholy prVého dtýMtěnu; přoéhášk 
x2 protějším vrcholem druhého, ř d ^ 

;*} B. StúrmtDie 3Qehre von dem geoni/Verwanďtschaften#; I,, str* 
• 101—105. •;/:• .•-:•-- ..; / ;-.'K. -i ; •';•':••/ • ' •;-'':;;:^4v-':.v/:";'-" 
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degeneruje, poněvadž bodu CAX přísluší kromě lA2 též O2, tudíž 
celý paprsek lA202. 

Tvoří-li roviny x1 svazek o obecně položené ose p9 tvoří x2
l 

svazek o ose p1 a protínají strany AXA2
ZA2*A2 v perspektivních 

řadách 13B, . . . A14J5, . . . 7\UB9 Rady bodů 13c, . . . 14c, . . . 
uc9 . . . jsou projektivní. Obecně nejsou perspektivní, neboť kdyby 
na př. XA2 byl samodružný jakožto 13C, 14C, procházela by rovina 
x2* přímkou ZA2*A2; t. j . toliko, protíná-li pzA1*A1. Stopy rovin x2 

obalují tudíž v rovině s(^A2
zA2*A2) kuželosečku R1U

9 dotýkající 
se stran AXA2

ZA£A2. Dotyčný bod se stranou na př. ZA*A je 
v involuci UI sdružený s průsečíkem s rovinou (p1 . XA2). V rovině 
na př. (2A2

3A2*A2) dostáváme obdobnou kuželosečku R2U, jejíž 
dotyčný bod s *AAA je vuI přidružen průsečíku s rovinou (q . 2A2). 
Dotyčné body obou kuželoseček by splývaly, kdyby p1 protínala 
hranu XA2

2A29 t_ j . p hranu xA£Al9 obecně se od sebe Uší. Roviny 
x2, příslušné rovinám x1 svazku o ose p dotýkají se čtyř kuželo­
seček; stačí, uvažujeme-li dvě z nich: Roviny x2 příslušné rovinám 
xx svazku o ose p obalují rozvinutelnou plochu &1 třídy. 

OD3 transformací daných podmínkami Ol9 02,
 1/AiA, Kx na­

zývejme čtyřprvkovou soustavou. Vyměmme-H,prvek 4AL za prvek 
bA, dostáváme druhou soustavu čtařprvkovou. Rovinám xx svazku 
o ose p přísluší v prvé soustavě torsus 3ťí třídy 4.T3 rovin x2, v druhé 
soustavě obdobný torsus 5TZ, Každá společná tečná rovina obou 
ploch jakožto xx přísluší v obou soustavách téže rovině svazku 
(p) jakožto x2. Tyto společné tečné roviny jsou — poněvadž oba 
torsy obalují touž kuželosečku R12Z — celkem 4. Jim přísluší 
4 roviny xx svazku (p). 

Roviny xx, x2 pětiprvkové soustavy dané útvary O1? 02,
 1/5iAiK 

obalují dvě (nerozvinutelné) plochy été třídy JJ^, 772
4 a jsou jedno-

jednoznačně přidruženy. 
Protíná-li p na př.- xAx

2Al9 protíná pl XA2
2A2 a kuželosečka 

vyťatá stopami rovin x2 soustavy čtyřprvkové v rovině (XA2
2A2

ZA2) 
degeneruje ve svazek paprskový (kromě ZA2). Roviny x2 soustavy 
a/4i^4 obalují kužel kvadratický, obdobně i při soustavě (XA2AZA5A)9 

tyto dva kužele mají kromě roviny (XA2
2A2

ZA2) společné 3 roviny 
,tečné a bodem M (sdruženým v ±2I k bodu (p1. XA2

2A2)) procházejí 
3 roviny x2, jimž ve svazku (p) příslušejí 3 roviny xv Tyto 3 dvojice 
xl9 x2 vyhovují pětiprvkové soustavě x/5iA, kdežto rovině XA2

2A2
ZA2 

jakožto x2 přísluší jednak rovina (p^A^, jednak (pPAy) v obou 
soustavách čtyř prvkových, Čtvrťá tečná rovina plochy n^ přímkou 
p jakožto rovina xx je (p t-A^Ay), jíž přísluší jakožto x2 rovina 
(ZA2*A2*A2). Proto hrana 1A^A1 je jednoduchou površkou plochy 
nf, neboť každá rovina xl9 procházející touto hranou, je jedno­
duchou tečnou rovinou. 

V obou prostorech 10 spojnic prvků 1/5iA jsou jednoduchými 
površkami ploch resp. 11^, /72

4. 
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Leží-li přímka p v rovině fAMMi), leží p1 v ?AMM%)> 
roviny K2 tvoří v obou čtyřprvkových soustavách dva navzájem 
projektivní svazky, v nichž příslušné roviny K2 odpovídají téže 
rovině KV Přímkou p procházejí 2 tečné roviny plochy TI\* (obdob­
ně pro ti2), kromě (dvojnásobné) roviny (xAMMi)' 

V obou prostorech 10 rovin určených vždy třemi z prvků 1/5iA 
jsou dvojnásobnými tečnými rovinami ploch JJ^, i72

4. 
Vyměníme4i prvek 6A za *A, dostáváme obdobnou soustavu 

pětiprvkovou a obě mají vždy čtyřstěn 1/4tiA společný. K oběma 
jsou příslušné 2 plochy ZT-,4 a dvě /72

4, z nichž každé dvě mají vždy 
6 hran společného čtyřstěnu. Zbývá torsus 10té třídy J\1 0, resp. 
JV210. Na úplném,,proniku4£*) obou ploch je každá stěna společného 
čtyřstěnu čtyřnásobnou, na části „proniku" tvořené 6ťi hranami 
čtyřstěnu trojnásobnou, proto na torsu je jednoduchou.% 

Hlavní roviny šestiprvkového systému V6*A obalují Jtorsy resp. 
J1!10, r2

10, t nichž každý má 20 jednoduchých rovin tečných, stáno-
ných vždy třemi z prvků. Tečné roviny obou torsu jsou jedno-
jednoznačně přidruženy. 

Připojme družinu BXB2 jakožto 7 r a o u podmínku; Dostaneme 
celkem po třech plochách TI£ resp. 772

4. Vždy 3 plochy mají celkem 
64 tečných rovin společných, z nichž v každé stěně společného 
čtyřstěnu (1/áiA) je 2 . 2 . 2 rovin ztotožněno, celkem 4 . 8 = 32. 
Kromě toho jsou roviny promítající vždy 6 hran čtyřstěnu 
z bodů resp. Bl9 B2 na prvních dvou plochách jednoduchými, 
na třetí ploše dvojnásobnými, celkem 2 . 6 = 12. Zbývá 20 rovin, 

6 koincidencí a 1 družina, nebo 7 družin (kromě Ol9 Ú2, K) 
stanoví 20 transformací. 

(Nebo: Torsus iY° má s třetí plochou Ht* společné 4 roviny, 
jež jsou na něm jednoduchými, na 77^ dvojnásobnými, celkem 8, 
12 rovin promítajících z bodů resp. 5A, *A 6 hran čtyřstěnu (74i-4) 
jsou jednoduchými na rx

10 i na 7T-4. Zbývá 40 — 8 — 12 = 20 rovin). 
* 

La construction des transíormations quadratiques de Fespace, 
satisfaisant a des conditions données. ^ 
( E x t r a i t de Tarticle precedent.) ^ ; 

Étant donnés: les deux points principaux, quatre couples de 
points ou quatre points unis, les cónes principaux et un pian prin­
cipál, la transformation d? Cremona, quadratique dans les deux 
sens, de 1'espace est détěrminée ďune maniěre umvoque. Les 
plans principaux de toutes les transíormations quadratiques, don­
nées par les points principaux, par einq couples de points ou par 
autant de points unis et par les cóhes principaux, enveloppent 
deux surfaces de la 4e eíasse; ces plans enveloppent deux torses 
de la lOe classe, si six couples (ou six points uňis) sont donnés; 
enfin, sept couples déterminent 20 transíormations; 

.- *) Ve smyslu duálním. 
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