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Projektivní zobecnění Snellidva úkolu. 
Dr. Jan Schuster. 

Snelliův úkol v euklidovské rovině formulován jako určení 
bodu jako průsečíku tří kruhových oblouků, z nichž k^ždý se 
klene nade dvěma z daných tří bodů, a příslušné obvodové úhly 
se doplňují na 360°. 

Projektivní formulace by tedy byla následující: Dány tři zá
kladní body (1), (2), (3). Kruhovým bodům v nekonečnu nechť 
odpovídají další dva body (4) a (5). 

Nad každými dvěma z prvních tří bodů a nad body (4) a (5) 
lze vésti kuželosečky dvojpoměrů Al3 A2, A3 tak, aby se navzájem 
proťaly v jednom bodě, a jest určiti jeho souřadnice. 

Z toho ovšem plyne, že dělicí poměry nemohou být libovolné, 
nýbrž jsou vázány jistou relací, již hned udáme! 

Poněvadž každá kuželosečka je dána čtyřmi body a dvojpo-
měrem, nabízí se užíti pro kuželosečky vyjádření jich jako členů 
svazků, určených páry přímek, při čemž hledanému bodu při
soudíme souřadnice bez indexu. 

Píšeme-li rovnice kuželoseček ve tvaru 

K^ 
x> У> z 

xг> Уг> zй 
XІ> УІ> ZІ 

• 

x> У, z 

xг> Уг> zг 
xь> Уь> zь 

+ K 
x> y> z 

xг> Уг> zг 
XІ> УІ> ZІ 

• 

x> У, z 

X2> У%: Z2 
xь> Уs> ZЬ 

к2~ 
x, y, z 
xг> Уг> zг 
Xi> Уi> ZІ 

•. 

x> y> z 

XV Уl> %1 
xђ> Уь> zь 

+ Һ 
x> , z 

xi, Уi> zi 
Xi> Уi> Zi 

• 

x> У> z 

xг> Уг> zг 
xbьУь>Ч 

к*~ 
x> У, z 

xi> Уi> zi 
XІ> УьЧ 

x> У, z 

xг> У%> ?2 
xь> Уь> zь 

+ Һ 
я> У> z 

xг> Уt> zг 
XІ> УІ> ZІ 

x,. yi z 
xi> Уi> ^i 
xђ> Уы %ъ 

= 0 

-=- 0 

^ 0 

(1) 

ukazují hned jako první důsledek, že mezi/dvojpoměrý platí: 

- ; khh + 1 =* 0.; ;•; : ,\- / ' •;..••••;•- (2) 

Souřadnice hledaného průsečíku plynou pak^ řešením rovnic (1) 
podle souřadnic ÍT, yyz. Je sice počettěchto rovnic nadbytečiiýr 
ale v této okolnostiprávě nalezneníe usnadnění ůkoíti právě tak 
jako v půvqdnílft: úkolu Šnellíově* ^ > ; > ;• ; ; vf; 



Ì 02 

Zaveďme pro snazší označování pro minory determinantů v (1) 
velké písmeno, souhlasící $ příslušným prvkem prvního řádku 
s indexy obsaženými v ostatních řádcích. Pak je na př. 

Kx - (xXu + yYn + zZu) (xX^ + yY„ + zZ*) + 
+ Kx (xXu + yYu + zZu) . (xX2S + yY25 + zZ^) = 0 

nebo po rozvinutí 
Kx ~ sfiMt + xyNx+. y*Px + z (Qxx + Rxy) + z*Sx = 0, (3) 

kde 
M\ '= Xu X35 + Xx Xu K25, 
-* 1 === -*24 -*35 + *l Yu Y25, 
Sx =- Zu Z& + AtZu -Z25, 
Nx =-= Fg4 X35 + F35 Xu + Xx (Yu -K25 + F25 Xu), 
Ql == ^24 -^35 + ^36 ^ 2 4 + ^1 (^34 %25 + ^VS %u)> 
Rx = %u Ym + Z& Y& + Ax (Zu 7 2 5 + Z^ 7^). 

Když provedeme tyto úpravy pro všechny tři kuželosečky 
Kx, K2, K3, můžeme z těchto tří rovnic vylouěti z, z2 a vznikne 
rovnice 

x*Mx + xyNx + y*Pv Qxx + Rxy, 8X 

x*M2 + xyN2 + y*P2, Q2x + R2y,82 = 0, (4) 
x*Mz + xyNz + y*Pz, Q3x + R3z, Sz 

což je kubická rovnice pro iřrčení poměru yjx. Ale nám netřeba 
ji řešit úplně, neboť víme, že všecky tři kuželosečky jdou oběma 
body (4) a (5). Stačí nám tedy rozvinout součinitele při x* a yz] 
z čehož plyne rovníce; . . ' ' * • • 

Px, Rx, 8X 

Pь R%,' 82 
:. 

í з > R&> &з 

Җ> Qг> A 
M3, Qг, Sг 
Ma, Qa, S, 

X X± X§ 

y~yly& 
(б) 

= o 

Opakujme týž pochod pro souřadnice y, z, totiž vylučme x. 
Přepisem© Kt na; "'.'/' ••.''••• 
•,/ Kt"s ý^Pí + yzR1 .±z*8i +: * (Nj» + &z) + &MX =-= 0, 
což dá: 

y*Px + tfRx + z*St, N^ + Q,z, Mx 

y*Pz + y*R2 + 2-sř, N2y + Q&, M2 

• y*P9 + ylR3 + 2*s3, tf3Ž/ +-gy-., Jř 3 

a odtud pak vznikne: v . 

^ # 2> (?$> M% 
ř « / ^ 3 Í #*> &* 

, s Obrátíme-lí pořad sloupců v obou d e t e r a ^ ^ ne-
změní s^ jejich poměr a řešení lze psát-̂ Jia&b'̂ i&ái&rařír:A-f->-*-':- '̂ v.r.-;v-' 

P» җ, мг 
p%, җ, мг 
P» җ, ма\ 

УУІУS 

• • : * * & ; 

(3') 

(4') 

(6ř) 



XXĄX5 

Px, Rx, Sx 

P2> Җ> &% 

Fз> ^з> ^ з 

yyiVi 

MV o,., s, 
M2, Qt, S2 

Má,Q3, S3 

ZZ.Z, 

Mv Nv P. 
Mг, Nг, Pг 

M3, N3, P, 

103 

(6) 

Tím úkol rozřešen. Výrazy se nedají obecně zjednodušit. 
Jisté zjednodušení je možné, když se body (1), (2), (3) zvolí 

za vrcholy souřadného trojúhelníka, takže 
xx — y2 —- z 3 —— x, yx —— Zi -—— Zo — x2 ——• xz —-- yz -— u, 

Mx = —* záy5 —lxy^z5 P2 = — z4z5 — X^x5 Sz = — y4#5 — ^ a ^ * 
P1 = S1 = M2 = S2 = Mz = Pz = 0, 

Nx = Z4#5 -f ^ Z ^ , Ol == *4Ž/5 + ^4#5>. -Rx = — #4*5 C1 + *l)> 
^2 = ft*5 + JtfiJfa #2 = — Ž/4Ž/5 (1 + A,), . iř2 =- #4ž/5 +^4*5> 
N3 •-= — Z4Z5 (1 + A3), Q3 = 2/4% + faú/t* #3 = 4̂*5 + 3̂*4*5, 
a úměry (6) přejdou ve: , 

**4*5 11, yy&h ' ZZ4Z5 
RXP;SZ MXQ2SZ MXP2N, ' • . ' • . . - ' 

nebo 
v # y ' < ' z 

(1 + A,)PA ( l + A ^ l f , . .( l .+ ^ J f A ' (6') 

Kdyby bod (x,y,z) ležel na Kuželosečce, určené body (1) 
Í2), (3), (4), (5), stal by se úkol neurčitým, neboť by se yšecky 
tři kuželosečky ztotožnily. Tento případ odpovídá kritické kruž
nici, stanovené třemi základními body v prvotním úkolu Snéllióvě. 

' . ' * ' • ' • , • * ' * • 

. Généralisation projective du problème de la earte, 

(Ex t r a i t de l 'art icle précédent . ) 

L'auteur donne une interprétation générale du problème de 
Pothenot en remplaçant les deux points circulaires à Víníini pár 
deux points quelconques du plan et en remplaçant chaque cercle; 
mené par deux des trois points de 'base* lieu dessommets dès 
angles visuels constants, par une cpniqueV Heu des centres des 
faisceaux, ayant le rapport aiiharmonique coîistaixt*qui projettent 
deux des trois points fondamentaux et les deuxr pointâ ^ susdits. 
Lé produit des trois rapports à 
égal à -r^ 1. '-":.••••• •' • ''••'->• ••.'~-'V-.- .'•':: -, .'•' :-Cv::''̂ *:^V''':.. /,>•//'•;/;' > v' /. .' 

1Uè jprobièitie consiste dans la résolution de: ťrois équation^ 
quadratiques homogènes qui ne sont pas indéjr^nciatitès etja!esť 4 
grâèe à cette eirconsťanee que la solution s'achève linéairement,^; ^ • 
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