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Kolineace kubickych kiivek harmonickych
a ekvianharmonickych.
B. Bydovsky.

1. Zndm4 vlastnost obecné kubické kiivky rodu 1, vyjidiena
existenci 18 kolineaci, jimiZz se tato kiivka reprodukuje, plyne
snadno z obecné teorie ]ednoznaénych korespondenm na této
kiivee, zvladté kdyz se k tomu uZije eliptickych funkei;!) také lze
k tomu uZiti teorie skupin bodovych na ktivce.?) B&zi-li viak pravé
jen o kolineace kubické kiivky, lze k uvedené vlastnosti dojiti
. cestou zcela elementarni, ktera neopousti pudu algebraické geo-
metrie kfivek; zaroveil se pripady kfivky harmonické a ekvian-
harmonické odlisi od pripadu obecného zptsobem zajimavym a
 jednoduchym. To je obsah tohoto élanku.

2. JestliZze se dand kubick4 kiivka rodu 1 — jez tedy je jedno-
duchd — reprodukuje kolineaci, pak se touz kolineaci reprodukuje
jeji Hessidn (jenz s ni nesplyva), druhy Hessian atd., zkratka
. viechny postupné Hessiany. Jestlize fada postupnych Hessiani
obsahuje alespoii dva-¢leny rizné navzajem a rizné od kiivky dané,
obsahuje svazek syzygeticky (totiz svazek kubik prochazejicich
viemi inflexnimi body dané kubiky) t#i prvky, které se reprodukuji
. touto kolineaci a reprodukuje se tudiz kazdy prvek tohoto svazku.
JeZto Hessidn neni totozny s kiivkou danou, jsou jen dvé moznosti
pro to, aby kiivka i s fadou Hessianu se redukovala na dva ¢&leny:

@) Druhy Hessidn je totoiny s k¥ivkou danou; tato vlastnost.

charakterisuje kubiku harmonickou.

b) Druhy Hessidn je totoZny s prvnim Hessidnem, ktery se
pak rozpada na inflexni trojstran dané kubiky; tato vlastnost
charakterisuje kubiku ekvianharmonickou.

Pro kazdau kubiku, jeZ neni harmonicka ani ekvianharmo-
nickd a kterou budeme nazyvati struéné obecnou, plati tedy véta:

1) V. na p¥. Klein-Friche: Vorles. iiber die Theorie der elliptischen

Modulfunktionen. II, str. 239—242.
2) V. Enriques-Chisini: Courbes et fonctions algébriques, str. 326.
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Kazdd kolineace, kterd reprodukuje obecnow kubiku rodu jedna,
reprodukuje také kaidou kubikw prisludného syzygetického svazku,
2vld$té tedy také kazdy inflexnt trojstran této kubiky.

Vezmeme-li jeden takovy trojstran za souradny, lze vhodnou
volbou jednotkového bodu deséhnouti toho, jak zndmo, aby ktivka
byla vyjadiena rovnici

2?4 2 + x5® + 6ax 2y = 0 | (1
Kolineace, ktera reprodukuje tuto kfivku, reprodukuje také,
podle véty pravé vyslovené, trojici paprski
T, 2,23 = 0;
ma tedy tato kolineace nuths tvar
Xy Xyl Xy =y X'p 1 AT ATy, (2)
kde A, 1, k je libovolnd permutace indexii 1, 2, 3. Touto kolineaci -
se musi reprodukovati také kiivka :
H z® + 2 + 2 = 0,
jez nalezi do syzygetického svazku; z toho plyne, Ze koeficienty a,
jsou tfeti odmocniny z jedné. Koneéné, jeito se touto kolineaci
mé reprodukovati kfivka (1), kde @ 3= 0 (jinak by to byla kiivka
ekvianharmonickd), musi soudin a,a,a; byti vidy roven jedné.
Z toho vieho plyne:
Obecnd kubickd kfivka rodu jedna se reprodukuje osmmndcti
kolineacemi; je-li kfivka ddna rovmici (I), jsou tyto kolineace vy-
jadreny rovnicems

Ty iy =2 2y
Ty %y Xy = X'y ak’s : a?x'y
Ty Ty Xy = X'y a2 ax'y,

kde h, ¢, k je libovolnd permutace indexi 1, 2, 3.

Pfi tom ¢ je imaginarnf tieti odmocnina z jedné.

3. Je-li kubickd kiivka ekvianharmonickd a zvolime-li jejt
inflexni . trOJstra,n jenz je zaroveni Hessidnem, za souradny, je
vyjadiena rovnici

2 + x® + _

Kazda kolineace, jez tuto k¥ivku reproduku]e reproduku]e'
tudiz také trojici os soufadnych a ma proto tvar (2), pfi femZ
koeficienty ar jsou, jak plyne z tvahy ptedch. odst., tfeti od-
mocniny z jedné. Je tedy dokdzana véta:

Ekvianharmonickd kiivka kubickd reprodukuje se 4 kolineacemi
Xyt Xyt Xy = &'y ™ ¢ o'y,

kde h,i,k je hbovolna permutace mdexu 1,2,3a mn=20,1,2..
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4. Zbyva piipad kubické kiivky harmonické. Jezto teorie této
kiivky je celkem mélo béZind, odvodme jeji rovnici podrobne.
Hessian kfivky dané rovnici

2 + 2 + x5 + 6axy 2,25 = 0
ma4 rovnici
z? + 2 + 23 + 6a’'zy 22, = 0,
kde
‘ 6a’ = — (1 + 2a3) : a2
Hessidn této kiivky je pak obdobné
a'? (z® + 2 + 2°) — (1 + 2a%) 2,223 = 0
a podminka pro kfivku harmonickou tedy zni
— (1 + 2a®) :a'? = 6a.

Dosadime-li sem za a’ a upravime, dostaneme pro a rovnici
64a® 4 168a8 + 12a3 — 1 = 0. (3)

Nékteré kofeny této rovnice miiZeme ihned udati. Nebot
ervka, kterd splyne se svym prvnim Hessidnem, splyne také se
svym druhym Hessidénem; feSenim rovnice (3) musi se tedy dostati
také kiivky totozné se sv;’rm Hessidnem; pro ty plati, jak se snadno
nalezne,

8a® 4+ 1=0.

Levs strana rovnice (3) je tedy délitelnd levou stranou rovnice
pravé napsané; po déleni dostaneme rovnici

8as + 20a® — 1= 0

jako vlastni podminku pro kfivku harmonickou. Reseni této rov-
nice da

a=(+)3—1a:2,

kde o; znamensg kteroukoli tfeti odmocninu z jedné. Je tedy rovnice:
harmonické kubiky na pr.

z® + x® + xss =+ 3 (V3— 1) 22,25 = 0. (4)
. Jestlize se tato kiivka reprodukuje né&jakou kohneaci, repro-
dukuje se ji také jeji Hessidn, coz je zfejmé také kiivka harmo-
nickd. JestliZe se touto kolineaci reprodukuje jesté dalsf{ kiivka
syzygetického svazku, reprodukuje se kazdi a tedy také mﬂexni
trojstran
2, 2,xg = 0.

Ale takova kohnea,ce je nutné jedna z 18 nalezenych v odst. 2.
Jestlize tedy existuje dalf kolinesce, jiz se harmonické kiivka.
reprodukuje, nemize se j{ reprodukovati inflexn{ trojstran pravé
uvedeny, nybrZ tento inflexni trojstran musi se pfevadéti v jiny -
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inflexni trojstran. Snadno se shleda, Ze jiny inflexni trojstran je
dan rovnicf
2%+ 23 4 2 — 3Ty = 0

¢ili, rozlozime-li tuto rovmcl
(% + Z; + x3) (2, + axz + a?x3) (2, + a2, 4 axg) = 0

a je tedy nasnadé, zkoumati kolineaci

’
x1=x:1+xlzl+x3 )
z2=x1+ax2’+a2x,3

’
z3 = 2’y + a®2'y + a2’

Jednoduchym vypoétem, ktery ponechdvam &tendii, potvrdf
se, Ze touto kolineaci se kiivka (4) reprodukuje. Takovych kolineacf.
je pak 18. Nebot uvaZované inflexni trojstrany jsou libovolné,
a co plati pro né, plati pro jeden z nich.a libovolny dalsi; zdrovei
lze jeden inflexni tro; stran prevésti kolineaci ve druhy Sesti zpusoby,
jak &tenat snadno uvaii.

Ctverec kolineace vyse napsané je

Ty i Xyt ky = &'y X'y,

t. j. involuce, naleZejici mezi 18 kolineaci odst. 2; je tedy uvazo-
- vana kolineace kvaternarné cyklicka

Vysledek této ivahy muzeme tedy vyjadriti vétou:
Harmonickd kiivka kubickd reprodukuje se celkem 36 kolinea--

cems.
*

Les homographies reproduisant la cubique harmonique et Ia cu-
bique équianharmonique.

(Extrait de l'article précédent.)

L’auteur donne une démonstration élémentaire, ne sortant pas.
du domaine algébrique, du fait connu que la cubique plane générale
se reproduit par 18 homographies, ce nombre augmentant respective-
ment de 18 ou 36, si la courbe est harmonique ou équianharmonique.
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