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Dans cette formule B; , est un nombre auxiliaire qu’on calcule

simplement a Paide de la formule (11). Le second terme du deu-
xieme membre donne la correction, qui peut, dans certains cas,
étre supérieure au premier membre. La formule (14) se préte
bien, vu sa forme simple, & des calculs collectifs.

Prispévky k nauce o Ctyisténu.
Napsal Dr. Jan Schuster v Praze.

1. Neddvno vydand price Rudolfa Sturma ,Uber das grosste
Tetraeder, wenn die Inhalte der Flichen gegeben sind“ (J. fiir die
reine und angew. Math. (Crelle) 1922, Bd. 152, str. 90. nésl) je
podnétem k této publikaci. Sturm vychdzi z pojedndni v Baltzerovych
yElemente“ a jDeterminanten a uZivd jako pomiicek cosini1 vroZném
sinu a C&tyfdhelniku pfidruZeného ke sténdm Ctyfsténu.

Pfi svych tivahdch se pfidrzim vyhradné svych method pogetnich,
obsaZzenych jednak v ,Einige Bemerkungen iiber das Tetraeder“
Zeitschr. fiir d. Realschulw. 1917. XLII, jiZ cituji jako I, jednak v préci
»O CtyTsténu nejvétsiho obsahu, v némZ diny velikosti stén“, Roz-
pravyl Akademie v Praze ro&nik XXVIL, & 30. z r. 1918; cituj
jako 1L

Pokud se tyfe Sturmova tvrzeni (. c. § 3.), Ze pfi danych
velikostech st&n jsou prot&jsi dhly sténové spolu vdzany, odkazuji
na Il rov. (b), kde odvozeno obecné.

V 1. odst. se zabyvd Sturm Ztyfsténem max1mzilmm, kde
t = A% A% AY
Tento pfipad je trivialni feSeni mych rovnic II (3), nebof se splni pro
x=B+C, y=C-+A, z=A-+B,

z CehoZ

A+B+c=5a <p=—(BC+CA—[—AB)=v—— %(%——E)

Dle 11 (9) se rovnice I (10) vylougenim pfisluSného korenoveho
initele sniZi na .

gwa—w(—z—E-}—§)+ ¢{}(’—§—£)2——6“§}+

O
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4
Definice veli¢tin ABCK ze 1l ndm daji:

1 A 2 . o9 1 2 '0 9 9
g(*iil — A% — A% ‘1'_3 /—"*)zg‘(ﬂﬁ + Zl'z"l‘./_\s's + A2,

nebot F= 4(5 — E> —kVg

neboli /.2 -+ 7.2, + A% = A2, jakoZ svrchu vytleno.’
Ze jde o maximum absolutni, dokdzal jsem ve II nerovnosti (8).
Ze pfi maximu jde o Ctyfstén kolmohranny, dokdZu ndsledovné:

2. Podminka kolmohrannosti se ve hrandch vyjadfuje rovnicemi
at-tar*=b2-1-pr=c2+4-c"? €))
Cili dleI'(9): : ‘
M+ Moy =M,, + My, = My, + My, (2)
coZ lze dle 1 (4) prepsat na A
My=— (A% — A% 8 x (A% +4%) — 6
a dle (1)
M,=—16(B+Cr+8x (A A%+ AY) —16x2
Podobn&
My, =— 16 (B—C)248x (A% -+ A%) — 16 x2
z CehoZ dle II (1):
X — XKL B Cr=yt— Kyt C )
+A=2—Kz+A 1B
Ale dle 1I(1) je
x*—Kx=x (x —K)=—x(y+2),
takZe je prvni &4st ve (3), uZijeme-li jeSt€ II (3),
—x(+)+ B Cr=-B— (429 B (=29,

a nezdvisi na x,y, z, &imZ dokdzdna stejnost vyrazit (3) u Ctyfst€nu
maximdlniko a jeho kelmohrannost.

Touz podminku vSak miiZeme odvodit jinak.
Budte (1, u, 7, &) a (4, u, #, §,) soufadnice pat vy3ek na sténach
Ay a A, Pak plan
Aottty & =01 A, cosy 1 Agco8f 1 A, COS @
CAytugiwiE, = A, cosa: A,cos B Ag cosy 0.
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Oba stfedni &leny na pravo musi byti v témZ poméru, takZe
obecné plati:

cos ecos e == cos § cos 3 =cos ycos;". {4)
Znasobme &islem 4 /., 2. A, A, a ufijme rovnic I (1). Pro prvni
flen pak obdrZime:
(L +A%—4x) (L% + A% —4x)=
=RK+-4A—4x)(2K—4A — 4Xx).
KdyZ pak Zislem 16 ve (4) zkrdtime a oznalime ¥ spole€nou
hodnotu ve (4), prejde prvni Clen v

x‘l-—Kx—Aﬁ——};K‘—‘-———I/' . (3)
4

a dle 11 (1) jako nahore
1

—xy—xz— A+ Zkﬂzw

nebo ——B‘Z——Ci——Aﬁ—'r;Ki—{—2¢-=z,h. , (69

Tim jednak znovu potvrzeno, Ze maximalni Ctyrstén o danych
velikostech stén je kolmohranny, jednak ziskdvdme ndsledujici
poznatek.

Ddny-li velikosti stén Ctyfsténu kolmohranného, urdi se
ostatni &asti z rovnic tvaru (5), kde

(x=g)=rtv

‘atd., a po dosazeni do I (1) plati pro ¥ rovnice biquadraticka:

g VAL £V By 2V C Ay =0 (T

Ale uvazime-li, Ze dle (6') souvisi parametr ¢ z prdce Is hod-
notou v relaci 1
p—29=k*—F ®

vidime, Ze misto nepfehledného TeSeni rovmice (7) moZna vziti
propracované fedeni ¢ rovanice 1 (10) a prisiusné o vzit pak ze (6). .

3. V odstavci 5. pojedndvd Sturm o maximu Ctyfst€nu pfi danych
velikostech stén a jednom thlu. Bud jim tieba p, coZ vlastn€ zna&i
zndmé p.dle I (1) Dle Il (2) jde pak o extremum funkce

' x CB , . . s
U= Cgh =p:(x—B)(y-2)r2apc- AETPC
B Ap Pl pet c®

pri - xt+y=K—p:*
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Ale jezto z obdélnikii daného obvodu je nejvEtsi Ctverec, musi byt
2 ° = 2
Y—é—:y—A :][K—pcl—£b+A~} tEdy

pe Del 2_,_ e?
1 A*— B2
paa=x=y |K—pei—"05 }

! . B A

pimr = ke B

Podminka (4), omezend na hrany ¢ c¢’, plati jen v prvmick
svych dvou &lenech, coZ di
(Azl + A 4x) (&22_{_ AQS ""4x) =
=(A%+ A —4y) (A5 L4 —4Y),

tedy A% LT AL AR — AN AL — AL A, —
— 16 (x—y) K+16(x*—y9) =0,
nebo
2 B*— A®
(L2 — A%) (A% —Z_l)'—-lﬁ———— -K
Pc*
Bz—A:*
+ 16 (K—p.2) —5—.
De

Cleny s K se rusi, ostatni jsou :

(A% — A%) (A% —A%)—16(B*— AY) =
=4(A+B) 4 (B—A)~16(BQ4A2):0,

¢imZ tvrzeni dokdzdno.

4. Nyni se obrdtime k tikolu extrema Ctyfsténuy, pnsluéného
k prostorovému 4 tihelniku o hrandch a a' b b'.

Aby se stal dkol formdln& soum&rnym, pfepi$me formuli (863
v ,Nauce o StyFsténu“ od Ant. Sourka ve tvar:
144 T>=2 (a2 a") 206"+ 2 (b2-+0"2) a2 a"’—+~
+cic'ic"r—c2 (a2 b? + a*b’®)—c?(b2a 2
—+azb?)— " (a2 a2+ b 0),
kde jsme zavedli tfeti thlopficku ¢” podminkou:

ettt =ar++ a2 b+ b 8.

Formuli pro ob]em doplnime tak, aby. pfi c2, ¢2, ¢"* stély dpiné
tverce, t. j. pfiddme vSude —2aa’ bd', a px"xéteme odpovidajici
vyraz, jenZz se dle (8) rovnd : ,

2aa' bb' (a2 a2+ b2--b9),
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k prvnim dv&ma, tak Ze pak Clen prosty fihlopfi¢ek se dd psdt:
2(a2+a?) bbb (b0 +aad)y+2(b2+b)aa (bb'+aa)y=
=2(aa +bb) (ab'+ba) (ab—+a'b)
a objem lze psit ve tvaru determinantu II (2):
l c? aa+-bb, ba+4ab"

144T=| ad' 4-bb, ¢* ab+4-a'd @)
ba'tab, ab-+ab, "
Maximum se tedy fesi z (8) a (9) pfesn& dle prdce I, je-li

ct=x =Yy, c?=2z
VyS3etfme tihly y a ¥/, leZici pfi tihlopfickich c a ¢’ v pfipadé maxima.
K tomu tlelu dosadme do I (1) vyrazy pro stény A, A, ap., totiZ
16 A% =4a*b> — (a>+ b2 — )
16 A2, =4a"b" — (a* b —c?)?
64pct=4c*c*— (a*+a?— b2— by,
coz d4 na levo
16 (A2, A2 —4p.2) =2 c*(a* b2+ a>-+b?) —
—(a>—b)2— (2? —0"*)—2c* —4c2c?+
+ (a2 + a'?— p2 — b'e)¥
Ale dle (8)je prvni Elen na pravo, spojeny se &tvrtym a patym,
2x(y+2)—4xy=2x(z—y)
a ostatni se rovnaji ‘
2(a2—b%) (@2 —b?)=2[(aa’+bb)—(bad +ab)]=2(C*—B*)
Celkem je dle II (3):
2[xz—B*—xy-+C?=0.

Druhd strana rovnice I (1) mfize mit jen cos y nullovy, tak ze je
y==90°, a podobné& se dokdZe téZ y'=90°, &imZ tvrzeni Sturmovo
(L. c. odst. 3.) dokdzdno. Zde se v3e rozsifi ina uhlopfitku c”, jeZ
vyZaduje pouze jiny sled stran &tyfahelniku.

To je ostatnd samozfejmym dasledkem toho, Z%e tkol neni
nez polarni obdobou tkolu uvaZovaného v § 2. Podmince (1)
odpovida

D2+ A2y = N+ A2, =4 p2.
Také tkol (9) mé trivialni feSeni extrema pro piipad
ct=ba +ab + ad+ b'b=(a+b)(@+¥b),
c?=(a—+0b) (e¢+0), c?=(a+a) (b=0),

éasopis pro péstovani matematiky a fysiky. Roé&nik LIIL 12
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takZe z (8) plyne podminka:

(a+b) (@'+b')+(ad+0b) (a+b0)+(a+a') (b+b")=
—_ ag+a' 2+ b2+b' 2}

nebo jetto 2(a-+b) (a'+-b)=(a-a +b+b ) — (ab)—(a’ +b')?,

a na pravo podobn& lze zavést dvojmoc C&tyfllenu a Sest dvoj-
ndsobnych soulinit sloutit ze Sesti dvojmocemi na levo, je

(a+a +b40b")=(a—b)? +(a b')? —}-(a b2+ (a—b" )+
+(a—a' )*+(b—b")"

5. Zavedeme-li na uzavfeném polyedru souhlasny smysl ob&hu
stén, takZe se kaZda hrana prob&hne dvéma protivn)’rmi sméry, a
prldruilme -li kaZdé st€né€ kolmy vektor délky rovné jeji velikosti
a namlreny na stranu kladného ob&hu, je soulet vSech téchto vektorii
nullou, t. j. tvofi uzavfeny polygon prostorovy (Mobius).

Tim zpfisobem lze pridruZiti éty¥st€nu fadu Etyrahelnikil prosto~
rovych, jeZz se riizni pofadim stran. Jejich Ghly hranové se rovnaji
sténovym u &tyfsténu.

BliZ§i tvaha ukazuje, Ze jen tfi z nich jsou podstatn€ riizné
a ostatni z nich plynou cyklicky. Schemata lze vystlhnout takto :

I Al YANS i AN Ae 11 Al As

[} 0 0 0 0 0

AS 0 A4 Ai 0 AB 'Aé 0 AZ'

Mé&rnd Cisla thlopfitek jsou plochy opsaného rovnob&Znosténu
g2 qsqc. Na pf. ve schematu | je vodorovnd thlopfitka

BH:=(12 =A%+ A% —2 A, A,c08Y =¢c?,
svisld  (13)2=(24)!= A%+ A% —2 A, A;COS f=q%.
Ze jsou kolmé ke stejnojmennym st&ndm, ukazuji hned dhly

, (9e 29 (95 24,
pro n&Z je Qe cos (g Ay) = L\, — AsCOSY,

promitnutim stran trojuhelniku (A; A, ¢c) do A,. Zndsobime-li
velilinou 2 A,, bude :
2 A, gc COS (gc A)=2A%—A%— A% +
+4pli=A%— A% +4P62

v souhlasu s 11 (k). Tim diikaz proveden.
Unloptitky &tyfihelnikdt L. 11, 1l se cyklicky permutup mezi
tremi, totiZ
gs de5  gc qa, qa qb--
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Uhly thlopficek jsou sténové ihly opsaného rovnob&znosténu. Uhly
sténové pfi hrandch A, 4. A; A, urCime takto:

V t&lese I je sténa (A; gc A.) kolma k priselnici stén ¢, a
A, ve Styfstdnu, t. j. ke hran& ¢, st€na (A,¢» As) je kolma ke
hran& &', takZe jest tihel pfi hran&€ A, roven a,. Podobng tihel st&én

(Ds ge) a (L. gv) je (CB)=a., dile

. I{(Lage) (L g)y =X (cb)=a,
F{(2g0) (2 g) }= X (cD)=a,.

Pfiléhaji tedy ke hrandm

A.1 'AQ Aﬁ A;
sténové thly a, a a, a, v I Ctyfihelniku,
' b, b, by b, ve IL ” (10)
¢ € ¢ ¢, ve lll ”

a vSude ku qu ger gc Ghly (a @), (bd'), (cc).

Velikosti stén urleny funkcemi My, udanymi v L str. 267. a
269, qebof na pf. st€na (A, Az ¢c) jest ddna rovnici:

16[12]2 =4 A% A22_'(A21 +IA?‘2 — g =M,,.
Pro stfedni fez =,,, rovnob€Zny ke hrandm A, A,, plati:
64 T4 =4A% A% — (A22 '{“ A% — qp® "'.qtz)%

Jezto je dle I (2) zdvorka rovna (ga*— A%, — A2,), plati 6472, = M,,
a 64 n2,, = M,,. .
Ale pro stfedni fez =4, rovnobéZny s g» a ¢, dd obdoba
véty 1 (2):
6472 c=—M,, — Mys + M, + Mys 4 Mas+ M,
Jsou tedy 16-ndsobné &tverce stén v pfidruZenych Ctyfsténech :

v I MSL, M]‘), MEL MSL .
ve I M23 Mu Mu Mn (l 1)
ve IlI Mgg M13 Mu Mu; .

- a 64-ndsobné Ctverce stfednich fezii:

v I - Mu— M2s +M31+M24+M12+M34’ Mm Mss .
ve I My, Moy +M,,— M, — Moy +M,, +My M (12)
ve III My, My, Mo~ My My 4+ My, — Mys — My

’ ' ©12%
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Objemy vSech pfidruZenych &tyfsténd jsou stejné, a daji se
uriti formuli (9), kdyZ oznagime

A= AN A.}"}"‘L‘_g Ay B= Do -/—\4+A1 Ay

C:‘:Aa fl4+L\1A2; (]3)
ve tvaru
144 V2= g, C B
" C g A , (14)
"B A g “

Ale poSineme-li ve 4-Gihelniku (A, A, Ay A,) hranu A, podél*
£y, vznikne frojhran (A, A, A,), jenZ ma roZny sinus E, (viz. l)
a dévd pro obsah hodnotu [l ()]

1
V:"ﬁ‘ JAPRVANWANY 9
coi dle | (e) da: :
' 1 9., 3.,
V_—ﬁ—.~2—T.—4T. | | (15)
Tim vystiZen vzdjemny vztah sdruZenych &tyfsténil.

K maximalnimu Etyfst&nu, kde jsou protéj§i hrany kolmé, patii
maximdini pfidruZeny 4-stén, kde sténové uhly pii dhlopfickdch
Ctyfahelnika jsou pravé, jak zjiSténo v odstavci 4.

Diéle plati theorem: Ctyfi vektory v prostoru mohou
ddti 4-ihelniky, jejichZ Ghlopfi¢ky jsou vidy dva
z dal§ich tfi vektori. Soudet Etvercti vektordi ihlo-
pfitkovych jeroven soultu Ctvercd Etyf stran.

Formule I (3), kdyZ do ni dosadime hodnoty 11) a 12) za obsahy
stén, prejde ve

—2(48V)yr=—-2(6T)*= 11 1 1

0 ;

: 1 4M31 Ml_g ngbc : M‘Jﬂ

! 1 MI-L 4M13 Mgg ﬂ;gbc ‘ ([6)
1 % Mg 4M24 Mm :
1

My, A% My, 4 M,

a podobné daldi dvé.

6. Vyznam formule (14) se jinak osvéili, kdyZ pokldddme
qakgb q. za stfedni fezy nového rovnobéZnosténu o sténdchd, d, d, d,,
takze .

d*— a2, — a2, +d?, =84, —d*, +ad*— & +d?, =8B, ]

— ) —d% +d% +d, =8 C, & f-d%b - d% - = (17)

=4 g ) =16K = 4(A%+ A% AL+ AW
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Pak mdme se zfetelem na (13) -

T =00y — L+ Ly, l
+dy = — éx‘!“iﬁzfﬁ;g—[-ﬁ;,, (18)
idsz_&l_ﬁi+éa+é4 .
id4:LI—f—A2+L3+&4~

Tyto velifiny ukazuji, Ze tikol urtiti Sty¥stén maximalni, ddny-li
(a) stfedni fezy p.psp. a jedna sténa, na pf. A,, pfi Cem% jsou
proménnymi parametry A, B, C s danym soultem

A+B+c=£"K

~ nebo ('b) ddny-1i stfedni Fezy a povrch dy=A,+ A.+ A+ A,

pfi CemZ uZijeme formule (14) s vedlej§i podminkou
a+Brc=20K

nebo (¢) dany-li dhlopfi€ky ¢ ¢’ ¢” a obvod 4-tihelnika

k=a+a+b+0,
pti femZ se uZije rovnice (9), a Ize mutatis mutandis zavést para-
metry a,=ab+a'¥, 3,=..,7,.., a vdzati je podminkou

2 —(c2+ 2+

@+ +y = 5 ’

se fesi doslovné stejné.

JeZto pfimé uZiti Lagrangeovy methody nedd vysledkii pri-
- hlednych, vedoucich k pohodinym zadvériim, provedeme na formulich
transformaci, jiZ vyloZim pro pfipad (a).

UvaZujme Ctyfstén, odfaty sténou A, od rovnob&Znosténu.
Jeho ostatni stény jsou p. p» p. a stfedni fezy se obdrZi z relacitvaru
A4p' 2 =pp2+p.2—2pspc cOS (Po pe)=ps2+p+2A
die I str. 270 a 1l str. 1. Dosadime-li je3ts (19,)
BA =pa*+ A% —ps* —pt =2pa+ A% —K
atd., prejde ve velitinach p's p's. p'c A, B, C, fikol na feSeni pro-’
vedené ve (1), kde .
4(p'2+p'p2+p'c?) =2 (pa*+ps*+pc*)+
2 (— L — A% — A% — A% +4A2¢)
+ 8 =4
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K+ A%
4

nebo L pRtptpe= (20,)

" Formule pfislu$nd pak ddvd objem polovi€ni.
V tkolu (b) zavedeme

4Pt =qs +qct =205 g €OS (g5 G0) = o g +24 |
84, =¢qs*+ d*, — g’ —g* =2 g’ + &, — 4K. (1%)

Tu jde o extremum

8 B G B |
BE=TT=1C e 4, 21
B1 Al p’L‘Z

pti ‘
4(P'lP+p2+pd)= 2{4 K+ %_ (4 d*, —a* —d?, —a* —d?,) }:

:2{4K+ —%(41124——!61()}:41(4-(12 (20,)

V iikolu (c) bude

4pt=crtcr—2c'¢ " cos (ccy=cr+c2+2a atd. '
8ay=ct+kr—c*—c"=2c2+d2,—4K (19)
4 K—— cz+c’°+c"") .

4(p'2+ps+p)=4 K+, ' (20,)

7. Rovnice 17) a 18) vlastn€ ukazuji, Zz se iikol extrema
pfenddi na novy Ctyfst&n, jehoZ st&ny jsou linearnimi funkcemi
daného. Ukol (a) se pak dd fedit pro danou jinou st¥nu neZ je
d, pti zndmych pq pspe. .

Takovy pfipad nastidvd na pr. pfi podmince

At Ay= A+ Iy (22)
Pro zajimavost poddme zde je$t& jiné reSeni tohoto tkolu.
Polofme A,=—A+u+v, Av=2i—u+v, Ay=—A—pu+v,
Ay=A+p+w,

¢mZ se (22) identicky splni. Ddle mdme:

8A=A21+Z_\.‘ “'__An"" —(A +Ag) (A1 Ao—’A3+
+A,)=8u», B_vl C=2u "

4(p+pe® +pf) = A%+ A% + A%+ AL =422+ p2+22).
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Jde tedy o maximum funkce

U——ﬂ ==pa° Au  Av

64 ‘L/ pb‘.Z l’l' :pa2 pb‘i pc‘l +212 ﬂﬂ P2 —
Y v pc* ! -

— pa‘l .ll: P2 o pb‘_‘ »2 /:2 ___p(“_* Zg 22

s podminkou 2t = K
Bereme-li 42, 2, »* za prom&nné, d4 Lagrangeova methoda :

2020 — Pyt — P A P=0=
/- LR 5

Pb') 5 pc-) |

a?— P2 e e — — PP =10
(\. 2/( 5| g PPty

Il

, . 1 1
a zavedenim X = A — »;;pﬂa, P=pu:— 2~~pb‘1,
z= sPety Xty+z=5K

dospivdme 1iplné k rovnicim II (3).
8. Jiny princip transformaéni ddv4 pfidruZeni t&Znic k plochdm.
Oznatme vzddlenosti t&%i§té od vrcholiy, jez &ini -31 t&%nic, u, u. u,

u, resp. a od stfedit hran u, u u.. Tyto jsou polovmaml té€Znic
hranovych.

Potom nam daji v&ty o pfi¢kdch v trojihelniku (Stewart)
. @=2Ww+tuy)—4u® a*=2W;+ud)—u,® atd.  (23)
Odtud pak je:
a*+a't =2 (v +uy +ur+ut) —8u,? atd. |
a?— a2 =2 (w2, +u2, —u2 —us) atd. ) [ (24)

Ale hrany opsaného rovnobé&Znosténu, rovné hranovym té€Znicim,
jsou dvojndsobky hodnot u,..., a stranami rovnobg&znikl s tihlo-
pfickami a o' atd., &mZ plyne:

8(ub“—uc ) =a2+a"?, 8(u+tud) =b+b", -
8 (U2 uq?) = c2--¢™? (25)
Je tedy dle (24):
16 (o2 +up’+ uc?) =6 (u? +u’+ v + 1) — 8 (® +u® + ucd),
'z Zeho¥ uut At 4t =4 (ulttuw + ) | (26)
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v obdob& k I (2), a mohou tudi? ddti vznik formulim pro obsah,
obdobnym se st&€novymi.
K tomu cili uvaZujme &tyfstén odfiznuty od rovnob&Znosténu
sténou A ,, kde jsou hrany rohu d,, ds, d; a protéjSi hrany a, b, c.
Formule pro objem (viz Sourek, rov. 84) se pak dé psat:

72T = 2dg* d* +dp> — > do>+d.2— b
D dprrdet—c? 2 dp? dp2+d.2—a* | (27)
L dettd? — b dltde—ae 2d.*
a odtud dle (25):
576 T =
|—a?— g+ b2 b2+ 2t o2 — 2 b— b2
c'r—c? a+a?t—b—b2r+ i+ a'?—az|(28)
b'*—b2. a®—a, a*ra? b2 Tb' - 2 —c"
nebo

a
1o':=b> a'—a a"

kde vyznam a” a b” jest obdobny s ¢".

12T:=
i 8 uy? Uy U2 — U — U2y b Ut — ) — Uy |
[Pt 0 — U — U 8uy? uz +uz, — ut,— uzy |(29)
Lty bt -t — a0t ut — U 8u,*

Tato formule je pin& obdobnd s 1 (12) nebo II (2).

Podobné dosazeni hodnot (23) do I (f), kdyZ prvni fddek
a sloupec, zndsobené postupné C&isly 2u?,, 2u2, 2u2%;, 2u?, resp.
odefteme od ndsledujicich, dd po vytCeni Cinitele — 4% vyraz
obdobny s I (3): ‘ '

9. 01 1 1 1
— oy = 9 g2 2 9
2 R Y/ SN/ PSS VR P
1w out ould up? (30)
:1 sz Ug~ llzg ucz.
C 1w uwp? ud ul

Prdvé ziskaného poznatku pouZijme pro Ctyfstény, kde prvky
Ak p jsou tdseky t€Znic. Tim obdrZime nové vyrazy hranoveé,
uZijice (23). Odtud pak dle 1 (m) (n) hodnota hrany, jeZ vstoupi
za @ a a' resp. jest: : .

= 16A"*=2[A% + A% —2p.?] l
g2=16=2[A% + A% —2ps. D
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Je-li V objem 4-sténu, vzniklého z I (3), kdyZ po dosazeni
uvedeme Cleny na dvojndsobky a pak odecteme posledni fidek
a sloupec, zndsobené resp. Cisly A, A, A; A, od prvnich &tyf,
obdrZime relaci:

. |0 1 1 1 1
288 Ve, 16 = ppe T | 0 £ B: A
1 £ 0 A B (32)
1 B A0 ¢
1 A2 B £ 0
- 81
576.V=.1 63——6~T*— (33)
— A — U2 4B - B g £’-—£" Y287
S 21’-;41 —B:_Brlgegn Az A |
‘ B:— B Ar— Az At {21”[B+~"-'~4Sl—‘£"-'

tak ze V=3 T

Od téchto formuli co hranovych pfejdeme ke sténovym jako
od I (f) kI (3). Sténa d,, omezena hranami A' B' €', m4 obsah d,,
dany rovnici:

—1602,= 0 1 1 1 0 1 1 1
|
| 1 O 8’2 B/‘l —.-——1_ 1 A‘ll pCZ pb_’
1 oer 0 A TI6 1 pr Ay pe | BD
2 1 B2 U220 1 per po® 2,
Pro stfedni fezy m, 7y 7, bude pak: .
64 T2 =42 A2 — (B2 - B2 — €2 — E2)2=
4
= 60\ (/__-1+L~) (A%+22) —2pa 2 A4 pet }—
__ (@dpy*—4pc)
64 '
Druhy &len na pravo nahradme soultem, piSice zail
| P e
prtpet— g (3 A2 — 4paty,
tak Ze po rozvinuti a sloueni s prvnim {lenem zbude -
: Y ’
—_— 2 2 o — 2 2y - 2 2 P—
64”02_‘.013 De 64 l(A 1+A4) (A?."l"As)f - (34)

= pb2 pcz — Az
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Pak jest:
0%y + 0%, + 0% + 02, = 4 (ma* + 70p* + %)
81 -6 — 1 ’3T)3~_l 01 1 1 1
a ——.Vi.16 _—-5.(‘8. =11 6w i
f 1 o7t 0% m® m* |(35)
L1 mp? et 0% mct |
. ‘F 1 7w m? mE 02,
Obdobou s 1 (12) je pak
'3T\® .
20} = - 3
2 ( . ) | (36)
8,2 523 -+ (524_ 621 —_ (52,_, 532 -+ 514_ 521 — 0‘23
02,402, — 0%, — 02, 8mp? 02, + 02, — 02, — 0% |
0%, 02, — 02, — 0%, 0% + 0%, — 0% — 0%, 8 71,2 }

Ale ur&ime-li trojihelniky, stanovené stranami A, A, a t&Znici
Pa, t. j. t8ZiS§t€m a hranou 4 22 atd., obdrZime prvky tvaru:’

M14:4 Agl A24 __(A'Zl '2‘ A24 - 16 9’[2)2 -
=4«/;21 Z—\-24—(A21 + A% —2&21’_ 2[—24 +4pa2)2:
=4 A4 AL — (L% + A% — 4py =

"0 1 1 1 2 .

1 0 A% 4pgt
ioAn 0 Az, atd. (37)
1 4p2 A2 0O

coz vede na formuli:

28 Q¢ Ts—1|0 1 1 1 1
1 0 Ml?. M]S Mu
1 My, 0 My M, (38)
T M, M;p; 0 M,
1 My M, M, 0

obdobnou s (32), a na dalsi
1 ' .

— Moy — My, + My, + M, "r“Mr: + M.u,, My, - M, MSI_M24
Mn”‘"Msu Mzs +M14_M31"‘M24+M13 +M34r Maz ‘Mu
Mal"“Meu Maz_Mu: Mzs + Mu."" MSI + M24. _Mx‘z - Ma-i-
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Tuto formuli miiZeme viak pst jeSté jinak. Je totiz

— Mo; — M, + My, + My, + M+ My, =
=32pa* —8pa: A+ (A — AL+ (A% — AZ)E —
—_ 32pb" + 8 pbz > A“"—(A'zg __/_\23)2 — (A‘zl —_— Azs)z__
~—32pct +8p2 I AT — (A% — AL — (LY — AL
Kdyz za 3 A? dosadime 4 (p,* +ps* + p.?), shrnou se viecky
tleny s p v jediny 64 ps2p.2 V kladnych &lenech ostatku nahradme

rozdily ve dvojmocich soulty, v ostatnich odd&lme dvojndsobné
soutiny od biquadratli, a ony nahradme souinem, coZ dd

(AN AL (A% + A% —4AY AN — 4 AY A —
—2 2A2+ 2 (A21 -+ A24) (A“,z + Azs)z (A21 + A24)2 -+
+ (A% + AR} —2[(A%+ AW — (A% + A% +
+2(A%+ A24)(A22j{‘ A%)=—(AY+02,— A2 — A\%)=—64 A2
Jsou tedy Eleny tuhlopfiCkové tvaru: ‘
64 (pp® pc* — A*) =64 2
. Ostatni se prepiSou na:
8 pe? (&Y + A% — Ay — A%) — (DY — O%) +
+ (A% —A2): =64 (AB—Cp?)
Méme tedy: .
2)4TS= pbzpcz___Asl AB__CpCz AC_pre
8 BA—Cp:* peipss—B* BC—Aps® (40)
: CA—Bpy* CB—Aps* pa*ps*—C* '
Radu t&chto formuli moZnd odvoditi téZ poldrnimi transfor-
macemi, ale vyli€eni pfislu$nych dkonft budi? vyhrazeno jiné
piileZitosti. _ o
9. Dle 1 (3), md& <Ctyfstén, jehoZ st€ny jsou o, ...

a stfedni fezy u, ... determinant pro objem rovn)’r——sz—1 74, jenZ je

dle’ (30) roven zase ——g« T2, z CehoZ

T=37w ~ , (41)
Proto dle (14), kdyZ tam provedeme udanou transformaci, bude

8174=072= |41 Ug U, U, Uy U U+ Uy Uy
ugu, + U u; - 4up? o, Uy Uy
Uy u, +uwu, U+ U U 4u.’

(42)
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Od formule (9) moZnd pfejit k nové formuli, uvdZime-li, Ze
pravé strany rovnic I (3) a Il (2) jsou v pom&ru — 32, a Ze je
moZna v (9) oznatit veli€iny

—a—b+a+b,a—-b—a +b, —a+b—a +0b,
' a-+b-+a' +b', resp. symboly
Dy Dy, Dy By,

tak Ze ¢, ¢, ¢” resp. stoji misto p.. ps, pe
Mime tedy v obdob& s 1 (3) formuli:

—2.(48T) =
0, 1 1 . 1
1, (—a—b+a +b) e c?
1, e (a—b—a+b), ¢, ¢
o ', cz, (—a+b=—a +b')2 "
1, 2, ' ¢ (a+b+a +b')

Ulohy o maximu mo¥no nyni roz&ffiti o tyto:

d) K danym té€Znicim vrcholovym nalézt maximalni &tyfstén.
UZije se rovnice (29)s podminkou (26) nebo rovnice (42) s danym
souctem ¢lenii mimo diagonalu, a tikol je zase doslovné provedeny
jako ve II._

e) Naproti tomu stanoveni maxima pfi danych t&€Znicich
Ug, Up, Uc
a daném souctu u, + u, + u; + u, = konst.

se provede dle vzoru rovnic (19)—(21).

ReSeni dkolu d) vede za® k jednoduché geometrické inter-
pretaci. Kdyz prepiSeme v t&Znicich podminku kolmohrannosti,
vyjddienou v odst. 3 st€nami, pak patrno, Ze souliny cosinll vzd-
jemnych sklont vrcholovych t&€Znic, pokud jejich roviny obsahuji
touZ t€Znici hranovou, musi byti stejné: o

cos (1, u,) cos (u, uy) = cos (4, 1,) €os (U, #y) =
= cos (43 u,) cos (u, u,).

Kdy? napiSeme v t&Znicich hodnoty trojuhelnikli, urlenych

hranami &tyfsténu a t€ZiSt€m, mame

16 3¢ = 4 w2 12y, — (0%, + w0 — @) =42 v?y— (2, + v —
- 2w - 2w + 4ut) = 4w,y — (P + 1, — 4 u,)?
“tedy '
16 (A2 - W) =— 32u,* + 8uy? (u2, + u?y + ut, + 1) —
- (u2‘1 ”“ u23)2 - (Ll21 - 1124)2
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ili dle (26) 32 (uqlus? + u2uc?) — [b* + ¢,

kde b ¢ maji viznam veligéin B C. Dle obdob s fesenim v préci Il
je posledni vyraz nezdvisly na pdrech protéjSich prvkii, a mame
tedy v maximalnim ¢&ty¥sténu

W2 Y2 = B + B = 62+ G (43)

Formuli (42) miiZeme odvodit téZ pfimo. PoSineme-li disek
téZnice u, z t&Zist&€ podél u,, vznikne trojihelnik s tfeti stranou 2 u,.
Po3ineme-li pak u, v jeho sméru o jeho délku pfes t&Ziste, a u,
0 2u, ptes t&Zidt&€ do koncového bodu posSinutého tiseku u,, vznikne
Ctyfahelnik, omezeny &tyfmi vektory, téhoZ typu, jako v odst. 5.
o n€m Dbyla e, a jeho thlopficky jsou 2w, 2 u., pfi jinych
posunech pristoupi jest& 2 u,, ¢imZ znovu ony véty dokdzdny. Potom
Ize pfimo formuli (9) pfevést na tento itvar. Pro maximum musi
dle odst. 4 byti thly sténové, pfiléhajici k ug, up byti pravé, t. j.
plochy A A’ resp. € € resp. B B’ musi byti v rovindch navzdjem
kolmych. Toto jest jen obménou posledni véty v odst. 4.

Na Ctyfahelnik o strandch (i, u, u, u, a uhlopfickdch 2 u,,
2 u. applikujme nyni tyZ postup, ktery vedl na rovnici (16).

St&ny jsou ddny rovnicemi tvaru:

4w w2 —(u + w?, —a”)= 16" A* atd.

jsou tedy ostatni stény U, € €, stfedni Fezy, oznalené p,, ps Pus,
maji hodnoty dané rovnicemi: »

pb = %pb:‘ 64p%, =4, v — (U +u? — 4 —4 U=
‘=42, 12, — (w22, —4up?] =16 B2, 64p2, =168
Uzijeme-li tedy pro &tyfstén, pfisludny 4-thelniku, formule I (3):
a pamatujerrie-li, Ze jeho objem je }i-objemu zdkladniho Ctyfsténu,
" budeme mit:
‘ 1 1 1 1
9

3 4 0
e 2(2‘7‘)“ 1 4)[_7 pbg R/ EBJ
1 pe® 42 B2 B2 | (44)
1 %Il }B-)' 4 (S_:-’- pb2
1

‘ B2 B2 Ds? 4@
a podobné dvé& daldi. Pfi tom plati
| A+ A2+ 62+ =py2 + B2 + B (45)

- Dal§j formuli pro T® obdrZime pfechodem od (14) k formuli
vztahem orthogonalnim pfidruZené s prvky 34) a 34').
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Je-li V' pfidruXeny objem, je

144 V’2:144.(32 vz)zz 144 .2 (5 T2)4 = (19’— T )8,

_ 16°\ 4 2
proteZ
(.'_5 7\ = 4m> C, B,
2 ) TG 4Amy A, (45)
B<_> Ae 4 7

Ay=0,6,4+06,0, By=0,0,+0,0, Cy=0,0,+0,0, ° (46)

Abychom méli tplné cykly téchto formuli, dosadme za M, do -
{16) jejich hodnoty z [ (9), tak Ze se zkrati (9 72)% a na levo bude

—512,3T)e=| 0 1 1 1 1

1 45> a” 16u @

1 a® 4c¢ o 16u,? (47)

1 16u,2 @ 46> a2

1 a® 16u  a® 4c"
Zde zavedeno u, dle (25). Podobné dal§i dvé formule se snadno
doplini. v .
10. K zdv&ru nemohu opomenout jisté obdoby ve vyrazech
pro T2 T4 T8 které tvofi zajimavé cykly co do platnosti pro
opsany rovnob&Znostén (determinanty stupn€ 3) a pro Ctyfstén
(det. stupn& 5) i vyrazy pro prostorovy <&tyfihelnik, pfi CemZ se
strany stfidaji dle toho, jsou-li prvky té&inice nebo hrany," stény
a fezy nebo plochy omezené t€inicemi, funkce hranové a pod.

Mozno pak sestaviti formule ndsledovng:
1(f), 28 , . 29, 30- 942 47 pro 712
32, 23 , 112, 13 - 14 44 . T*
38, 3940, 36, 35 46 16 . , T8
kde pod sebou stoji vyrazy tvarové stejné.
_V Praze, dne 18. tnora 1923. 1

*

Contributions & la théorie du tétraedre.
(Extrait de Particleprécédent.)
L’auteur reprend les raisonnements de R. Sturm, insérés dans

te ,Journal fiir die reine und angewandte Mathematik“, t. 152, p. 90
sq., sur les maxima, en se servant d’'une méthode purement numeérique,
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au moyen de laquelle il a réussi a élargir les problémes acces-
sibles, en les soumettant & un procédé caractéristique (publié dans
les mémoires de ’Académie de Prague en 1918). De plus, Tauteur
déduit un systtme de formules se rattachant au volume du
tétraedre.

Nékolik dikazi a konstrukci véty Pohlkeovy.
Napsal /. Sobotka.

1. K uvefejnéni této skromné prdce na tomto misté€ vedla mne
jednak okolnost, Ze uvedend vé&ta zaujimd mezi Cetnymi pojitky
geometrie s applikovanou mathematikou misto vyznamné, jednak
také vzpominky Casové. Jest tomu letos asi 70 let, co Pohlke v&tu
zndmou pod jeho jménem vyslovil a dokdzal. H. A. Schwarz, jeho
z4k, uvadi v ll. svazku svych sebranych spisli, v prvni své védecké -
préci: »Clementarer Beweis des Pohlkeschen Fundamentalsatzes
der Axonometrie“ z r. 1863, Ze Pohlke kolem r. 1853 vytkl a do-
kazal vétu, Ze tfi v rovin€ pod riiznymi dhly z jednoho bodu vy-
chdzejici GiseZky libovolné délky lze vZidy povaZovati za parallelni
(Sikmy) primét tii k sob& kolmych tsecek stejné délky. Presnéji
Ize vétu tu formulovati takto:

TFi dseCky v roviné z jednoho bodu vychaze]tcz jeZ neleZi
vSecky na jedfze primce, z nichZ alesponi dvé maji konecné delky "
a Zddnd neni nekonetné velkd, Ize vZdy povaZovati za parallelni
priamét tFi k sobé kolmych dsecek stejné délky, tvoricich trojhran.

Jsou-li OX, OY, OZ uvedené tfi délky v roving, tu jsme
vylouéili predevsim pfipad, kdy jeden z bodi X, ¥, Z jest v ne-
~ konefnu; nebot pak by byly paprsky promitajici rovnob&Zny s prii-
métnou a budto by musely vSecky body X, Y, Z splyvati v ne-
konetnu, anebo by musely dvE& z tisefek té€ch leZeti v primétné,
byti k sob& kolmé a miti stejné délky. Je-li jedna z usefek OX,
" OY, OZ, na pf. prv4, nekonefné€ mald, pak v mezich splyvd bod
X s bodem O, a tudiZ jest tiseCka ta priimé&tem tiseCky nekoneln&
blizké paprsku promitajicimu vedenému bodem O, a naopak udi-
va-li tseCka ndleZejici jedné hran& zminéného trojhranu smér pro-
mitdni, jest priim&tem jejim tiseCka nullovd na libovolné primce
primétny, ponévadZ kaZd4 rovina paprskem promitajicim poloZena
jest jeho' rovinou promitajici, a v&ta Pohlkeova plati i v tomto
piipadé. :

Zmin&ny ditkaz této véty Pohlke vSak sdm nikdy neuvere]ml
jelikoZ mu nebyl dosti elementdrni, a tak upadl dfikaz ten na dlouho
v zapomenuti. V r. 1877 naSel a ve videfiské Akademii v&d (Sit-
zungsber Bd. 76) uvefejnil K. Pelz!) jeden ditkaz v&ty Pohlkeovy,

9 16. Eervna t. 1. bylo tomu 15 let, co zemfel tento vynikajici geometr
¢esky, stejné originelni jako myslitel, jako uditel i jako povaha a osobnost.
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