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Časopis pro pěstování matematiky a fysiky, roč. 74 (1949) 

3. sekce. 

Analysa. 

O FUNKCJACH ODWZOROWUJACYCH W SPOSÓB 
WZAJEMNIE JEDNOCZNACZNY I WIERNOKATNY GÓRNA 
PÓtPJLASZCZYZNÉ NA ZEWNt=TRZA HUKÓW PEWNYCH 

KRZYWYCH ALGEBRAICZNYCH.*) 

J U L I A N BONDER, Gliwice. 

Gelem glównym niniejszego komunikatu bylo przedstawienie metody; 
która prowadzi do efektywnego wyznaczania funkcji analitycznej z = f(t), 
odwzorowuj^cej w sposób wzajemnie jednoznaczny i wiernok^tny 
górna, pórplaszczyznQ zmiennej zespolonej t na cale zewn^trze dowolnego 
luku AB, pewnej klasy krzywych algebraicznych. Zakres rozwažanych 
tu krzywych algebraicznych zostal ograniczony przez nastejpuj^cy 
postulát: ža^da SÍQ, aby w každým konkrétným zagadnieniu istniala 
i byla daná (w postaci oczywiscie možliwie najprostszej) taká w-wartos-
ciowa funkcja algebraiczna £ = cp(z), która by odwzorowywala n iden-
tycznych „CÍQC" A JBi\ (j = 1,2,..,, n), stanowi^cych slad danego luku 
AB na n platach algebraicznej powierzchni Riemanna Rz, odpowiada-
ja.ce/j tej funkcji qp(z), na n „CÍQÓ" A ^B3^ w ksztalcie odcinków prosto-
liniowych b^dž luków kolowych, zresztg, jakkolwiek položonych na 
plaszczyžnie £. 

W tym UJQCÍU zadanie sprowadza SÍQ, W gruncie rzeczy, do znalezie-
nia funkcji analitycznej, b^d^cej superpozycj^ dwóch poprzednich 
funkcji, t. j . cp[f(t)] = f(ř). Otóž, dziejd wprowadzeniu odwzorowania 
okrešlonego tâ  funkcji superponowana. £(£), stáje SÍQ rzecza. mož-
liwa, stosowanie prostej zásady symetrii (zásady odbic) Schwarza, 
która jak wiadomo, stánowi wyja,tkowo skuteczn^ metodQ odwzorowaň 
wiernoka^tnych — metody, prowadz^ca, z reguly do najbardziej efekty w-
nych postaci poszukiwanych rozwi^zaň. 

*) Pelny tekst tej pracy m a si$ ukazač w ,,Časopise pro pěstováni matematiky 
a fysiky". 
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Odpowiednio rozwijaja^c tq metodě,, udowodnilem podstawowy 
rezultat glosza^cy, že poszukiwana funkcja f(č) jest, na powierzchni Rt, 
funkcjq, liniowo polimorficznq. By otrzymac powierzchni^ Rt, trzeba 
i wystarcza: 1° za pomoca, funkcji t = f"1(z)f odwrotnej do f(t), przeksztal-
ció powierzchnie, Rz (wraz z n ,,cÍQciamiC£, wyžej wspomnianymi) na 
powierzchniQ Rř°, položona, na górnej pólplaszczyžnie t; 2° utworzyc 
powierzchnie. Rř*, bed^c% dokladným obrazem symetrycznym powierz
chni Rt° wzgle,dem osi rzeczywistej plaszczyzny t; 3° ,,skleió<c te dwie 
powierzchnie Rř° i Rř* ze soba, wzdluž ich n odpowiadaja^cych sobie 
brzegów (patrz pelny tekst*), wzór 13). — WykazuJQ nast^pnie, že ta 
zamknie^ta algebraiczna powierzchnia Rt nie može byc rodzaju zerowego, 
lecz že zawsze jej rodzaj pt _t 1. 

Z liniowej polimorficznošci funkcji £(£) wynika, že pewne jej nie-
zmienniki rózniczkowe — mniej lub bardziej zlož one, co z kolei zaležy 
od konfiguracji, jaká. w plaszczyžnie £ zajmuja, obrazy luku AB (patrz 
wzory 8—10) — bê da, juž, na powierzchni Rt, funkcjami jedno wartošcio-
wymi, a WÍQC — funkcjami álgebraicznymi. Efektywne ich wyznaczenie 
ulatwia okolicznošc, že funkcje te mogâ  byc zuniformizowane: w przy-
padku pt = 1, za pomoca. funkcji eliptycznych; w pozostalych zas przy-
padkach, gdy pt > 1 — za pomoca. funkcji automorficznych. 

Celém lepszej ilustracji „wartošci roboczej" metody, rozwiniQtej 
w tej pracy, podají kilka, wzglednie prostých (pt — 1) przykladów 
odwzorowaň. Wyznaczam mianowicie, w efektywnej postaci, funkcje 
odwzorowuj3.ee w sposób wzajemnie jednoznaezny i wiernoka.tny górna^ 
pólplaszczyzne, t na cale zewne^trze dowolnego luku AB: 1° paraboli, 
2° elipsy, 3° hiperboli i 4° owalu Cassinťego. 

R é s u m é . — S t r e s z c z e n i e . 

Sur les fonctions réalisant les représentations conformes et 
biunivoques d'un demi-plan sur les extérieurs des arcs de cer

taines courbes algébriques.*) 

J U L I A N BONDER, Gliwice. 

Le but principal du présent travail est de donner une méthode qui 
permette — sous une forme effective — de trouver la fonction analytique 
z = f(t), réalisant la représentation conforme et biunivoque du demi-plan 
supérieur de la variable complexe t sur tout l'extérieur d'un arc quel
conque AB, appartenant à une certaine classe de courbes algébriques. 
Nous déterminons cette classe en demandant qu'il soit donné, pour 
chaque problème posé, une fonction algébrique £ = cp(z), aussi simple que 

*) Le texte complet de cette communication paraîtra dans le ,,Ôasopis pro 
pëstovânf matematiky a fysiky". 
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possible, qui transforme n coupures — pratiquées par cet arc AB sur 
les n feuillets de la surface algébrique de Riemann Rz, correspondant 
à la fonction cp(z) — sur n segments rectilignes ou sur n arcs de cercles: 
A(i:)&{);(j=l,2,...,n). 

Notre problème se ramène maintenant à la recherche de la fonction 
analytique composée: <p[f(t)] = £(£). Sous cette forme, le problème 
permet déjà l'application du principe de symétrie de Schwarz — seule 
méthode qui conduit à des solutions véritablement effectives. 

Je démontre que la fonction cherchées Ç(t) est une fonction liné
airement polymorphe sur la surface Rt. Pour obtenir cette surface Rt, 
il faut: 1° transformer — à l'aide de la fonction t — f~x(z) — la surface 
Rz (avec n coupures mentionnées plus haut) en une surface Rt°, située 
sur le demiplan supérieur t; 2° former la surface Bf* — image symétrique 
de Rt° par rapport à Taxe réel du plan t; 3° coller ensemble, pour ainsi 
dire, ces surfaces, Rf et Rt*. par leurs n bords correspondants (voir la 
formule (13) du texte complet). Je prouve que cette surface Rt — qui 
est fermée et algébrique — n'est jamais de genre zéro, mais de genre 

Or, certains invariants différentiels de la fonction £(£), choisis con
formément à la configuration géométrique des arcsAL çB j-—voir form. 
(9) et (10) — présentent déjà, sur cette surface Ru des fonctions uni
formes. Ge sont des fonctions algébriques. Par conséquent, on peut les 
uniformiser: à l'aide des fonctions elliptiques — dans le cas pt= 1; 
au moyen des fonctions automorphes, lorsque pt > 1. 

J'indique la mise en oeuvre de la méthode développée dans ce travail 
sur quelques exemples, assez simples (pt= 1), à savoir: je trouve la 
forme effective des fonctions réalisant des réprésentations conformes 
et biunivoques du demi-plan t sur tout l'extérieur d'un arc AB : 1° 
de parabole, 2° d'ellipse, 3° d'hyperbole et 4° d'un ovale de Cassini, 

DÉCOMPOSITION D'UN OPÉRATEUR LINÉAIRE DIFFÉREN
TIEL ORDINAIRE À L'AIDE DU SYSTÈME FONDAMENTAL 

DE UÉQUATION DIFFÉRENTIELLE CORRESPONDANTE. 

EUGEN BUNICKt", Praha. 

Soit Aiv ... i le Wronskien des fonctions u^, .... Ui d'une variable 
x et A'iy... is sa dérivée. Pour m ^ 2 o n a identiquement 

-̂115 • • "> m> ~* i? • • -j m—i? w-f i --lis • • •, m—ii ra+i^ i? • • *> m ~ 
= ^ 1 5 • • • ) f f } - l ^ l ) " • ) Jft-j-1' ( 1 / 

n . . . 

Soit Ln=ypvD
n~v un opérateur linéaire différentiel ordinaire 

v«0 
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du n-ième ordre (n > 1) etLn(y) =- ^pvy
(n~v) = 0 l'équation différentiel-

v = 0 
le correspondante (D° = 1, Î/(0) = y). Les coefficients pv = pv(x) sont 
par hypothèse des fonctions holomorphes d'une variable réelle x dans 
un intervalle A = (a, b) ou des fonctions holomorphes d'une variable 
complexe x = £ + i^ dans un domaine ouvert A et p0(a:) + 0 dans A. 
Considérons maintenant des décompositions diverses de Ln en facteurs 
linéaires suivant la formule 

Ln = (snD - « ... (s2D - t2)(SlD - tj), (2) 

si et ti étant de même des fonctions holomorphes dans A. En comparant 
les deux membres de (2), il vient p0(x) = sx(x) ... sn(x), d'où il suit 
Si(x) + 0 (i = 1, ..., n) dans A. 

On obtient la solution générale de l'équation 

Ln(y) == (snD — t.n) ... (sxD — tt)y - 0 (3) 

en résolvant un système de n équations linéaires différentielles du 
premier ordre 

ny' — hy = y* s*yi — hyi = y* • • •> « A - i — Kyn~x = o (4) 
pour les TI inconnues ^ _ l 5 .... 2/2,2/l5 y. Soit a* = ti/,^, Q̂  = efQidx 

(i = 1. .... n). En posant %-+1(x) = 

11 ;J ^ (^e iwj ^wOiW"(J MҖfcШs*) 
d^ido:! 

(5) 
pour h — 1, ..., n — 1 et ux(x) = d ( ^ ) on a alors y = cx% + ... + c ^ n , 
où Ck sont des constantes arbitraires. Les solutions particulières u^ 
forment nécessairement un système fondamental de l'équation (3) dans 
un certain domaine B C A et de même, en vertu de l'identité (2), un systè
me fondamental de l'équation Ln(y) = 0 dans B. On peut démontrer 
qu'il existe un domaine fermé F CI? où l'on a Ai = Av ..., i =j= 0 pour 
chaque x e F. Pour x e F on déduit des équations (5) 

** = " (l0g ̂ ''Ai-f') {i ~ 2' ' ' '' nMl " 5 l ( 1 ° g % ) / ' {6) 

ce que l'on démontre inductivement à l'aide de l'identité (1). En vertu 
de (2) et (6) on trouve que chaque décomposition (2) a dans F la forme 

•««-i^iV. ( 7 ) Ln = Ýl SiD — Si /log SA-

où les fonctions Si satisfont à la relation p0 = s± ... sn et où Ai désignent 
les Wronskiens des fonctions ult ..., ui} les fonctions uls ...,un formant 
un certain système fondamental de l'équation Ln(y) = 0. 
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Inversement, si Fon construit le second membre de (7) á Faide ďun 
systéme fondamental quelconque ul9 ...}un de Féquation Ln(y) = 0, 
en gardant toujours Fordre de ces fonctions et a Faide ďun systéme 
de fonctions holomorphes arbitraires Si sátisfaisant á Féquation p0 = 
= s1... sn, on voit que Fidentité (7) est satisfaite dans un domaine 
correspondant F. On le démontre en posant successivement y = ux, ...,un 

dans Féquation (snD — tn) . . . (^D — tjy = 0, (ti étant défini par (6)) 
et en faisant usage de Fidentité (1). Done la formule (7) donne toutes 
les décompositions possibles en n facteurs linéaires dans un domaine F. 
Ces décompositions peuvent étre trěs variées. 

Vý tah. — Résumé. 

Rozklad lineárního obyčejného diferenciálního operátoru pomocí 
fundamentálního systému řešení příslušné diferenciální rovnice. 

E U G E N BUNICKÝ, Praha. 
n 

Budiž Ln=ypvD
n~v lineární obyčejný diferenciální operátor, 

v=0 
kde pv = pv(x) jsou funkce holomorfní budto reálné nebo komplexní 
proměnné x v jisté oblasti A(p0(x) =}= 0v A). Nejobecnější možný rozklad 
operátoru Ln v lineární faktory v jisté části F C A je dán vztahem (7). 
kde A i značí Wronskiho determinant prvých i funkcí pevně uspořádaného 
(ale libovolného) fundamentálního systému řešení r o v n i c e ! ^ ) = 0 a kde 
S{ jsou libovolné holomorfní funkce, vyhovující podmínce p0 = sx ... sn. 

O CAtKACH OSCYLUJACYCH PEWNEGO UKtADU 
RÓWNAŇ RÓŽNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH. 

ZYGMUNT B U T L E W S K I , Poznaň. 

Rozwažam ukíad równaň róžniczkowych zwyczajnych: 

(*) 

áx 
-^Г == f(t, %, У) 

ty 
— = g(t, x, y), 

gdzie f(t, x, y) i g(t, x, y) s% funkejami ei^glymi zmiennych t, x, y dla 
t^>t0>0, — co < £ < + co, — co < ?l < + co. 

Znajduj§ warunki wystarczajqce, aby calka x(t), y(t) úkladu. równaň(*) 
byla 1° nieoscyluja^ca, 2° oscyluj^ca dla dužych, dodatnich -wartošci 
zmiennej t. 

W przypadku calek oscyluj^cych zajmuje, sie równiež ich ekstremami. 
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Summary. — Streszczenie. 

On oscillating integrals of a system of ordinary differential 
equations. 

ZYGMUNT B U T L E W S K I , Poznan. 

I consider the system of ordinary differential equations 

-^ ==/&*, y). 
áx 
~ďt 
åy 
— = g(t, x, y), 

where f(t, x, y) and g(t, x, y) are continuous functions of the variables 
t, x, y for 

l^>£0>0, CO < # < + CO, — oo < y < + co. 

I find sufficient conditions, that the integral x(t), y(t) of the 
system of equations be 1° non-oscillating and 2° oscillating for large 
positive values of the variable t. 

In the case of oscillating integrals their extrema also are considered. 

SUR L'UNICITÉ DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 

STEFAN DROBOT et J A N d . -MIKUSl t fSKI , Wroclaw. 

A étant un anneau commutatif sans diviseurs de zéro, désignons par 
x(X) les fonctions qui font correspondre des éléments de AL à des nombres 
réels A. La dérivée x'(X) soit définie par les postulats suivants: 

1° [xx(X) + x2(X)]f = V(A) + <(A), 

\xx(X) . x2(X)]' = ;r/(A) . x2(X) + xx(X) . x2'(X); 

2° [X(/LI — A)]' = — X'(JLL — A) pour fx = const.; 

3° x(X) = const. entraîne x'(X) = 0 et réciproquement. 

Cela posé, il existe au plus une solution de l'équation 

anx^(X) + . . . + a0x(X) = c(X) (aie A, an + 0), 
telle que 

*(A0) = k0, . . .5^~D(A0) = ^ 1 5 

sont des éléments donnés de A. 

Ce théorème peut être appliqué, en particulier, aux équations aux 
dérivées partielles classiques. 
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S t r e s z c z e n i e . — R é s u m é . 

O jednoznacznoácí rozwi^zaií równaň rózniczkowych. 

STEFAN D R O B O T i JAN G.-MIKUSIŇSKI, Wrociaw. 

Tématem komunikatu jest twierdzenie o jednoznacznošci roz-
wiazaň róžniczkowych dla funkcji, których wartošci nálezy do dowolnego 
pierscienia komutatywnego bez dzielników žera, w którym pochodna 
jest zdefiniowana aksjomatycznie. 

O PEWNYM CIAGU FUNKCJI HARMONICZNYCH POS1ADA-
JACYCH WLASNOŠC1 EKSTREMALNE*). 

JERZY GÓRSKI, Kraków. 

Mech E be^dzie zbiorem ograniczonym i domkni^tym na píaszczyžnie, 
f(z) — funkcja rzeczywist^, cia^gl̂ , okreslon^ w zbiorze K, p(z) — funkcji 
analityczn^ róžn^ od 0 w pewnym obszarze D 3 E, X — parametrem 
rzeczywistym. Niech f0, flř ..., £n b^dzie úkladem n + 1 punktów 
zbioru E. Utwórzmy funkcje 

(2 — Co) • • • (Z — C/-i)(g — tf+1 _ 

(Cj — Co)• • • ( C - - £ , - ! ) & — CHI" "••••"*»'«* • • ° "'' 
фntíҳZ; Q = ^ — ţ.ęy - - - y,» — ч-i д* — ц-ы • • • \*• — I»Ј ҘЧWÍ . V « V i ) - t e —C) [P(OT 

-i)... (fy — C) [p(-)j ' 
? =- o, 1, .. . 

Niech 
Фя{z)=mi[wя\ФяЩztC)\]. 

CшJE ) 

Udowadniam nastupujíce twierdzenie: 

Jezeli érednica pozaskonczona zbioru E jest dodatnia, to dla každego 

ustálonego punktu ze D istnieje skonczona granica ciqgu (\/0n(z)}. Oznacz-
my t% granice, przez <P(z). Jezeli punkt ze D — E, to funkcja log<ř(z) jest 
funkcja^ harmonicznfy. 

W przypadku % = 0, p(z) —z — a funkcja logí>(z) jest uogólniona 
funkcja Greena dla obszaru zawieraja^cego punkt z == oc z biegunem 
w tym punkcie. Ogólniej, jezeli dopelnienie zbioru E do caíej plaszczyzny 

k . 

jest suma, obszarów D1? D2, ..., D& i jezeli p(z) = ]j(z — ťxx) ... (z — oik), 
przy czym OCÍ e Di, i = 1, ..., k, wówczas funkcja \og@(z) jest uogólnion^ 
funkcja Greena obszaru Di z biegunem w punkcie z = oc%, i = 1, ..., k. 

*)• Praea ukáže si§ w Ann. Soc. Pol. Math., X X I I I . 
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S u m m a r y . — S t r e s z c z e n i e . 

On a sequence of harmonic functions with extremal properties. 
J E R Z Y G 6 R S K I , Krakow . 

Let E be a compact plane set, let f(z) be a real function on E, let 
p(z) be an analytic function defined on a domain DZ)E, and let X be 
a real parameter. 

The author defines a sequence of functions &n(z) (which depend 
also on X) such that: 

' n 
1. If the transfinite diameter of E is positive, the sequence ]A&w(z) 

converges in D to a function @(z). The function log0(z) is harmonic 
in D — E. 

2. If X = 0, if the complement of E is the sum of domains Dl9..., Dk, 
k 

and if <p(z) = ]/(z — ocx) ... (z — ocn), where <̂  e A , then log&(z) is the 
generahzed Green function of Du and the point oa is the pole of log&(z). 

O PEWNEJ METODZIE SZACOWANIA SUM WEYLA DLA 
FUNKCYJ OKRESOWYCH I PRAWIE OKRESOWYCH.1) 

STANISLAW HARTMAN", Wroclaw. 

N 

Przez sumQ WEYLA rozumie SÍQ tutaj 2/0f)? gďzie f(t) jest ba.dž 
j=i 

funkcja, okresowa. z okresem 1, ba.dz funkcja prawie okresowa. w sensie 
BOHEA. Dowodzi SÍQ mi^dzy innymi, že w pierwszym przypadku, jesli 
f(t) ma w przedziale pólotwartym <0,1) pierwsza. pochodni bezwzgl^dnie 
ci^gl^ (dla calkowitych t funkcja f(ť), a nawet f(t) može miec skok), to dla 

N 1 
prawie každego f zachodzi <?(/, f, N) = 2/(,£) — Njf(t)át = o f e ^ N ) 

dla každego 6 > 0; jesli mianowniki w rozwiniejciu liczby niewymiernej f 
na ulamek laňcuchowy sq, ograniczone, to przy tych samých založeniach 
co do f(t) jest G(f, f, N) = O(lg N); wreszcie dla wszystkich £ typu jfyt, 
gdzie^ < 22), jesli /(l) * /(0), to Gtf, f, N) « D(logN), a jesli /(l) =/(0), 
t o £ ( / , | , N ) = 0(l) . 

Otrzymuje si§ jeszcze wynik naste-puja^cy: dla prawie každej liczby £ 
istnieje funkcja f(t) okresowa z okresem 1, majaxa, pochodna. wsz^dzie 
cia.gla., taká, že lim \G(f, f, N)| = -f- °°-

N-*co 

*) Praca ukáže sie. w cajoéci w Studia Mathematica 12. , 
2) u=kres górny liczb rzeczywistych a, dla k tórych nieróvnošc |g£— pj < 

< — ma nieskonczenie wiele rozwiazaň. w calkowitych p, q. 
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.N-+00 

Ыа 1ипкс]1 /(̂ ) рга\\че окгезол^е] ЧУ зеп81е БОННА егасгф 81§ оргосх 
N I т 

^угагеша 0(1, $, N) = 2/(?1) — -^ Н т т / / Й <& осТсЫеЬпе луугагете 
;=-1 !Г~>оо х о 

л г N 

Я(/, *, Щ = 2/(/й — 1 № ) <«,роте^аа гогшса в&^Щ—ШЦ&Щ 
7 = 1 О 

тоге Ъус чИес1у тео^гашсгопа ч>г2§1$с1ет N.. со т ^ й у где тоге 81$ гсТа-
ггус (11а :гипкс;р сгувЪо окгезо^е]. Рос1а]'е 81$ ре\?те ^агипЫ гЛозЪа̂ есгпе 
о^гатсгопобс! О 1иЪ Н, а Ъакге рггуЫас! {ипкс]1, <11а к1з6ге] ]'ес1по-
сгезгде Н ]е&т, о^гатсгопе, а О тео^гашсгопе с11а каЫе^о ^ ъ ляу^Шет 
рггеНсгагле^о гЫоги \гаг1зойс1. 

Ргосг Ъе%о окагиз'е 81 ,̂2е е̂зИ С1ЗД; {Сг(/. ^, ^ } дез^ о&гашсгопу, Ьо 
]е&Ъ р г а т е окгеео^у; ^ зата^ ^1азпо8С т а сщ% {#(/, 1-, N)} ргяу речу-
пусЬ сЬйайкотяусп гакгетасп со с1о ̂ гдпкс]! /(#). 

Резюме.—З-Ьгезгсгепхе. 

Об одном методе оценки сумм ТУЕУЬ'Я ДЛЯ периодических 
и почти периодических функций1). 

СТАНИСЛАВ ГАРТМАН, Вроцлав. 

Суммой ^ Е У Ь ' Я называем здесь сумму 2/0"^)> г Д е функция . 
3 = 1 

/($) периодическая с периодом 1, или почти периодическая 
в смысле Вонн'а. В настоящей работе доказаны следующие 
предложения: 

1° Если периодическая функция /.($) имеет в полузамкнутом 
интервале < 0,1) абсолютно непрерывную производную (в цело
численных точках допускаются разрывы 1-го рода производной 
1'(1) или самой функции /(^)), то для почти каждого | имеет 
место оценка 

0(/, *, Щ = 2№)'~ Я11№ = о(1оё1+'Щ 
У = 1 О 

при любом а > 0; если сверх того неполные частные разложе
ния иррационального числа ^ в непрерывную дробь ограничены, 
то 

о(1,1щ = о(}оёт', 
наконец для всех (; типа 1ц,2) где /и < 2, если /(1) ф /(0), то 

*) Работа появится полностью в 8*и<Иа Ма^пета^са XII. 
2) р = верхная грань действительных ос, для^ которых неравенство 

1 
| # ! — р\< — имеет бесконечное число решений в целых числах р, ^. 

Я* 
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СИЛ, | , Щ) =- И(\щЩ, 

а если /(1) = /(0), то 0(1, $, Щ = 0(1); 
2° Для почти каждого | существует функция /(*) периоди

ческая с периодом 1 непрерывно дифференцируемая для всех 
значений Ь и такая, что 

Ш\0(1,?,Щ = + ю. 
N-•00 

В работе оцениваются также выражения 
т 

0(1, & Щ = | / ( # ) - N 1нп -1 /"/(*)<!* 

О 

И 

' я(/, I, до = 2/0"*) - //(*«<-* 
; - = 1 О 

для почти периодических функций /(г). 
Разность 

щ, |, до _ на, *, .у) 
может быть неограниченной при возрастающем N5 хотя для 
чисто периодической функции /(2) она всегда ограничена. 

Далее даются достаточные условия ограниченности О или 
Я, а также пример такой почти периодической функции /(2), 
что при всех значениях | за исключением счетного множества 
одновременно Н ограничено и О неограничено. 

Наконец доказывается, что если последовательность {0(1,%$)} 
ограничена, то она почти периодическая; последовательность 
{Я(/, | ,^} обладает этим свойством при некоторых дополни
тельных предположениях о функции /(<). 

NUTNÉ A POSTAČUJÚCE PODMIENKY BODOV URČITOSTI 
U DIFERENCIÁLNYCH SYSTÉMOV. 

J U R HRONEC, Bratislava. 

1. 

Nutné podmienky k tomu, aby diferenciálny systém 
nemal body neurčitosti. 

Pre jednoduchost určíme tieto podmienky pri n — 2. V obecnom 
případe dajú sa tieto tiež určit naznačeným spósobom. 

Keď máme diferenciálny systém 
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fyi 

áx 

<fya 

do; 

- - j = 2/iau + tv«-ia 

= Уlalî + 2/2«22 

(1) 

a fundamentálny systém tohto diferenciálneho systému je 

2/ii> 2/21 

2/21> 2/22 

vtedy dif. systém móžeme písaf vo tvare 

2/i = 

2/2 

!2 /n \ 2/12 
2/2l\ 2/22 

2/1 + 

2/u> 2 / 1 / 

2/21 > 2/21 

D 

2/i2 J 2/12 

2/22 > 2/22 

2/1 + D 

2/и > ž/12 1 

2/21> 2/22'l 

kde sú 

У iзь : 

D 

dя ' 
D = 

D 

2/n, 2/12 

2/21? 2/22 

2/2> 

2/2> 

Ak singulárny bod tohto dif. systému je x = 0 a chceme, aby riešenia 
daného dif. systému v tomto bode nemalý bod neurčitosti, tieto riešenia 
musia byt tohto tvaru 

yxl = (ď"<pn, y12 = x^<p12, 

2/21 = tfn<Piь 2/22 = ^иУaa- (2) 

Keď singulárny bod a; = 0 nie je bodom rozvetvenia, čo tiež předpoklá
dáme, Tik sú konstantně celé óísla a cp^ sú v bode x = 0 holomorfné 
funkcie, ktorých rozvoj v okolí tohto bodu je 

<Pik Xc%xv, 

kde c<£> sú konstanty. Ale vtedy koeficienty dif. systému (1) v případe 
+ 'aa <Ç r21 + r l f t su 

• У l l ( я ) . «21 . = í » r * - - r - - - 1 . У>21(Я) 

. , ai2 = -rr--~r»-1. y12(-r),- «22 = — Vaaí*). 

kde yifc(íc) sú holomorfné funkcie v bode x = 0, » 
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Keď zas je r n + r22 _; r21 -f- ^i2} vtedy sii 

«n = — ZiiW' «2i = ^ » " r i 2 - 1 . £21(a?), 

a12 = a*---'-.-i . Zl2(o:), a22 = — x22(z). 

Z tohoto vyplývá, že koeficienty axl a a22 musia mať pól prvého stupňa. 
Koeficienty a21 a a12 mózu a nemusia mať pól. Ked ho majú, stupeň tohto 
pólu nie je viazaný, len musí byť konečné celé číslo. Ked koeficienty a^ 
majú singulárně body v bodoch ax, a2, ..., aa> vtedy, ak chceme, aby 
riešenie dif. systému v týchto bodoch nemálo body neurčitosti v případe 
r n + r22 ^ r2i + ri2? a-^ ešte označíme 

r22 r21 + -• ~ 521> r i l r l 2 + 1 = S12) 

musia byt 
n „. Oih(x) 
aih = r / \i» ' W 

kde pri i = k sú B^. = 1 a pri i 4= k obecné sú s^ =t= 1, ale sú celé čísla 
a móžu mat aj hodnotu nulu. Ďalej je 

q)(x) = (x — ax) . (x — a2) ... (x — aa) 

a Giic(x) sú racionálně alebo transcendentné funkcie cehstvé, preto dif, 
systém móže mať ešte bod neurčitosti v bode x = 00. Keď chceme 

preskúmať aj tento případ, položme x = ~~r a hTadajme, kedy nie je 

bodom neurčitosti bod f = 0. Tento bod nie je bodom neurčitosti, ak dif. 
systém je tvaru 

df = Vl fí-7 ^ 1 2 ( f ] + y* 7 ^ 2 2 ( f ) ? 

kde koeficienty An, ^á21, .A22, A12 sú v bode f = 0 holomorfné funkcie. 

Ale dif. systém (1) pri substitúcii x = - j přejde do tvaru 

dŽ/i 

df " 

dy2 

df " 

Z porovnania koeficientov týchto dif. systémov vyplývá, že bod £.= 0 
nie je bodem neurčitosti, ak sú 
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<hx j = - An (ř) - £ «3i J = - ^2i(f) • í2—' , 

*12 ( j ) = ~ 4l8(f) • f 2-*« , «22 ( j ) - - ^22 (f) • f -

Z týchto však vidíme, že koeficienty a n a a22 majú pri f -= 0 t. j . 
pri x = co nulový bod prvého stupňa, ale vtedy zas z tvaru koefi-
cientov (3) plynie, že je to len tak možné, ked Gn(x) a G22(x) sú racionálně 
funkcie celistvé najviac (a — l)-ho stupňa. 

Koeficient a21(x) = a21 I —I pri £ = O, í. y. _?ri a; = co, má nulový bod *_(*) = *n í j ) 
(2 —s21)^ho stupňa. To však požaduje, že funkcia G21(x) musi byt racio-
nálnou funkciou celistvou najviac (a + 1) . «s21 — 2 = p_-^0 stupňa. 

Právě tak dostaneme, že funkcia G12(x) musi byt racionálnou funkciou 
celistvou najviac (a + 1) . s12 — 2 = __-Ao stupňa. 

Dif. systém (1) dá sa previesť na dve dif. rovnice druhého rádu a to: 

^ F + [ ^ + a 2 2 - — J . _ + 

+ V — %2-«21 — «11 ( ^ «22J 2/1=0 

a pre y2 máme právě takúto dif. rovnicu, len indexy 1 a 2 sa zamenia, 
kde sú 

daik 

áx = <Hk -

U dif. systému s nutnými podmienkami pre body určitosti koeficienty 
sú 

Gn(x) G21(x) 
a l l = ,—T» a2l = — r / \i» > a t d -

___/ __ G21'(X) _ 82J_______) fí , __ _ # l l ' N 
<% G_i(i«) p(a;) ' X1 <p(z) 

_______ ^ / <____ 
'[<p(x)F * 'áx ' 

Koeficienty pri yt len vtedy hovejú Fuchsovej podmienke, ak je 

B21 + '512 = = * > 

t. j . diferenciálny systém s určenými nutnými podmienkami len v ta~ 
komto případe dá sa previesť na dif. rovnice Fuchsovho typu. 
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2. 

N u t n é p o d m i e n k y sú aj postaČujúce. 

Ukážeme, že označené nutné podmienky aj stačia na to, aby sme 
mohli určit riešenia dif. systému (1). Vezmime, že chceme určiť riešenia 
patriace k singulárnemu bodu x = ax. 

Normálny tvar dif. systému vzhladom na tento sing. bod je 

(* — " i ^ o í M ^ ~ = V-PVLK*) + y2G21(x), 

(x — ax)P02(x) ^ = yxG12(x) + y2P22(x), (4) 

kde sú 

IV = - ^ J 1 , Pu = [yí*)]— 1 • Gn(x), ' x — a~\ 

P02 = ^ ~ , Pv = M * ) ' " - ' • Gn(x). 

Funkcie P01 a P u sú racionálně funkcie celistvé najviac (as21 — 1) = p-ho 
stupňa a funkcie P02 a P22 sú tiež racionálně funkcie celistvé najviac 
(as12 — 1) = q-ho stupňa. Stupeň funkcie G21 a G12 bol už určený. Roz
voje týchto funkcií v okolí bodu x = ax sú 

V -35 VÍ 

poi = 2 ' M * — ai)\ p n = 2 M * — ai)\ 2̂1 - 2 M * — ai)\ 
A=0 X=0 X=0 

(t Q flfi 

0̂2 = 2(70^ —«l)/X, P22 = H9l,Ap — <hY> Gl2=H92AX — alY' • 
/ i = 0 ,w=0 / Í = 0 

Ak sing. bod rr = ax nie je bodom neurčitosti riešenia, vtedy sú 
oo oo 

Vi = 2 c i W ( í c - a i ) ř l + % 2/2 = 2 c 2 W ( « — «i)" + x . 
v=0 x = 0 

Ked tieto položíme do dif. systému (4), potom dostaneme 
00 p 

22rj/i + ")V-M-
v=OA=0 

00 tf 

• Ci<')(x — 0./+- - 2 2 [('i + " W — t/u-WH* — «i)x+" = 
oo # oo J9, 

= 2 i f fWí*-«i) ' + " • 2 2tW>(* -<-.)»+-. (5) 
Položme 

[(*i + v)boX — 6-Jc-M = -̂ VA, SVa ( v ) = -4,% 
[('2 + « W — 9 V Í W X ) = - ^ , W > = B% (6) 
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a tak dostavšiu rovnicu usporiadajme podlá mocnin x — av Obecný 
koeficient, násobený mocninou (x — a-J0, kde a = v + A + n + //, 
na lávej straně je 

a к a—к 

^a — 2L, 2-i 2Li -£{, x~~i L*/j a—x—~j-
x-Oi-Oj-0 

Pravé tak obecný clen, násobený mocninou (x — a^)°} na právej straně 
i© 

a K o—K 

tf? = 2 2 2 Af> *-* B*> *-*-/• 
x~0i=0?=0 

Po tomto rovnica (5) přejde do tvaru 
oo 

2fc(x — *i)'-0. 
cr=() 

Z toho však vyplývá, že je 
a K a—K 

fa = 2, 2i, 2* l--i> K—i~>j> a—K—j -a.i , x - i H j , a—x~-j\ = " , ( ' ) 
x = O i = 0 ? = 0 

(7 = 0 ,1 ,2 , . . . 

Pri a = 0, ak dělíme c1(°)c2(°), kde c^ a c2<°) nie sú nula, máme 

7WC~W)f° = = ^ 1 & 0 0 ~~ ^ ' (^00 — ^ío) —02O&2O = °-

Přitom je 

*"2 — »i + 1 = 5a l, ^ — r2 = s1 2. 

Z týchto rovnic pre rx a r 2 dostaneme kvadratické rovnice 

*i2&ooí7oo — *i[— (*2i — IJ&oofto + *Wio + goo&io] — (*2i — î oo&io + 
+ &10Í710 — *2O02O = 0 > ( 8 ) 

^ O O ^ O O ~ r2Í — (*12 — *)&00f7o0 + < W l 0 + 0OO6lol — ( 512 ~ l)b*o9l0 + 

+ &10.7l0 — &2O02O = °* 

Tieto dve rovnice sú determinujúce rovnice, patriace k sing. bodu x === av 

Ak položíme 
( ri + *)&o> *—* — &i> «-i = di> *-i 
V2 + í ) í 7 o » «r-«-J í7l> a-»c—i === fy? o-K-ji 

potom sú 
~*Ít K~Í = aij« — i c i J -*h O — K-) :~z ^h o — H—jc2 > 

-4-i j « - i = ž/2> x —i C l » -"1 ? o—K—j = ^2? cr—«—fy 

a vtedy, ak ešte položíme 

-n- K—ifojj a — x—j žl2> Z — i * ^2> o •—>.—;/ = ^"x—i,0—>í—;> 
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j e 

fa = 2, 2* 2,®x-Ъ a-к-
x=0i-=0y-=0l 

a = l , 2 , 3, 

, c^c^ì -= 0, (9) 

Tieto rovnice dávajú rekurentně vzorce pre výpočet cxW a c 2^. Keďže pre rx 

dostáváme dve hodnoty r n a r2 1 a pre r2 tiež dve hodnoty r1 2 a r2 2 ) preto 
aj c-W nadobudne dvoch hodnot c21

(í> a c l x
( í ) a pre c2^) dostaneme tiež dve 

hodnoty a to c12̂ > a c22^>. Takto móžeme vypočítat fundamentálny systém 
daného dif. systému pri určených nutných podmienkach a týmto sa 
stávajú nutné podmienky i postačujúcimi. 

Pre koeficienty c^a\ c2
(cr) dostaneme dva hneárne systémy, každý 

o dvoch rovniciach a to 

/,<21) = [/„], _ 

0 

' l ~" ' 2 1 
^2 = Г „ 

/• 
(12) [faìГi ^ Г u ^ 0 

**2 = ^22 

Determinanty týchto systémov sú 

D-

kde sú 

• ^ I Ь ^ - 2 1 

^ 1 2 5 - ^ 2 2 

•4ii = [ ( r n + o*)60o — 6io] (ri20oo — 9io) • 
Ai = ( r i A o — &io)[(»i2 + tf)0oo — flTiol • 
-4i2 = [(*2i + cr)600' 

' 1720^20? 

" #20^20? 

" í?20^20> 

' #20^20 
• ̂ 101(^12^00 — ffio) * 

^22 = (r2i^oo — ho)Ur12 + a)gQ0 — g10\ • 

a v determinante D2<7 príde len r2 2 na miesto r12. 
Koeficienty cn

(f l r\ c12<
a), c21(

a\ c ^ vieme určit pokial sú Dla =t=0 
i > 2 a * 0 . 

Ak sú r2 1 + # = r n a r2 2 + # = ?"i2, vtedy je D2ť- = 0. V tomto 
případe teda, t. j . ked kořene determinujúcich rovnic Ušia sa v celých 
kladných 6islachi mózeme urcii len jednu dvojicu koeficientov c^) a c£0h 

Ked diskriminanty determinujúcich rovnic sú nula, vtedy pre 
koeficienty c^a) a c2

(a) je len jedna rovnica, a dif. systém dá sa previegt 
na Fuchsovu dif. rovnicu druhého rádu. 

3. 
Rady, hoviace d i fe renc iá lnemu s y s t é m u o bodoch u r č i t o s t í , 

majú obor k o n v e r g e n č n o s t i . 
Obecný koeficient jedného takého radu zo systému rovnic 

L/Jru-=0, tfo]rii = 0 
r i 2 r 2 2 
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] * 

kde sú 

°11 — 

IЛo 

Ђ x 

BlЪ ^21 

I>І2> ^22 

-#11 = [ ( Г l l + <У)Ь0Ö — Ьl0](r19g00 — 010 ) — 020&20 > 

• 2̂1 = ( Г l A o — &ю)-[(Г12+ ^ØOO "^- öгoЗ — 020&20 > 
A 2 = [ ( r n + cr)b00 — Ъ10](r22g00 — g10) — g20Ъ20 , 

^22 == ( Г l A o — &ю)[(Г22 + fftøoo — ffюì — 020&20 > 

CГ X <J — X 

V = 2 2 2 
?ř-_0ѓ--=0?*-_0 

[Gtt-i-x-fru ÍC$*]r: 

Je 

[Ö(_l,a_x_,_,-]ГП [C f f )]Г; 
*22 ' Г, 

i, j * . 

• àtPbP, 

a x a—x 

ICÍYI__22 2 
x_~0i -=0;=-0 

» l 

[(&Vi-*-*>n [flíS^r 11 

ад^^зru rørкi 
(O.a)-i • < l i ( І ) C i 2 ( Л 

._> 
І, í Ф & 

Itf 

Funkcie P 0 1 , P n , G21, P 0 2 , P 2 2 a G^ sú racionálně funkcie celistvé. 
Maximálnu hodnotu koeficientov boA, bxx, . . . označme M a ich mini-
málnu hodnotu zas m. Maximálnu hodnotu koeficientov g0/l) glfi, ... 
označme Q a ich minimálnu hodnotu zas q. Vtedy je 

( r i l — l ) ( r ! 2 — l + Í)(Q—j) — i ( i ) {j) 

^ - I K ^ - l + ^ - l l c r ^ W -K(0)l: 
PoČinajúc *od uróitej a konečnéj hodnoty o* = o na hoře je 

cu(ff) < ť 2 2 2 

» 

C l(°> 

U — - 1 X C T — l — X 

|c"uwl< 2 2 2 ku(iVl 
x=oi=oy=o 

Ak položíme 

je 

2 2 lcnrøCl2o->| = oцC-i--). 
ѓ = 0 ? = 0 

_ — 1 

2< 
x=0 

ľC_.(в)|< ^ C ! ^ - 1 - " ' . 
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Pokial je a <1 Q, volme kladné čísla s0í «sl3 ..., sQ tak, aby boly 

O11í»<s0,Clim<s1,...,C11M<se 

a zas, keď je a > Q, nech sú 
Í T - 1 

jJ, = 2 i k - i - » cr = e + i , e + 2,. . . 
x=0 

Pri týchto sú 
e + v Q+V 

|Ou(«+-+')| < 2(7ute-*+'> < 2 « e _ x + , - /»,+,.+,, v = 0, 1, 2, ... 
x-=0 x=»0 

Pri <r <J £ položme 
< j - i 

" O = 5 0 > b<? === 5<r = 2*Pa-l~x* 
x=0 

Ak položíme ešte # — ax = z, potom je 

^ o„ — e0 -f- £xz -\- e2z -+-••• 

Rad na právej straně konverguje, pokial je \z\ < £. Z toho ďalej je 
6 Q + ^ + 6 ^2 + . . . - = (1 _ z _ , ^ 2 _ _ ) ( e o + ^ + ^ 2 + _ ) . 

Z tohto však vyplývajú 
^ 0 = = €0> 5 1 = = e l > 5 2 = ^2> • • •> 5(? === ^(ř" 

Ak zas je a > D, sú 
£>+V (> + V 

€c+i+v = . .2,^-«+» ' = 2-,8Q-K+V ==: Pc+i+ví v = 0, 1, 2 , . . . ; 
«--0 * « 0 

t. j . potenčnýrad 
00 

<y«-0 

tiež konverguje v obore \z\ < £. Ale vtedy rad 

Íou<*v, 
<r.=0 

tiež konverguje v tomto obore a rad 

konverguje v obore 

<Pxáx — ai) = 2 % w ( * — Ol)" 
o=0 

\x-ai\< --ţ—j -K0! 
a určí spojitú a derivácié schopnu funkciu. 
> . Právě tak sa dá dokázat, že rady cp21(x — ax)9 cp12(x — a-J, <p22(x — ai) 

konverguj ú. 
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Résumé. — V^tah . 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un système 
différentiel n'ait pas de points singuliers essentiels. 

JTJR HRONEC, Bratislava. 

Par raisons de simplicité, je traite ce problème pour n = 2, et j'arrive 
au résultat que la condition nécessaire pour qu'un système différentiel 
de la forme (1) ne possède pas de points singuliers essentiels est celle 
que dans (3) les sxlc = 1, si i = k, et les s# soient des entiers arbitraires, 
si i =# k; i, k = 1, 2. Les Gi1c(x) sont des fonctions rationelles entières 
quelconques du degré (a — 1), si i = k , et du degré (or + 1 ) ^ — 2, 
si i + k. 

Ces conditions nécesàires posées, on peut déterminer les constantes 
dans 

oo 

y* = 2cuc(%—%)ri* + v, 

c'est-à-dire les r^ des équations (8) et les c^ des formules recourantes 
(9), dans le cas où les racines des équations déterminantes ne diffèrent 
pas en nombres entiers. Si elles diffèrent en nombres entiers, on n'en 
peut déterminer qu'un couple de c^, mais par le procédé de dérivation 
on peut également trouver l'autre couple de séries satisfaisant au système 
différentiel. Toutes ces séries ont leur domaine de convergence, ce que 
je prouve dans la troisième partie, et ainsi ces séries représentent elles-
mêmes une solution du système différentiel (1). Il est prouvé par là en 
même temps que nos conditions nécessaires sont aussi suffisantes. 

Lorsque la discriminante des équations déterminantes est zéro, 
notre preuve n'aboutit pas. 

En général, tout système de cette sorte peut se réduire aux équations 
différentielles. Si le système dif. ne posède pas de points sing. essentiels, 
il en sera de même pour ces équations différentielles. Or, le système 
différentiel ne se ramène aux équations dif. du type Fuchsien qu'au cas 
où s12 + s2i -= 2. Puisque s12 -f- sn est un entier arbitraire, il peut y 
avoir des équations qui ne sont pas de type Fuchsien mais qui ne possè
dent pas de points singuliers essentiels. 

PEVNÉ SINGULÁRNĚ BODY NELINEÁRNYCH DIF. ROVNÍC. 

JTTR HRONEC, Bratislava. 

Majme dif. rovnieu prvého rádu 

áy ^ Px{x, y) 
dx P0(x,y)' 

196 

(1) 



kde P0(x, y) a Px(x, y) sú analytické funkcie. Body, kde súčasné Px(x, y)= 
= 0, P0(x} y) = 0 sú singulárnymi bodmi dif. rovnice. 

Ak zavedieme t ako parameter. dif. rovnicu [1] móžeme písať vo 
tvare dif, systému 

!£••= Px(*. y)- (2) 

Tento dif, systém dává parametrické rovnice integračněj křivky 
dif. rovnice [1]. 

Analytické funkcie Px(x, y) a P0(x, y) sú 
pi(z, y) = ax + by + cp(x, y), 
po(x, y) = cx + ey + tp(x, y), 

kde a, b, c, e, sú konstanty a funkcie cp(x, y) a ip(x, y) sú spojité funkcie 
v okolí počiatočného bodu x = 0, y — 0 a obsahujú vyššie mocniny než 1, 

Potom dif. rovnica [1] přejde do tvaru 
áy \c^_ j_ t i N + M -y ] ̂  • 
do; ' [ * ' ' í ^ t ' \x\ + \y\\ 

~.áx\ax+hy± NI + \y\ y 1 
' - " d T - [ a ' T + '-T + —1 'K+¥J* 
Kde sú 

95(0, 0) = 0, V(0,0) = 0, 

Hm,^V=0,UmT^r = 0. • (3) 
^ o \x\ + \y\ x-»Q \x\ + \y\ 
U-+Q y-+Q 

Ked při týchto podmieákách sú 

lim-f--r,IimJf--a,. (4) 

určité a konečné hodnoty, vtedy priebeh kriviek dif. rovnice [1] v okolí 
jej sing. bodu x = x(t) = 0,y= y(t) = 0 sa shoduje s priebehom integrač-
ných kriviek redukované] dif. rovnice 

<ty = ax + by 
áx cx + ey 

a tak stačí.ak skúmame priebeh kriviek dif. rovnice [5] v okolí jej sing. 
bodu x = 0, y = 0, kde však je 

\a, b 

(2') 

c, e 
ae — bc Ф 0. 
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Integračně křivky, dané parametrickými funkciami x«x(t), 
y =-. y(t) dostaneme riešením dif. systému 

dx 
cx + ey, dt 

ày 
dt 

— ax + Ъy. • (6) 

Charakteristická rovnica tohto dif. systému nemá za kořeň nulu. 
Ak kořene charak. rovnice sú rx a r2 obecné riešenie dif. systému je 

x(t) = c&yď* + c ^ e ' - ' 
y(t) = Cl/321e'-' + c2/322e^ (7) 

kde cx a c2 sú TubovoTné konstanty a konstanty f}ll9 fi12, f}n a /}22 dajú 
sa určiť pomocou lin. alg. systémov. 

Integračně křivky asymptoticky vchádzajú; alebo vychádzajú 
zo sing. bodov, ak platia rovnice 

hmx(t) = 0, ]imy(t) = 0. (8) 
ť~>+°o í-»-+co 

Priebeh kriviek je zas daný smerom tečien týchto kriviek v asympto-
tickom okolí sing. bodu. Na základe týchto charakteristik vyskytuje 
sa šesť rozličných sing. bodov: 

1. (b — c)2 + 4ae > 0, \a\ + |e| + 0 , Íc — ae> 0, kde sú sgnrx + 
+ sgnr2. Všetky integračně křivky bud asymptoticky vchádzajú do 
sing. bodu, alebo vychádzajú zo sing. bodu. Tieto majú spoločnú tečnu 
v asymptotickom okolí pevného sing. bodu. Takýto pevný sing. bod 
menuje sa uzlom a je bodom určitosti. 

2. (b — c)2 + áae > 0. \a\ + je| + 0, bc — ae < 0, kde sgn^ + 
+ sgnr2. Tu sa splnia rovnice [8] len vtedy, ak je bud c2 = 0, alebo 
cx = 0, t. j . len integračné křivky partikíulárneho riešenia asymptoticky 
vchádzajú do sing. bodu a z něho asymptoticky vychádzajú. Tieto 
křivky však v asymptotickom okolí sing. bodu prechádzajú do priamok. 
Medzi týmito prebiehajú obecné integračné křivky. Tieto však asympto
ticky neprechádzajú sing. bodom. Dve integračné křivky, ktoré sa 
dotýkajú určených tečien part. riešenia vytvárajú dvojité sedlo a pevný 
sing. bod menuje sa sedlovým bodom. 

3. (b — c)2 + 4ae < 0, \a\ + jej + 0, b = — c, vtedy sú rx == f}i, 
r2 = — f}i, i = ]/— 1. Integračné křivky sú uzavřete a to elipsy a obieha-
jú okolo sing. bodu. Nemajú určitej tečny v asymptotickom okolí sing. 
bodu a sing. bod menuje sa bodom krútňavy. 

4. (b — c)2 + áae < 0, \a\ + |e| + 0, b + — c, vtedy sú 
x(ť) = e a ť . G±. cos(gx + /Si) 
y{t) = e«.Gt. sin(g2 + pt). 

/• • 
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Integračně křivky uzavřeno spirálové asymptoticky vchádzajú a vy-
chádzajú zo sing. bodu a v asymptotickom okotí sing. bodu nemajú 
určitej tečny. Takýto pevný sing. bod je zánikovým, alebo zriedlovým 
bodom tociaceho sa víru. 

5. (b — c)2 -f áae = 0, \a\ + [e|<4= 0, b 4= c, vtedy sú r-_ == r2 = 
6 + c == —-—. Všetky integračně křivky asymptoticky buď vchádzajú 

do sing. bodu, alebo vychádzajú z něho a tieto všetky v asymptotickom 
okoH sing. bodu majú jedinú tečnu. Sing. bod je uzlom a je bodom urči
tosti. 

6. (6,— c)2 + 4ae = 0, a = e = 0, b = c, a je rx =-- r2 = b. Integrač
ně čiary asymptoticky buď vchádzajú do sing. bodu, alebo vychádzajú 
z něho a sú priamky, ktoré nemajú určitej tečny v asymptotickom okolí 
sing. bodu. Takýto pevný sing. bod je zánikovým, alebo zriedlovým bodom 
jednoduchého jpriamkového víru. 

Résumé. — V^tah. 

Les points singuliers fixes des équations différentielles non 
linéaires. 

JUR HRONEC, Bratislava. 

Dans l'équation différentielle (lJP-^a;, y) etP0(x, y) sont des fonctions 
analytiques et les points singuliers se trouvent là où P^x, y) = 0, 
P0(x, y) = 0. Les conditions (3) et (4) étant satisfaites, l'équation dif
férentielle (1) devient (5), respectivement le système (6) dont la solution 
est donnée par (7). Les courbes intégrales atteignent assymptotiquement 
le point singuHer, en y entrant ou en sortant, si les équations (8) sont 
satisfaites. En même temps, ces courbes intégrales peuvent avoir, dans 
le voisinage assymptotique du point singuHer, une tangente déterminée ou 
non, et d'après cela nous classons ces points singuHers. Il y a six cas 
à distinguer. 1° Toutes les courbes intégrales possèdent dans le voisinage 
assymptotique du point singuHer une tangente commune. Le point 
singulier est un noeud. 2° Les courbes intégrales de la solution générale 
n'entrent pas dans le voisinage assymptotique du point singulier. Le 
point est un col. 3° Le point singuHer est un centre. 4° Le point singuHer 
est un foyer autour duquel les courbes intégrales s'enroulent en y tendant 
ou en s'en éloignant. 5° Le point sing. est un noeud. 6° Par le point 
singuHer passent les droites dans toutes les directions. 
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SUR UNE DÉFINITION DE UINTÉGRALE DE SURFACE DANS 
L'ÉSPACE A N-DIMENSIÓNS. 

VLADIMÍR KNICHAL, Praha. 

A paraitre dans le Časopis pro pěstování matem, a fys., 76 (1951). 

•* 
Výtah. — Résumé. 

O jedné definici plošného integrálu v n-dimensionálním prostoru. 

VLADIMÍR KNICHAL, Praha. 

Vyjde v Časopisu pro pěstování mat. a fys., 76-(1951). 

RIEŠENIE DIFERENCIÁLNEHO SYSTÉMU HOMOGENNÉHO 
LINEÁRNEHO O KONŠTANTNYCH KOEFICIENTOCH. 

MICHAL KUMOROVITZ, Bratislava. 

Vyjde v Annales de la Societě Polonaise de Mathématique pravdě
podobné v z vážku 1950. 

* 
Résumé. — V ý t a h . 

Une solution du systéme linéaire homogéne ďéquations différen-
tielles du premiér ordre á coefficients constants. 

MICHAL KUMOROVITZ, Bratislava. 

A paraitre dans les Annales de la Societě Polonaise de Mathématique 
probablement dans le tome 1950. 

O PEWNEJ WHASNOŠCI ZBIORÓW O ŠREDNICY PÓZA-
SKOŇCZONEJ RÓWNEJ ŽERU.*) 

ROMAN L E I T N E R , Kraków. 

Niech F oznacza domkni^ty i ograniczony zbiór punktów plasz-
czyzny zmiennej zespolonej. Niech 

^ ^ • • • ^ A (!) 
oznacza zbiór n, n ^> 2. punktów lež^cych na zbiorze F w ten sposób, 

*) Annales dé Société Polonaise de Mathématique, X X I I I (1950). 
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aby iloczyn ich wzajemnych odleglosci 

v(^n\...,vn(n))= n \v/n)-v*(n)\ (2) 
l<j<k<n 

spelnial warunek 
V(ri^\ ..., r)nW) = maxV(zl3 . . , zn), (3) 

tj. byl równy maximum funkcji V(zl3 ..., zn), gdy punkty z 1 } . . ., zn 

przebiegaja, zbiór F. Zbiór (1) spelniaja^cy (2) i (3) nazwiemy úkladem 
harmonicznym dla zbioru F. Wiadomo, že ciâ g šrednich geometrycznych 

(D 
VW>, -;VnM) W 

jest zawsze zbiežny, a jego granica d(F) jest zwanaérednicq pozaskoňczonq, 
zbioru F. Rozwažmy cia.g 

Hn(z) = \/\z — % W | |z — ^ ) | , (5) 
gdzie z jest dowolnym punktem plaszczyzny nie nalež^cym do zbioru F. 

Prof. F. LEJA wykazal:1) 1° Jesli d(F) > 0 to ci^g (5) jest zbiežny 
do granicy skoňczonej. 2° Ješli d(F) = 0 i zbiór F jest skoňczony, to ciĝ g 
(5) naogól nie jest zbiežny. 3° Ješli d(F) = 0 i zbiór F posiada jeden 
punkt skupienia, to ci^g (5) jest zbiežny. 

Prof. F. LEJA postawil pytanie, czy ci^g (5) jest zbiežny, gdy d(F) = 
= 0 i gdy zbiór posiada dwa lub wiQcej punktów skupienia. Autor daje 
odpowiedž (negatywnaj na to pytanie, wykazujax nastupujíce 

Twierdzenie. Istnieje zbiór F, ograniczony, domkniety, posiadajqcy 
dwa punkty skupienia zx = 0, z2 = 1, oraz taki, ze granica ciqgu (5) 
naogól nie istnieje. 

Dia dowodu buduje si§ zbiór F tak, aby posiadal on mie^dzy inny-
mi nastejDujâ ca, wlasnosc: WiQkszošó z posród punktów úkladu (1) 
lezy w otoczeniupunktu zx = 0, dla n — N%lz, zas w otoczeniu punktu 
z2 = 1, dla n = N2jc+i, gdzie Nv jest pewnym ci^giem wybranym z ciâ gu 
liczb naturalnych. 

* 

R é s u m é . — S t r e s z c z e n i e . 

Sur une propriété des ensembles a diamětre transfini nul.*) 
ROMAN L E I T N E R , Kraków. 

Soit F un ensemble, fermé et borné, de points du pian de la variabie 
complexe z. Soit (1) un ensemble de n points de F, distribués sur F de 
maniěre que le produit de toutesleurs distances mutuelles (2) remplisse 
la condition (3). Nous dirons que les points (1) forment sur F un groupe 

-) Ann. de la Soc. Polonaise de Matném., X I V (1935), 131—134. 
' *) Annales de Société Polonaise de Mathématique, X X I I I (1950). 
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harmonique. Il est bien connu que la suite (4) est toujours convergente 
et que sa limite d(F) est égale au diamètre tr ans fini de l'ensemble F. 

M. P. LEJA a démontré1) que la suite (5) (où z est un point quel
conque, mais fixe en dehors de F) 1° tend vers une fonction Hmite, 
lorsque d(F) > 0; 2° n'est pas convergente, lorsque d(F) = 0 et F est 
composé d'un nombre fini de points; 3° est convergente dans l'hypothèse 
que l'ensemble F n'a qu'un seul point d'accumulation. Le but de ce 
travail est de démontrer que cette hypothèse est essentielle. 

Théorème. Il existe un ensemble F borné et fermé, pour lequel zx = 0, 
z2 == 1 sont des points d'accumulation et pour lequel, en général, la limite 
de la suite (5) ri existe pas. 

Pour démontrer ce théorème, on construit l'ensemble F jouissant 
de la propriété suivante: la plupart des points rentrant dans le groupe (1) 
pour les valeurs n = N2lc sont situés dans le voisinage du point z- = 0 
et la plupart des points rentrant dans le groupe (1) pour n = N8.i+i 
sont situés dans le voisinage du point z2 = 1; Nr est une suite partielle 
de la suite de nombres naturels. 

PEWNA METODA PRZYBLIZANIA FUNKCJI RZECZY-
WISTYCH ZMIENNEJ ZESPOLÔNEJ. 

FRANCISZEK LEJA, Krakôw. 

* I. Niech f(z) bçdzie funkcja rzeczywista, zmiennej zespolonej z, 
okreslona^ i ograniczona, na brzegu B dowolnego obszaru D zawieraj^cego 
wewna^trz punkt z = oo. Funkcjç f(z) nazwijmy funkcjq, brzegowq 
i oznaczmy jej kresy dolny i gorny odpowiednio przez mi M 

m <I f(z) £ M. 
0 brzegu B zalozmy. ze zawiera nieskonczenie wiele punktôw, 

obierzmy na nim przy ustalonym n = 1, 2, ... ukiad n + 1 punktôw 
Co> Ci- • • •> CM> ktory oznaczmy krocej przez f <n> 

C(W) = {Co,Cx,."..,Cn} (1) 
i oznaczmy przez LU\z, C^), 1 = 0, 1, ...,n, wielomian n-go stopnia 
wzglçdem z, ktory dla z == £y, ma wartosc 1, a w pozostalych punktach 
ukladu (1) wartosc 0. 

Niech X bçdzie zmiermym parametrem rzeczywistym nieujemnym. 
Funkcja zmiennej z okreslona wzorem 

n 
F(z, X, #")) = 2 \LM(z, f(*>)| ê /CW (2) 

przybiera na calej plaszczyznie wartosci dodatnie i rowna sic en;i#z> 
w punktach ukladu (1 ). Wobec tego funkcja 

!) Ann. de la Soc. Polonaise de Mathém., XIV (1935), 131—134. 
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/(*,A,í<n )) = logVjP(»,A,í(ft>) 
równa SÍQ Xf(z) w punktach úkladu (1). Zmíeniaj^c punkty (1) w zbiorze B 
oznaczmy przez fn(z, X) křes dolny 

fn(z, X) = inf{/n(z, A, £»>)} dla n - 1, 2, . . . (3) 

Otrzymamy pewien ci^g funkcji {fn(z, X)} zmiennej z okreslonych na 
calej plaszczyžnie i przybieraj^cych wsz^dzie wartošci rzeczywiste. 

Funkcje fn(z, X) zalež^ od funkcji brzegowej f(z) i od parametru X 
i spelniajgfc nierównoác 

U(z, X) £ Xf(z) dla z e B, n == 1, 2, . . . (4) 

Gdy bowiem z0 jest punktem zbioru B, to úklad (1) daje SÍQ tak 
dobrac, by bylo f(z0,X) f

(n>) = Xf(z0); wtym celu wystarcza obrac jeden 
z punktów (1) w punkcie z0. Z drugiej strony na calej plaszczyžnie mamy 

fn(zyX) >X.m dla n = 1,2,..., (5) 

bo na mocy wzoru (2) i nierównošci f(z) ^> m jest 
n 

' F(z,X, £<»>) i> e^™2 |£ (%> CCn))| ^ ewAm-

Cia.g (3) posiada nast^puja^ wlasnosc: -
1. Jezelisrednica pozaskonczona zbioru B jest dodatnia, to dla Jcaždego 

z i X istnieje skonczona granica 

]imfn(z,X)^f(z,X), ' (6) 
n->oo 

przy czym przy ustalonym X jest f(z,X) funkcjq harmonicznq, punktu z na 
calej plaszczyžnie póza zbiorem B i spelnia na zbiorze B nierównoéé 

Xm<Lf(z,X)<LXf(z), zeB. (7) 

Dowód tego twierdzenia jest zawarty implicite w mojej pracy za-
mieszczonej w ,,Bull. Acad. Polon. des Se. et des Lettres (Série A), 
79—92, 1936. 

W przypadku X = 0 funkeje (3), a'przez to i funkeja graniezna (6) 
nie zaleža, od funkcji brzegowej f(z), i wówczas funkeja f(z, o) redukuje 
si§ w obszarze D do funkcji Greena tego obszaru z biegunem w nieskoň-
czonošci.1) 

2. Oznaczmy przez A dopelnienie obszaru domkni^tego D + B do 
calej plaszczyzny. Zbiór A može byc pusty i wówczas zbiór B nie rozcina 
plaszczyzny. Ježeli zbiór A nie jest pusty, to jako zbiór otwarty jest 
suma, skoňezonej lub przeliczalnej ilošci obszarów Dx + D2 + ... 
i wtedy B rozcina plaszczyzny na obszary D, D1? D2, ... 

*) Ann. Soc. Polon. de Matlj., 12 (1934), 57—71. 
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Zalóžmy, že A > O i niech funkcja brzegowa f(z) be^dzie stala, na zbio
rze B. Wówczas na mocy (7) iloczyn 

y / ( M ) (8) 

jest stale równy f(z) na zbiorze B, WÍQC dažy na B do granicy f(z), gdy 
X -> 0, Wlasnosc t a funkcji granicznych f(z, X) daje SÍQ uogólnic w nástu
pu jâ cy sposób: 

II. Jeteli funkcja brzegowa f(z) jest ciqgla na zbiorze B i zbiór ten nie 
rozcina plaszczyzny, a wiec zbiór A jest pusty, to gdy X —> 0 iloczyn (8) 
dqiy na zbiorze B do granicy f(z) 

hm~/(M) =/(*), zeB, (9) 
A-->0 Á 

przy czym zbieznoéč ta jest jednostajna na zbiorze B2). 
Dowód tego twierdzenia nie jest krótki i be^dzie podaný póžniej.3) 

Opiera sie, on na nastejmja^ym twierdzeniu pomocniczym: Kazda funkcja 
f(z) okreslona i ciqgla na dowolnym zbiorze plaskim ograniczonym domk-
nie.tym, nie rozcmaja^cym plaszczyzny i nie posiadaj^cym punktów 
wewnQtrznych daje SÍQ przybližac jednostajnie na tym zbiorze przez 
wielomiany.4) 

3. Zalóžmy teraz, že zbiór B rozcina plaszczyzny i že funkcja brze
gowa f(z) jest ciqgla na tym zbiorze. Wówczas f(z) nie zawsze daje si§ 
przybližac przez wielomiany, nie mniej jednak twierdzenie I I možná 
rozszerzyó i na ten przypadek przy pewnych založeniach co do f(z). 
Možná mianowicie wykazaó, že: 

III. Jezeli funkcja brzegowa f(z) ma ty wlasnosc, ze funkcja efW daje 
si% przybližac jednostajnie na zbiorze B przez moduly wielomianów, tj. 
jezeli dla Jcazdej liczby s- > 0 istnieje wielomian W(z) taki, ze 

eKz) —s<\ W(z)\ < e/<*> + e, zeB, (10) 

to granica (9) zawsze istnieje i równa si% f(z) na zbiorze B, przy czym 
zbieznoéč ta jest jednostajna naB. 

Zauwažmy, že w rozwažanym przypadku zbiór A nie jest pusty 
i jest suma, obszarów jednospójnych Ďx + D2 + .... których la,czny 
brzeg, oznaczmy go przez JP, jest zawarty w zbiorze B. Na mocy twier
dzenia I funkcje (8) sa. przy každej ustalonej wartošciAfunkcjami harmo-
nicznymi w obszarach A. Co wie^cej, w každým punkcie zbioru A + JT 

*) Póza zbiorem B, a wiec w obszarze X>, granica (9) istnieje równiež, lecz 
wszedzie jest nieskoňczona. 

3) W Roczniku P o l . Tow. Matem. 
4) Wykazal to M. LAWR.ENTIEW (zob. J . L. WALSH, Interpolation ad Appro-

ximcUion, New York, 1935, str. 48). 
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mamy 

m<Ljf(z,X)£M, ze A +T. (11) 

Istotnie, pierwsza, czê šc nierównošci (11) otrzymamy z nierównošci 
(5) przez przejscie do granicy, gdy n -> co. By wykazaé druga. cz^šc 
nierównošci (11), oznaczmy przez 

*]in) = {r}o,yi,-->Vn} (12) 

úklad n + 1 punktów zbioru B tak dobraný, by iloczyn wszystkich 
wzajemnych odleglosci tych punktów byl možliwienajwiQkszy. Utwórzmy 
nast^pnie wielomiany Lagrange'a 

D<?>(z, ,<»>), y = 0 , 1, . . . ,TI , (13) 

odpowiadaja.ce ukladowi (12), oraz funkcJQ 
n 

F(z, X3 r)W>) = 2|L<»(z, Vw)\ en^i\ 
7 = 0 

Wielomiany (13) spelniaja, na zbiorze B nierównoéó [D(?)(^} rfn^)\ ^ 1 
dla j = O, 1,,. . , ?i,5) wi§c na mocy zásady maximum nierównosc ta 
zachodzi w zbiorze A + r. Z drugiej strony mamy f(rjj) <^ M dla / = 
= O, 1, . . . , n, WÍQC 

F(z, X, tjM) <: (n + 1) e t ó / , ze zl + T, 

ska.d na mocy (3) 

/n(*, A) <: AM + iogy^ + i, z e j + r . 

Dziel^c przez X i przechodza^c do granicy otrzymamy nierównosc szukana^. 
Z nierównošci (11) wynika, že funkcje (8) tworza, przy zmiennym X 

rodzin^ normalna, funkcji harmonicznych w zbiorze A. Ježeli funkcja 
brzegowa f(z) spelnia na brzegu B (a przez to tež na brzegu T zbioru A) 
warunek (10), to w mysl twierdzenia III , gdy X -» 0, rodzina (8) da,žy 
jednostajnie na r do funkcji brzegowej f(z). Sta.d i z zásady extrémům dla 
funkcji harmonicznych daje SÍQ wyprowadzic nast^pujaxy wniosek: 

IV. Jeteli funkcja brzegowa f(z) spelnia na brzegu B obszaru D waru
nek wypowiedziany w twierdzeniu III i zbiór B rozcina plaszczyzn^ na 
obszary D, Dx, D2, ..., to granica (9) istnieje nie tylko na brzegu B lecz 
i w obszarach D1? D2,... i przedstawia w tych óbszarach funkcja harmonicz-
nq przybierajqcq na brzegach dané wartoéci f(z). 

Gdy WÍQC založenia tego twierdzenia sâ  spelnione, wówczas granica 

k m T / ( z , X) 
A~*0 A 

6) Bull. Ac. Polon. des S e et des Lettres (Série A), 1936, 91. 

205 



jest rozwia,zani©m problemu Dirichleta rôwnoczesnie dla wszystkich 
obszarow Dl9 D2> • • •> PrzY danej funkcji brzegowej f(z). 

* 

Résumé. —- Streszczenie. 

Une méthode d'approximation des fonctions réelles d'une variable 
complexe. 

FRANCISZEK. LEJA, Krakôw. 

Soit D un domaine plan quelconque contenant le point z = oo, 
B la frontière de D, A l'ensemble complémentaire à D -f B et f(z) une 
fonction réelle bornée, définie sur B. 

Supposons que le diamètre transfini de B soit positif. Désignons par 
£<n> un système de n + 1 points différents f0> Ci» •••> Cn ^ e -® e t P a r 

£^fo C(n))> / = 0 , 1 , . . . , ^, le polynôme de Lagrange du degré n admettant 
les valeurs 1 pour z = £7- et 0 en autres points du système £<n>. L'expression 

n 

• F(z, A, C(n)) -= 2\L(j)(*, C<n>)|e^<^> 

où A est un paramètre réel, est égale à eXf& aux points du système £<n>. 
En faisant varier les points du système f<n> dans I2, désignons par fn(zi X) 
la borne inférieure 

il 

fn(z, X) = inf {log]/F(z, A, £<">)}, n = 1, 2, . . . 
C<n>eJ5 

On démontre les théorèmes suivants: 

1° Quels que soient z et A, il existe la limite 

lim/n(s, X) = /(z, A) 
n—voo 

et, pour chaque A fixe, /(z, A) est une fonction harmonique en dehors 
de B. 

2° Lorsque la fonction donnée f(z) est continue sur B et A est vide, 
il existe la limite 

Km--r-/(z, A) p o u r z e H (*) 
A-*O A 

égale à f(z). 

3° Lorsque A n'est pas vide et efW admet dans B une approximation 
uniforme par les modules des polynômes, la Hmite (*) existe dans A + B 
et est égale à la solution du problème de Dirichlet pour le domaine A 
et pour la fonction frontière f(z). 

206 



PEWIEN DOWÓD TWIERDZENIA FATOU.*) 

STAOTSLAW LOJASIEWICZ, Kraków. 

Podají dowód twierdzenia Fatou o funkcjach analitycznych i ogra-
niczonych w kole, opieraj^c SÍQ na twierdzeniu Lebesgue'a o funkcjach 
o zmiennosci ograniczonej oraz na nastQpuja^cych lematach: 

1° Niech K oznacza kolo \z\ < 1, C okrQg |£| = 1 i niech f0c C. 
Ježelifunkcja f(z) okrešlona w K + C jest analityczna i ograniczona wK, 
ci^gla w K + C — {f0} i ci^gla na C, to jest cia^gla w K + C (wraz 
z punktem £0). 

2° Niech funkcja g(z) be^dzie analityczna w obszarze G, f0 punktem 
brzegowym tego obszaru, Oznaczmy przez Q(Z) odleglošc punktu z od 
brzegu. Ježeli istnieje skoňczona granica lim g(z), to g'(z) . (z — f0) -> 0, 

|£ z\ 
gdy z ~> £0 w ten sposób, že wyraženie ' ° -- pozostaje ograniczone. 

* 
Résumé. — Streszczenie. 

Une démonstration du théorěme de Fatou*), 
STAOTSLAW LOJASIEWICZ, Kraków. 

O ZACHOWANIU Sl£ CALEK W OTOCZENIU PUNKTU 
OSOBLIWEGO.1) 

ZOFIA MIKOLAJSKA, Kraków. 

Przyjmijmy 7 = (yx, y2,..., yn), r = 1/ ^ž/i2, (*> -O = (*, 2/i> • • -, Vn) 

i oznaczmy przez A przedzial 0 < x;_ a, przez W-walec zložony z punk
tów (x, 7), dla których 0 <£ r_^ b oraz #e A, przez C7-zbiór punktów 
(#, 7), dla których x = 0, 0 < r <! b, zas przez F7-zbiór punktów (x, 7) 
takich, že re e zí i r = 6. 

Zakladamy, že úklad równaň 

^ = / ^ , 7 ) (i = 1,2,...,*) (1) 

ma prawa, stronQ ci^gl^ w TV. 

*) S. LOJASIEWICZ; Une démonstration du théorěme de Fatou, Ann. Soc. Pol. 
Math., 22 (1949), 241—244, 

*) Wyniki te referowal na kongresie prof. WAŽEWSKI W zastepstwie nieobecnej 
autorki. Praca ukáže sie. drukiem w Aimales de la Société Polonaise de Mathé-
matique. 
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Niech h(x, Y) - 2v<ř(*> Y), 
n 

V = (Vt>"-> Vn) oraz Q(x,Y, rj) - 2fvM 7 ) W ' 
i = i J 

Wprowadzmy nastupujíce založenia: 
d i 

(Z-_) 0(x) > 0; (P(a,) ci^gla w A; [-—'dx = + co dla á > 0; gdy 
o ^ W 

(«, y) -> O € £, to lim inf | — . <P| > 0. 

(Z2) A(i», Y) > 0 w zbiorze K. 
(Z3) A(a?, 7 ) < 0 w zbiorze E. 
(Z4) Dia každých dwu calek Y(x) = (y±(x), ..., yn(x)), Y(x) = (y[(x),..., 

yn(x)) ukíadu (1) wyraženie Q(X) = 1/ V (^(a>)— š/i(z))2 jest У!« 
malejące. 

(Z5) Forma kwadratowa Q jest półokreślona ujemna, gdy (x, Y) e W. 
Nazwijmy asynvptotyczną każdą całkę układu (1) określoną dla 

0 < X—\d_\щai zmierzającą do początku układuprzy x ->0. 
Przy założeniach (Zx) i (Z2) każda całka systemu (1) wychodząca 

z dowolnego punktu P e W jest asymptotyczną. 
Przy założeniach (Zx) i (Z3) istnieje przynajmniej jedna całka 

asymptotyczna. 
Przy założeniach (Zг), (Z3) i (Z4). względnie przy założeniach (Z^), 

(Z3) i (Z5). istnieje dokładnie jedna całka asymptotyczna. 
Twierdzenia te są uogólnieniem pewnych twierdzeń P. HABÆMAJSҐA 

i A. WШTNEEA 2) i stanowią odpowiedź na problem postawiony pгzez 
profesora T. WAŻEWSKIEGO. 

* 
Résumé. — Streszczeni . 

Sur ľallure asymptotique des intégrales des systèmes ďéquations 
différentielles au voisinage du poînt singulier.*) 

ZOFIA MИCOŁAJSKA, Kгaków. 

Ľauteur généralise pour un système un théorème de P. HARTMAN 
et A. WINTKER relatif à une seule équation (American Journal of Mathe-
matics, 68, 146). 

Cette généralisation constitue la réponse à un problème posé par. 
T. WAŻEWSKI. 

2) P . HARTMAK and A. WЮТNER: On the asymptotic Ъehaviour of theЫutìoш 
of a non-linear differential equation, Am г. J o u m a l of Matłiematics, 68 (1946), 3 0 1 — 
308. 

*). A paгaîtгe dans les Annal s d la Société Polonaise d Mathématiqu . 
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LA FONCTION EXPONENTIELLE DANS LE CORPS 
ALGÉBRIQUE. 

J A N G.-MIKUSIŇSKI , Wrroclaw. 

F(X) étant une fonction d'une variable réelle, dont les valeurs appar
tiennent à un anneau donné A, la dérivée F'(X) peut être définie par 
postulats.1) Si A est un corps et si weA, on peut définir la fonction 
exponentielle ewX comme la solution x(X) de Féquation différentielle 
x'(X) = wx(X), telle que x(0) =• 1; si cette solution existe, elle est unique. 
Comme une application au corps des operateurs2), l'auteur a présenté 
la discussion complète de l'existence de la fonction e5** pour les valeurs 
réelle * (fea et X. 

* 

Streszczenie . — Résumé. 

O funkcji wykfadniczej w ciele algebraicznym. 

JAN G.-MIKUSIŇSKI, Wroclaw. 

Funkcjç wykladnicza, ew% možná okrešlic jakorozwi^zanie równania 
róžniczkowego x'(X) = wx(X) takieze#(0) = 1. Przy pevných založeniach 
definicj a ta daje sic przeniešc nadowolne ciala algebraiczne, w których 
okreslona jest pochodna. Powyžsza definicja ma zastosowania w rachun-
ku operatorów. 

O 2-PRIESTOROCH SPOJITÝCH FUNKCIÍ. 

LADISLAV MI&ÍK, Bratislava a J O S E F NOVÁK, Praha. 

Vyjde v Matematicko-fyzikálnych zprávách Slovenskej akademie 
vied a umění, I, čís. 1. 

* 

Résumé. — Výtah. 

Sur les espaces (S) des fonctions continues. 
LADISLAV MIŠÍK, Bratislava et J O S E F NOVÁK, Praha. 

A paraître dans les Matematicko-fyzikálně zprávy Slovenskej 
akademie vied a umění, I, N° 1. 

x) J . G.-MlKUSHtfSKI: Sur l'unicité des solutions de quelques équations différen
tielles dans les espaces abstraits, Ann. Soc. Pol. Math., 22 (1949), 157. 

2) J . G.-MlETJSItfSKÏ: Sur les fondements du calcul opératoire, Studia Mathe-
matica, Il (1949), 41—70. 
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MÉTHODES DE SOMMATION DES SÉRIES DE FOURIER. Il*) 

BÊLA SZ.-NAGY, Szeged (Hongrie). 

On sait que pour toute fonction intégrable 

f(%) r*-t z,cjc(x) [cjc(x) = ak coskx -f b* sinka;], 
i o - ' 

les sommes de Fejér 

***(*) *= |-(i —^qriU(*) 
tendent vers f(x) en tout point de Lebesgue de f(x)3 et cela uniformément 
dans l'intéreur de tout intervalle où f(x) est continue. Les sommes con
juguées 

v / * \~ 
<*n*(x) = 2, \ l TT ck(x)[ch(x) = a* s m ^ — &* COSkz] 

* - l \ n + 1} 
tendent presque partout vers là fonction conjuguée 

1 * t 
f(x) = — - ^ _/ [/(* + 0 — /(* — *)] cotgy d*, 

notamment en tout point d'existence de f(x) qui est en même temps 
un point de Lebesgue de f(x). 

Une matrice triangulaire infinie A = (Ànjc) sera dite de type F resp. 
de type F si les sommes 

n n 
<?n(x) = 2-WfcO*) o u 5n(«) = 2An*C*(aO 

& = 0 &=*1 . 

jouissent des mêmes propriétés que les on*(x) resp. crw*(x). 
L Pour que A soit de type F, il suffit qu'on ait 

Hm/Ur = I (A) 

pour tout k fixe, et que 

l^x / n \ i • i 
2, (» — *)llog n _ J \dnk\ < Const., &*0 

où 
~4wfc = ^ * — -^n, fc+1 + ^i, *+2 W n,n+i = 0). 

IL Po-ur #^e/l soi£ de ^ e F, il suffit qu'on ait (A) et 

i(k + l)[log£^)|44 + 2(n — k)\log^kj \A*À < Const" 
où v est le plus grand entier contenu dans n/2. 

*) La pr mièŕ commшiication a paru dans l s Acta Scierttiarurø Mathema-
tícarum, Şz g d, 12 Ŕ (1950), 204—210; on la rдotera par I. 
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La démonstration du Théorème I a paru clans I, loc. cit. Celle 
du Théorème I I est contenue dans la suite. 

§ 1. MATRICES DE T Y P E F. 

Soit f(x) une fonction périodique de période 2TT, intégrable au sens 
de Lebesgue dans (0, 2TT), et soit 

oo 

f(x) ^ 2*,ck(x) o u ck(x) = ak GOSkx + bjc SÏVlkx 

sa série de Fourier. 
Il est bien connu1) que la fonction ,conjuguée" 

n 

i r t 
fW =—'2^ JU^ + V — Kx — *)- c o t s J dt 

existe presque partout et que les sommes de Fejér de la série conjuguée, 
c'est-à-dire les sommes 

£ / k \~ ~ 
?»*(/; *) = 2 , l 1 ~n+ l ) c~(æ) o ù c*>(xì = aъslTíkx — Һcosfo:, 

(1) 

tendent vers /(#) presque partout. Il y a convergence notamment en tout 
point d'existence de f(x) qui est en même temps un point de Lebesgue 
de f(x) ou du moins tel que 

h 

f\f(x + t) — f(x — t)\dt = o(h) pour h -> 0. (2) 

Remplaçons les facteurs (1 ri dans (l)*par les éléments 
\ n+ll 

Xnic d'une matrice triangulaire infinie donnée 

-4 = (Xnk) (n = 0,l,...; * = 0 , l , . . . , n ) ; 

ces éléments peuvent être des nombres réels ou complexes; Xn& —- 1 pour 
tout n. 

Lorsque les sommes ainsi obtenues 
n 

5vi(/;x) = 2 ^*5*(x) (3) 

jouissent de la même propriété que nous venons de rappeler pour les 
sommes (1) de FEJÉR, nous dirons que la matrice/1 est de type F. 

67/. par x. A. ZYGMUNP: Trigonom trical s ries, Warszawa-Lwów, 1935, 
4o—-4$. 
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On sait2) que toute matrice de CESÀRO d'ordre r > 0. 

Л 
AW 

où A (r) 

\ m I 
est de type F. 

, HILLE et TAMARKIN ont montré3) que. plus généralement, toute 
matrice de NÔRLUND 

A-[^) (4) 

formée à partir d'une suite {p^} de nombres réels ou complexes en posant 
m 

Pm = 2 -?*> 

est de type F, à condition qu'il existe une constante C telle que 

2b*l 
7J=0 

n\Pn\ 
n 
2 h\Vk—Vk-i\ 

Á * 

\ <G\Pn\. 

(Җ) 

(N,) 

(Nt) 

Ces conditions sont d'ailleurs seulement suffisantes et non pas nécessaires. 
Nous établirons la propriété F pour une classe de matrices A, beau

coup plus étendue, et cela en comparant les sommes an correspondant 
à cette matrice avec les sommes an* de FEJËR. 

Théorème: Pour que la matrice A = (Xnh) soit de type F, il suffit 
qu'on ait 

• lim Xnjc = I pour toute valeur fixe de k, (A) 
tt->oo 

2(i^)i^+ï(i^>:.i<« *. 
A-=0\i-A;+l b I k=v\i~n-l- ° J 

OÙ 
Anjc = %nk — 2AW. k+1 + Xn, x-+2 (Àn>n+i = 0) 

et o& v désigne le plus grand entier contenu dans —. Ces conditions posées, 

la différence 
_ Xn(z) = an(f; x) — crn*(f; x) 

2) G/, par . ex. A. ZYGMUND, loc. cit., pp . 49—50 et 145—146. 
*) E . H l L L E — J . D. TAMARKIN: On the summabili ty of Fourier séries. I, 

Transactions American Math. Society, 34 (1932), 757—783. 
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des sommes (3) et (1) tend vers 0 presque partout, notamment en tout point 
x ou (2) a Ziew. La convergence est uniforme dans Vintérieur de tout intervalle 
où f(x) est continue. " 

La condition (B) est d'ailleurs évidemment équivalente à la suivante: 

vf (h + i) (loĝ qp-j) |4*| + ^ V - *)(lo^^i\\AU < c. (B') 

Dans le cas particulier où la matrice A se dérive par la formule 

d'une fonction absolument continue X(u) (0<Lu<^ 1) et telle que A(0) = 
= 15 A(l) = Q, la condition (B') se réduit à ce que l'intégrale 

fu l o g l | d Â » | + f (1 - u) log j ^ \dX'(u)\ 

0 i 

soit convergente. 
Dans le cas des matrices de NÛULUND (4), nos conditions prennent 

la forme 

lim n~m = 0 (pour toute valeur fixe de m) (Ajy) 
n->oo •* n 

m—l \i=m I 
n J n 

2 2 
<iz=n—v+l\i=n-—m + l 

n m + * ' W — P i - i l <C\Pn\. (BN) 
m-

Ces conditions sont moins restrictives que celles posées par HILLB et 
TAMARKIN, (A$) étant une conséquence de (Na) et (N3), et (By) une 
conséquence de (N3) et (N4) [cf. I , . §1 ; on a encore à observer que 

n n __ m _j_ l 
2 , . • . • < * ] • . . . .:. 

i=n—m+1 

§2. D É M O N S T R A T I O N DU T H É O R È M E . 

Pour démontrer le théorème, partons de la formule facile à vérifier 
7T 

xn(x) = — i fHn(t)y>x(t) àt . . . (5) 

0 
où 

Vfc(«) = / ( * + ?)• — /(* — *)' 
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e 

"•'"-JoM1-^)]8' sintø. 

Nous montrerons dans le paragraphe suivant que, pour à > 0, 

- max|ffw(Z)| ->0 (?i->oo) 
ô<t<7l 

(6) 

(7) 

et qu'il existe des fonctions décroissantes ff* (t) j> 0 (0 _I t <1 JZ) telles 
que 

\Hn(t)\£H*(t), fH*n(t)dt<C*. 
0 

On déduit de (6) que 

n\xn(x)\ <_ max|V;,(f)| • f\Hn(t)\ dt + max\Hn(t)\ . fy>x(t)\ dt. 

(8) 

0<í«5 ô<t<л 
Vu que 

Tt n TC n 

f\Wx(t)\ dt < . f\f(x +1)\ dt + f\f(x—1)\ dt = f\f(t)\ dt (9) 
0 0 > 0 —n 

et que, pour t -> 0, ipx(t) tend uniformément vers 0 dans l'intérieur 
de tout intervalle où f(x) est continue, on conclut de (7) et (8) que xn(x) 
tend uniformément vers 0 dans l'intérieur de tout tel intervalle. 

Pour montrer que xn(x) -> 0 en tout point x où 

h 

Wx(h) = f\ipx(t)\ dt = o(h) pour A -> 0, 
o 

on fait usage aussi des majorantes décroissantes ff* (t). Pour un tel x} 

on a 
Wx(t) <; et dès que 0 <; t <L ô = b», 

et, en vertu, de (8) 

/ J?..(í)v,(í) dtl á / II: (0 |v-('«)| dř = {Wx(t)H*n (*)]«+ 
I o o 

+ / lf-«) d [ - # : (í)] <. [eí. H (t)\+ fet. d[-H*n(t)] = 
c5 <5 

] -
o o 

í 

^sfH*(t)dt<C*e. 

D'autre part, il vient de (7) et (9), que 

f Hn(t)гpx(t) dt _= шax 
õ<t<л 

MrJjt) . f\yt(t)\dt<e 
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pour n assez élevés. On aura donc, pour ces n, 

n\xn(x)\ < C7*£ + s, 

ce qui prouve notre assertion. 

§ 3. D É M O N S T R A T I O N DE (7) ET (8). 

Il ne reste qu'à démontrer les propriétés (7) et (8) des noyaux Hn(t). 

Pour 0 : = k < / > > o n a n — k > n — v ^> - r et par conséquent 

i ^ < i i = *+i<(*+i)̂ ^<2(*+i) i | . 
i=n—Jc i^n—Tc ï=fc + l 

Il en résulte que la condition (B) est plus restrictive que la condition 

n~kX\AU<C (B) 
«—l / n 

2[ I 
fc=;0 \í=-n—h 

que nous avons posée dans I. Or on a montré dans I, § 2, que les condi
tions (A) et (B) entraînent que 

M < Ci, (io) 
\vAnv\ < C2 (AnJc = hnk — ^n>JN-i)> (**) 

n-l 

^\A2
nk\->0 lorsque n~>co. (12) 

Posons 

n̂fc ~ ^nk 1 + n _\ i > 

on peut alors écrire au lieu'de (6): 
n 

#»(*)= 2 4 f c s i ^ . 
&=o 

Vu que Ano = 0, Anlt = Anfc — An
r, *+ 1 = Z J ^ H — pour 0 < 

n + 1 
< I k < : n et Zlnfc = i-ln* — -4», *+i — Ank~ An, k+1 ^ Ànk pour 0<^ 
^ k <; n — 1? on obtient par deux transformations abéliennes: 

n - l 

Hn(t) - I,Ln*(t)A*k 
fc=0 

où 
k+,1 fsin(n + l)* sin(k+l)*) 

^ W = ~J \-n~+ï F+T~J \ (U) 

4 s m 2 - <• J 

En se servant de la décomposition k + 1 = (n + 1) — (n<—k), on 
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arrive après quelques calculs à l'expression suivante alternative de 
( * + l ) { . ~ } : 

T n — k 1 
mi(n + \)t. 1 — cos(n—k)t - ( 1 — cos(w + l ) t f ) — 

L * + i J 
\siii(n+\)t sin(w — k)tl 

— oos(n + \)t. — - - - (n — k). 
I w + 1 n — k J 

xent, 

Lnh(t) = sin(7i + 1)*. r ^ ^ - i W - ™ ^ ^ l ~~ 

- C O S ( T I + \)t,Ln,n^^(t) (14) 

^ ( ^ S i n 2 ( ' + 1 } l . 

Par conséquent, 

sm 2J 

Faisant usage de (13) pour k < v et de (14) pour k I> v, et en 
écrivant pour abréger 

zljfc, J / , -£*(*) ^ lieu de AnJc, 4**, LnJc(t), 

on arrive à la formule définitive suivante: 

v—l n—1 

Hn(t) = 2 -M* 2 — cos(w + 1 )*. 2 A.-i-i<4*2 + sin(re + 1 )* 

{l^--^2-^[^^^-^44) (i5) 

Les fonctions | •£&(£) | e^ |-W&M] restent évidemment inférieures, dans 
l'intervalle <3<1 t<^ n (à > 0), à une quantité finie co(ô). Il en résulte 
que |.ffw(*)| y reste inférieure à 

{ v— 1 n—1 ™ i» 4 - 1 1 1 

zm+-. 2 m+-7+f M-i+̂ +i wj-
Grâce à (10), (11) et (12), cela prouve (7). . v ..-•• • 

Passons à la question des majorantes décroissantes. 
Puisque 

s i n 2 ^ > | ~ | ( O ^ t f ^ j r ) , (16) 
^ ү ^ UX (0£t£n) 

la fonction Mjg(t) admet la majorante décroissante' 

»—1 
4) On a à observer que 3* (n — )̂̂ -fc2 = (n — v + !)--lv T" K-



Mk*(t)-

on a 

[ [(* + 1)|-]2 „.(i + i)-

•tö" 
1 

«Г 
_ 
2 ^ 

fMt*(t)àt£Cz(k+l). 

( • -
ŕ < 

t + 1 

< t < & + iå= tšs^); 

(17) 

Envisageons maintenant les fonctions L^ = Lnk (cf. (13)). Le module 
de la fonction entre {...} au second membre de (13) admet les majorantes 

2 ^ ^ m m { [ ( ^ + ^ ^ 1 } + 2tmin {[{n + 1)t?j ^ 5) 

(k + 1) 

Faisant usage aussi de (16), on arrive à une majorante décroissante 
Lk*(t) de |Itifc(̂ )|: elle est définie dans les intervalles 

[°> n~zfij > \jr+ir T+ï) ' [k+19 n) 
respectivement par 

yr2 k+ 1 [(»+!)-+(*+!)-], ^ ^ ± i 
ř [i + ( H i ) П ^ ^ 

.2 71. + 1 

Un calcul direct fournit: 

7 / n + 1\ / £ 1 \ 
/£**(*) dt 5̂  (k + 1) C74 + C75 log^jry K (* + 1) [CA + C5 J> j). І=ÄГ+1 

(18) 

En vertu de la formule (15), |HW(£)| admet la majorante décroissante 
V— 1 

2 
żfc=0 

+ Җ 

» - l 

Я„*(Í) = 2 -** И*2I + 2 jt*-*-iИ*,l + 2 •*r*-*-iИ*,l + 
k=v 

-V + 1 

,%—1 

2-
JЬ«v 

«*( 
тг • 

71+ 1 Иvl + -x-i4 
П + 1 l '/ 

En se servant de (B), (10), (11), (12), (17) et (18), on conclut sans 
peine que l'intégrale de Hn (t) reste inférieure à une constante indépen
dante de 7i. 

Cela prouve (8) et achève la démonstration du théorème. 

5) On a notamment 

. 0 < 1. 2min{я», 1}. 
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V ý t a h . — R é s u m é . 

Methody sčítání Fourierových řad. II 

BÉLA SZ.-NAGY, Szeged. 

Je známo, že pro každou funkci, integrace schopnou. 
00 

f(x) ~ lEck(x) íck(x) = ak OOSkx + bjc BÍIíkx] 
0 

FEJÉROVY součty 

«-*<*)-Д^-ïTl)^) 
konvergují k f(x) v každém Lebesguově bodě funkce f(x) a to stejnoměrně 
uvnitř každého intervalu, v němž je f(x) spojitá. Konjugované souěty 

ni k X ~ 
žn*(x) = y 1 T T I ck(x) C°k(x) = ak sinkx — bk ooskx] 

Á\ n + l] 
konverguj í skoro všude ke konj ugováné funkci 

* fa) = — ^ f -/(* + *) —n*—*w c o t s 4 d * ' 
zejména v každém bodě, kde existuje f(x), který je zároveň Lebesguovým 
bodem funkce f(x). 

O nekonečné trojúhelníkové matici A = (A^) budeme říkati, že je 
typu F resp. F, jestliže souěty 

n n 
<*n(x) = 2^^jfc(o?) nebo on(x) = 2*»*G*(a?) 

&=xO fc=l 

mají tytéž vlastnosti jako O»*(ÍC) resp. on*(x). 

Věta I. Alby matice A byla typu F, štaci, aby 

lim Ink = 1 . (A) 
n->co 

pro každé pevné k, a aby 

n - l 

2 
*«o. 

T (?г — fc) log т И n \ | < const, 
fc-=0 \ n кl 

Лnk == Лifc — -^Лi, fc-f1 + ^л, fc+2 (^i, w-Ы == ö ) . 

kde 

Věta II. Aby matice A byla typu F, stači, aby platil vztah (A) a 

218 



2 (k+l) ( l o g ^ - j \ \áU +n%(n- k) ( logj j-2-j \él\ < oonst, 

kde v je největší celé číslo, obsazené v — . 

Důkaz v ě t y I. vyjde v Acta Scientiarum Mathematicarum, 
Szeged, 12 B (1950), 204-210. 

Důkaz v ě t y I I . je obsažen v tomto pojednání. 

ON THE POINTWISE APPROXIMATION AND THE UNIFORM 
CONVERGENCE. 

MARIA NOSARZEWSKA, Wroclav. 

A set A will be called ^-dense if in each sphere with the radius Y\ 
there is at least one point belonging to A. 

It will be said, that a sequence {fn(p)} of real functions defined 
in a Euclidean space approximates pointwise a function f(p) if for each 
e > 0, YJ > 0 there is a natural number N such that for each n> N 
there exists an 77-dense set A(n) such that 

\fn(p)—f(p)\<* 
for p e A(n). 

The above notion is more general than any other kind of conver
gence, in particular than the convergence on a dense set and than the 
asymptotic convergence. The pointwise approximation without additio
nal hypotheses does not impose any restrictions on the sequence because 
for each sequence of functions there exists a function which this sequence 
approximates pointwise. In spite of this in the additional hypothesis 
that the function approximated is continuous, the pointwise approxi
mation implies for some classes of functions far-reaching consequences, 
viz. the convergence nearly uniform (i. e. uniform on each compact set). 

In the well-known theorem on monotonic functions the hypothesis 
of convergence may be weakened to the pointwise approximation: 

• Thfeorem I. If a sequence of functions monotonic on an open interval 
approximates pointwise a continuous function, then it is nearly uniformly 
convergent to that function. 

When we look for other classes of functions for which weaker 
convergence implies the nearly uniform convergence it is the convex 
functions and their generalizations that naturally occur. 

Let 0 denote a class of real functions <p(x) defined in an open 
interval I =. (oc, fi) and fuffilling the following conditions: 

(a) each cp e 0 is continuous in J; 
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(b) each two points (%, yx), (x2i y2), where a < xx < x2 < /? he 
on the image of one and only one function cp(x) = (p(x;xuyu x^ y2) 
belonging to 0. 

A real function f(x) defined in I is called 0-convex1) if for any x1<x2 

belonging to I the inequality f(x) <^ cp[%; xXi f(xx), x23 f(x2)] is fulfilled for 

Theorem 2. / / a sequence of real functions defined in an open 
interval I and 0-convex fulfils at least one of the following conditions 

(A) approximates pointwise a continuous function; 
(B) is convergent on amset dense in I; 
(C) is convergent asymptotically; 

then the sequence is convergent nearly uniformly. 
Theorem 3. / / a sequence of real functions in the open interval I 

uniformly bounded on a subinterval and having non negative differences 
of a fixed order p I> 2, fulfils at least one of the conditions (A), (B) and (C), 
then the sequence is convergent nearly uniformly. 

There exist some theorems corresponding to theorems 1 and 2 for 
the real functions of several variables. 

The subharmonic functions have none of the properties considered 
above: with these functions none of the considered kinds of convergence 
does imply any other, nor does the pointwise approximations of a conti
nuous functions imply any convergence. 

* 
Streszczenie. — Summary. 

O aproksymacji punktowej i zbieznosci jednostajnej. 

MARIA NOSARZEWSKA, Wroclaw. 

W pewnych klasach funkcji (funkcje monotoniczne, funkcje wypu-
kle, funkcje o p-tjch. roznicaeh stalego znaku) rozne rodzaje zbieznosci 
(zbieznosc asymptotyczna, zbieznosc w zbiorze wszedzie g^stym, etc.) 
pocigLgaja, za soba zbieznosc niemal jednostajna.. 

SUR UNE EXTENSION DE LA NOTION DE DÉRIVÉE 
AU MOYEN DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS.*) 

K Y R I L L E P O P O F F , Sofia. 

La généralisation de la notion de dérivée a été faite par des voies 
différentes: LIOUVILLE et RIEMAKIST en prenant comme point de départ 

*) E . F . BECKENBACH : Bull. Amer. Math. Soc , 43 (1937), 363—371. 
*) La conférence n ' a pas été faite, parce que l 'auteur était empêché de par

t iciper au congrès. 
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la série de Taylor ont formé, au moyen de la fonction donnée, une autre 
fonction, contenant un paramètre et coïncidant pour des valeurs entières, 
positives ou négatives de ce paramètre, avec les dérivées ou les in
tégrales d'ordre respectif de la fonction donnée. Par ce moyen on arrive 
à définir aussi des dérivées d'un ordre fractionnaire, correspondant 
à la valeur fractionnaire du paramètre. Parmi les travaux faits dans 
cette direction nous voulons citer la belle thèse de A. MARCHAUD ainsi 
que les travaux de H. WHITNEY. 

D'autre part la théorie des ensembles et les travaux de H. LEBESGUE 
ont déterminé un autre courant où se rangent les travaux fondamentaux 
de G. BOULIGAND et le mémoire de BUSEMANN et FELLEU, sur la courbure 
des surfaces convexes, publié dans les Acta Mathematica. 

Dans ce qui suit nous voulons donner une idée de nos résultats 
sur le même sujet, où nous avons pris comme point de départ la théorie 
des probabilités, ce qui nous a mené à des généralisations de différente 
nature, où parfois même la condition de la continuité n'est pas requise. 
Cette dernière condition n'étant pas nécessaire, la dérivée ainsi généra
lisée, se prête miex à l'étude des phénomènes où la continuité n'est pas 
assurée, comme par exemple dans la physique moléculaire et dans les 
sciences statistiques, où la notion de probabilité s'introduit d'une manière 
naturelle! 

Ici même on peut suivre deux voies différentes: on peut prendre 
comme point de départ le premier moment ou le second moment. Ici 
nous voudrons exposer nos résultats au moyen du second moment. Pour 
montrer la fécondité de notre conception nous en ferons quelques appli
cations à la théorie des courbes gauches et des surfaces. Des théorèmes 
classiques (le théorème de MEUSNIER, plans nourmaux principaux etc.) 
comme on le verra peuvent être établis dans des conditions très géné
rales. Enfin on arrive à définir la dérivée des fonctions d'une variable 
complexe sans que la, condition 

aP _ dQ_ dP _ dQ 
dx dy ' dy dx' ' 

Soit vérifiée au point considéré. On obtient ainsi quelques ré
sultats de É. BOREL sur les fonctions monogènes. 

Plaçons nous au point de vu géométrique et considérons la courbe 

y = / (*)• 

Soit M[x, f(x)] un poin de cette courbe et 

(f — x) sin# — (rj — y) COSTC = 0 

l'équation d'une droite quelconque, passant par M et faisant avec 
l'axe des x l'angle oc. La distance du point M'\x -f- u, f(x + u)] de la 
courbe à la droite ci-dessus est donnée par 

D = u sina — f(x | u) eosot, où f(x \ u) = f(x + u) — f(x). 
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La somme 
u u u 

S -= /D 2 d?̂  == sin2# fu2 du — 2 sinx cosocfuf(x I u) du + 
à o o 

u 
+ cos2ocff(x | u)2 du; 

0 

est une fonction de oc. Les valeurs de tga, correspondant aux valeurs 
extrêmes de S, sont données par 

f[u* — f(x\u)*ìåu 

tga = • •± 
%fuf(x \u)du 

o 

f[u2 — f(x\u)2]du 

2 fuf(x | u) du 
o 

+ 1. 

Ces valeurs de tg<% tendent vers des limites bien déterminées, lorsque, 
pour u -> 0, la limite de l'expression sous le radical existe. Cette limite 
existe toujours, lorsque la fonction f(x) est dérivable au sens classique, 
et dans ce cas Ton a 

u 
J[u2 — f(x\u)2]du _ 

(1) limo 
w-*0" 

•f*(x) 

fuf(x ] u) du 
/'(*) 

ce qui donne pour la limite du tg# les valeurs 

1 
/'(ж) et 

/'(*) 
c'est à dire les coeffícients angulaires de la tangente et de la normale 
de la courbe, au point M. 

La dérivation, ainsi généralisée au moyen du second moment Ã, 
étant ramenée à lłintégration et au calcul classique des valeurs extrêmes 
ďune forme quadratique définie, la limite (1) et les droites limites 

(f — ») ЅІПíX — (ГJ — y) cosťx ~ 0 
correspondantes peuvent exister sans que la déгivée Newtonienne existe. 
Ici il n'est pas même nécessaire que la foñction f(x) soit continue, 
la limite existant par exemple lorsqu'on modifie, sur un ensemble de 
mesure nulle, les valeurs ďune fonction continue et dérivable au sens 
de Newton. 

Ain si la fonction définie par 

f(x) =s= x sin — pour x 4= 0 et par f(x) = 0 au point x == 0 
x2, 

admet une derivée au point x =- 0. 
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On peut de même traiter la théorie des courbes gauches. 
Considérons maintenant le problème suivant: 
Déterminer le plan £oc + rjfi + fy = 0, passant par le point (0, 0, 0) 

de la courbe gauche 
y = /(*), s = 9?(«), 

pour lequel V expression 
X 

/ D 2 dx 
S = limO 

.r-*Û « 

/x 2 dx 
0 

a wne valeur extrême. 
Ici la distance D du point M(x, f(x), cp(x)) au plan cherché a pour 

expresion 
D = xoc + yfï + zy, avec &2 + /32 + y2 = L 

En désignant par A, B, C etc. les limites suivantes, lorsqu'elles 
existent, 

X X X X 

Sfxy dx 3fxz dz %fyz dx ^fy2 dx 
A = lim J , B = lim . J - , C = lim _9. , D = lim __° , 

£-*0 X3 x-+0 x^ ce-t-O SE3 *->0 ;r3 

a; 

3/z2d.r 
F = lim _2 , 

X-+0 xz 

on aura à déterminer les systèmes (oc, fi, y) pour lesquels S, qu'on peut 
mettre sous la forme 

S = oc2 + £2D + y2# + 2^/SA + 2o.yB + 2/5yO, 

obtient ses valeurs extrêmes. 
Avant d'aller plus loin faisons une remarque préliminaire: en por

tant à partir de l'origine sur la normale du plan !~oc + rjjî + | y = 0 

la longueur OP, telle que — = ]/S, on obtient pour le lieu géomé

trique du point extrême P(X, Y, Z) de ce vecteur, en posant 

*=£ B = L =JL 
OP' OP' y OP 

la surface suivante 
/ = X2 + D72 + EZ2 + 2ALZ7 + 2BXZ + 2CTZ. 

C'est un ellipsoïde, ayant l'origine pour centre. Les valeurs extrê
mes de S correspondent ainsi aux axes de l'ellipsoïde ci-dessus. Ces axes 
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déterminent en général trois directions liées à la courbe au point considé
ré: la tangente, la normale et la binormale. Ces recherches sont intim-
mement liées aux racines de l'équation * 

\—X, A, B 
A(X) = A, D — X,C = 0, 

B, C, E — X 

que Ton rencontre dans l'étude des quadriques et qui a été étudiée par 
CAUCHY, KROKECKER, JACOBI et d'autres. 

Application à la théorie des surfaces. 

Soit z = f(x, y) l'équation d'une surface, passant par l'origine des 
axes de coordonnées, et P = fa + 7) fi + Çy = 0, (oc2 + /32 + y2 = 1) 
l'équation d'un plan quelconque passant par l'origine. La distance D 
du point [x, y, f(x, y)] de la surface à ce plan étant 

D = xoc + yft + zy, 

formons au moyen du second moment l'expression 

fD2da 
S = lim -S = Ki + p*!) + y*E + 2xfiA + 2*yB + 2fiyC, . 

j x2 da 
(R) 

où l'on a mis 

fxyda fxzda ' fyzda n v fy2 do 
A = km-7 , B = l im^ . C = hm-^+ , D = h m ^ —, 

fx2da fx2da fx2da fx2da (Ä) 

E = hm -
fx2da 

les intégrales doubles étant prises dans un domaine régulier (R) du plan 

des (x, y) autour de Forigine. [C'est-à-dir tel que——- > p (nomre fixe), 
m(l) 

m(I) étant la mesure du carré contenant le domaine (R).] Cherchons les 
plans pour lesquels S obtient des valeurs extrêmes. 

Il paraît, de prime abord, que les plans limites cherchés ne sont pas 
indépendants de la manière dont les dimensions du domaine (R) tendent 
vers zéro. En effet les coefficients A et D, par exemple, sont tout-à-fait 
indépendants de la surface et dépendent uniquement de la forme du 
domaine (R). Et pourtant il y a des cas, comme nous allons le voir, où 
certains de ces plans sont indépendants de la manière dont les dimensions 
de (R) tendent vers zéro. Cela arrive, par exemple, toujours lorsqu'on 
peut mettre z sous la forme 

z = px + qy + <p(x, y), 
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ou cp(x, y) est de degré supérieur à un ou diffère d'une telle expression 
en des points de mesure nulle. 

Ici on aura à considérer encore l'expression A(X) avec 

B = p + qA, C =.pA +qD, E = p2 + q2D + 2pqA. 

Avec ces valeurs A, B, C, D, E, l'équation A(À) = 0 admet une racine 
simple k = 0, indépendante de la forme de (B), et l'on a dans ce cas 

SL = L = y 

p q — 1 * 
On obtient ainsi le plan tangent. En prenant le plan tangent pour 

le plan des (x, y), on aura p = q = 0 et z se réduit à z = cp(xy). La 
valeur de z sur la section normale faisant l'angle co avec l'axe des x sera 
donnée par 

z = cp(q coso), Q sinco). 

Formons le moment 
+ Q2 

S= fz2dç> 
—Qi 

et cherchons les valeurs de co correspondant aux valeurs extrêmes de S. 
On obtient à la limite, en faisant tendre les o vers zéro, les sections 
principales de la surface. Dans le cas ou z admet des dérivées partielles, 
au sens classique, du second ondre r, s, t on aura pour déterminer co 
la relation bien connue 

s cos2co + (t — r) sinco . cosco — s sin2o> -= 0. 

Pourtant ces plans peuvent exister dans des cas où ces dérivées n'exis
tent pas. 

Théorème de Meusnier. 

Avant de mous attaquer au théorème de MEUSNIER et de sa générali
sation je voudrais rappeler un théorème élémentaire de la théorie du 
cercle pris comme point de départ par HERBERT BUSEMAM et WILLY 
FELLER dans leur mémoire ,,Krùmmungseigenschaften konvexer Flâ-
chen" dans les Actà Mathematica (1936). L'équation du cercle de rayon 
B, passant par l'origine des coordonnées et tangent à l'axe des x, étant 

x* + y2 — 2yR = o5 

on a pour le rayon du cercle 
x*+ y* 

B = • 
2У 

D'une manière générale le rayon du cercle, passant par les points 
M(x, y) et M(x + Ax, y + A y) et tangent a la droite?? — y = (f — #)tga. 
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est donné par 
(Axf + (Ay)2 Ax2 + Ay2 

B 
2D 2(Ay cosx — Axamot)' 

où D est la distance du point (x + Ax, y + Ay) à la droite ci-dessus. 
Soit y = f(x) l'équation d'une courbe donnée. En supposant l'exis

tence de la dérivée classique î'(x) = tgoc, BUSEMANN et FELLER déter
minent la courbure au point (x, y) comme limite, lorsqu'elle existe, de 
l'expression 

2D 
Ax2 + Ay2' 

pour Ax—>0. 
Mais on peut déterminer d'emblée la tangente et la courbure de 

y = /(s) 

sans se soucier de l'existence de la dérivée de f(x) au sens classique. Pour 
cela nous menons par le point M[x, f(x)] une droite quelconque (c* 
quelconque) 

rj — y = ( | — x) tgoc 

et nous cherchons à déterminer la valeur de a pour laquelle l'expression 

5M = —*— f D2dU C>) 
>W « a - < J [«- + /(:-|«)*P l_J 

Ut 

devient minimum. Les limites des valeurs correspondantes de oc et de 
8 (oc), lorsque ux et u% tendent vers zéro d'une manière indépendante. 
nous donneront la tangente et le carré de la courbure au point [x, f(x)] 
de la courbe. 

^ , v dS(a) „ 
De la condition —; — 0 on tire 

?/2 ?a- ={- f& ga-H~ ' ^ м ^ и ř d м ± 

VÜЃ + /И 
íг) 2 

^ ) 2 ] 2 dt/T + 4 U c -
w/(a; | u) 

'• + f(x\ «)* ] 2

d м J > ± 
V L J ^* + f(x I *̂-* 

' Wi 

uf(x I w) ďгг 
J[«! 2 + /(<& I W ) 2 ] 2 

Ces valeurs de tg.^i, et tg# 2 tendent vers des valeurs bien déter
minées, lorsque la limite 
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/

U2 f(x | u) 

l [u* + f(x | uff 
åu 

lim "' n u* 
4->o f uf(x i u) åu f-

j Þ: •2 + /(a; I uff 

existe. Elle existe sûrement, lorsque la dérivée classique f(x) existe. 
On a dans ce cas 

/ » 

f (*) 
En supposant de plus l'existence de la dérivée seconde au sens clas

sique et en prenant 
tg* = f(x) 

on obtient 

W.2-^0 

C'est la formule classique donnant le carré de la courbure. Pourtant 
les limites ci-dessus peuvent exister sans que l'existance des dérivées 
Newtoniennes f(x) etf(x) soit nécessaire. Dans ce cas les formules ci-des
sus nous déterminent la tangente et la courbure généralisées au moyen 
du second moment. 

Venons maintenant au théorème de MEUSNIER et considérons la 
surface 

z = /(», y), 

passant par l'origine [/(0, 0) = 0]. Le plan y = 0 détermine sur la surface 
la section 

C0 = z = f(x,0) 

et le plan y = z tgco détermine la section 

f(x, r\ sinco) C(0==rj = 
cosco 

Nous admettons que les sections planes C0 et Cco admettent des 
tangentes généralisées au point (0, 0, 0), que ces tangentes coïncident 
et que par coséquent elles coïncident avec l'axe des x. L'angle oc que font 
ces deux tangentes avec l'axe des x étant nul, on aura pour le carré de la 
courbure de la courbe C0, à l'origine, d'après la formule (2) 
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JL = r _ i _ f /(«. °)2 

*£„- m i « 2 — «x / [«» + /(«, o)1? 

et pour le carré de la courbure de la courbe de O^, l'expression 

«2 
cos2co _. 4 /* /(w, 77 sinco) 

LI/JMІ^T 
I COS2CO J 

d'où Ton tire 

/(w, 0) 

[«» + /(«, 0)-]-
Rö,2 = F0

2 cos%o lim 
/ . 

dгг 

w2 

/
/(w, Yj sinco)2 

L 2 + /M^)2Td«. 
W l cos2a> 

2"] 2 

•J 
On voit d'ici que pour que le théorème de MEUSNIER reste en 

vigueur pour la surface z = f(x, y) il faut que l'on ait 

tŕ 2 

^2 
/ K o) d« J [«» + /(«,<>)-] 

lim 
i ł j . 

2 

/ 

/fo, 77 sino>)2 ^ 
" /(i6, 77 sinco)2"]2 

u -j-%1 I cos2a> J 

Pour toutes les valeurs de eo et dans ce cas O0 sera une section normale. 
Cette limite est égale à un lorsque les dérivées partielles premières 
et secondes existent et Ton a / /(0,0) = /y '(0, 0) = 0. Mais cette limite 
peut exister et être égale a un dans des cas beaucoup plus généraux. 

Pour plus de détails nous renvoyons à nos publications suivantes: 

1. Quatre notes dans les C. R. de l'Académie des sciences de Paris, 
à savoir: 206 (1938), 207 (1938), 209 (1939), 209 (1939). 

2. Ûber die verallgemeinerten Ableitungen, die durch ein Iterations-
verfahren gebildet sind, Abhandlungen der Preussischen Akademie der 
Wissenschaften Math.-naturw. Klasse Nr. 2, (1942). 

3. Sur une extension de la notion de dérivée, Monatshefte fur 
Mathematik und Physik, 51 (1944). 
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V ý t a h . — Résumé. 

O zobecnění pojmu derivace užitím theorie pravděpodobnosti.*) 

K Y R I L L E P O P O F F , Sofia. 

Jde o zobecnění pojmu derivace, při němž často není třeba spojitosti. 
Proto se tento zobecněny pojem hodí při studiu těch jevů, kde spojitost 
není zaručena (molekulární fysika, statistické vědy). Jsou uvedeny ně
které věty (na př. MEUSNIEROVA věta a j.), již při použití zobecněného 
pojmu derivace platí za podmínek mnohem obecnějších než při užití 
klasického pojmu. 

ABSTRAKTNÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE - ^ = F(x,Y) 
dx v 

V B A N A C H O V Ý C H PROSTORECH A JEJÍ APLIKACE N A NE
KONEČNÉ SYSTÉMY OBYČEJNÝCH DIFERENCIÁLNÍCH 

R O V N I C . 
VLADIMÍR R I C H T E R , Brno. 

Vyjde ve Spisech vydávaných přírodovědeckou fakultou Masary
kovy university. Brno. 

Summary . — Výtah. 

dY 
The Abstract Differential Equation — = F(x,Y) in Banach 

Spaces and its Applications on the Infinitze Systems of Ordinary 
Differential Equations. 

VLADIMÍR R I C H T E R , Brno. 

To be published in Spisy vydávané přírodovědeckou fakultou 
Masarykovy university, Brno. 

SUR LES SUITES DOUBLES DE FONCTIONS. 

WACLAW S I E R P I Ň S K I , Warszawa. , 

A paraítre dans Fundamenta Mathematicae. 37 (1950). 

Streszczeiiie. — Résumé. 

O ci^gach podwójnych funkcyj. 

WACLAW S I E R P I Ň S K I , Warszawa. 

Ukáže SÍQ W Fundamenta Mathematicae, 37 (1950). 
*) Přednáška nebyla přednesena, protože autor se nemohl zúčastniti sjezdu. 
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ON AN OSCILLATORY PROPERTY OF SUCCESSIVE 
APPROXIMATIONS.*) 

JACEK SZABSKI, Krakow. 

We consider a system of ordinary differential equations: 

^ = /<(*, ̂ , . . . ,</*), ( i = l , . . . , n ) . (1) 

The functions f(t, y1, .... yn) are supposed to be continuous for 
arbitrary y1] . . . f , and: 

a < t < b. (2) 

Let fl(t, y1, ..., yn) satisfy the following conditions of monotony. 
If 

y'£ y\ (i = l, . . . ,*) y * ^ ! ^ , (* = i + l , . . . ,w), (3) 
then 

/*(«, y\ - -., 2/71) =: /'(*, £ \ • • -, ̂ ) , (t = 1, ..., *) (4) 

/'(*, 2/1,. •., yn) £ f% y\ •.., yn\ (i = h + l , . . . , n), (5) 
where ^ is a fixed integer satisfying the inequality 0 <^ k <^ ?i. 

Let 
T^y\t), (i = l , . . . , n ) , (6) 

be a solution path of (1) passing through the point (£°, y1, ..., yn) and 
existing in the interval 

t°<Lt<b. (7) 

The well known Piccard's formulae for the successive approxi
mations to the solution (6) are 

t 

yl+1(t) = fr + Jf% yl(t), .... tf(t)) d* (i = 1, ..., n; * = 0,1 ...), (8) 

where the initial approximation 

^ = yo*(t), ( < = l , . . . , n ) (9) 
may be any continuous curve. 

We have the following theorem 
If for the initial curve (9) the differences 

y ^ — yKt), ( » = i , . . . , i ) (10) 
are of the same constant sign in the interval (1), while the differences 

yoHV—yHt) (< = * + i , . . . , » ) (li) 
are of the opposite sign to that of (10), then the sign of 

yS(t) — y*(t), (i = l , . . . , ft) (12) 

*) Annales de la Society Polonaise de Mathematique, X X I I , 201—206. 
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is equal or opposite to that of (10) and ťhe sign of 

УvЧt) — iŕ(t)9 (І = І + I , . . . , Л ) (13) 

is equal or opposite to thaťof (11) in the interval (7), according as v Ъe even 
or odd. * 

S t r e s z c z e n i e . — S u m m a r y . 

O oscylacjach kolejnych przyblizeń. 

JACEK SZARSKI, Kraków. 

Annales de la Société Polonaise de Mathématique, XXII, 201—206. 

O PORÓWNYWANIU PRZEBIEGU ASYMPTOTYCZNEGO 
CAŁEK RŐWNAŃ RÓŽNICZKOWYCH. 

TADEUSZ WAŻEWSKI, Kraków. 

Autor wprowadza dwie nierównoważne definicje koincydencji 
asymptotycznej dwu całek spełniających dwa różne układy równań 
różniczkowych. oraz podaje wystarczające warunki, aby definicje te 
były równoważne. Ilustruje te definicje na przykładach. (Szersze stresz-
czenie w BuП. de ľAcad. Pol. d. Sciences et d. Lettres.) 

* 
R é s u m é . — S t r e s z c z n i . 

Sur une façon de comparer ľallure asymptotique des intégrales 
de deux systèmes ďéquations différentielles. 

TADEUSZ WAŻEWSKI, Kraków. 

Ľauteur introduit la notion de coïncidence^ asymptotique des 
intégrales de deux systèmes ďéquations différentielles. II en indique 
ensuiţe quelques exemples. 

KRÓTKIE DOWODY PEWNYCH LEMATÓW ELEMENTAR-
NYCH Z ZAKRESU ANALIZY. 

TADEUSZ WAŻEWSKI, Kraków. 

Шechaj oc(x) i ß(x) będą dwiema całkami równania y' = f(x, y) 
spełniającego warunek LIPSCHITZA \f(x,'ў) —f(x, )\ <^ N\ӯ—y)\, przy-
czymťx(a) = ß(a) = 0. Kładąc tp(x) = ß(x) — oc(x), X(x) = fy(#)]2e-2i^-a> 
dostaniemy \яp'(x)\ _ N\џ(x)\, X(a) = 0, X(x) = 0, X'(x) = 0 día a = x < 
< ò. skąd wynika, że X(x) = 0, a więc ip(x) = ß(x) —oc(x) ==0. Fortel 
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oparty na tej zasadzie daje równie szybkie dowody jednotliwošci calek 
dla ukladów równaň róžniczkowych (tež przy warunku NAGKJMY) oraz 
prowadzi automatycznie do oszacowania odchylenia dwu calek. 

Résumé . — Streszczenie. 

Démonstrations simples de quelques lemmes élémentaires 
de l'Analyse. 

TADEUSZ WAZEWSKI, Krakôw. 

L'auteur présente un artifice qui fournit, d'une façon automatique, 
une démonstration de quelques lemmes élémentaires relatifs à l'unicité 
et à la Hmitation des intégrales de systèmes d'équations différentielles. 

A paraître probablement dans les Annales de la Société Polonaise 
de Mathématique. 

O PLASKIM RUCHU CIECZY LEPKIEJ, NIESCléLlWEJ, 
OTACZAJ/-XEJ ZWYKt-A KRZYWA ZAMKNIÇTA-

WrITOLD WOLIBNER, Wroclaw. 

Rozpatrujç plaski ruch cieczy lepkiej, niescisHwej, wypelniaj^cej 
cala, przestrzeri poza walcem dowolnego ksztaltu, poruszaj^cym sic 
ruchem prostoliniowym, jednostajnym; ciecz do walca przylega. Zakla-
daja^c jedynie, ze energia kinetyczna ruchu jest skonczona (nie zakla-
daj^c natomiast zadnych warunkow w nieskorïczonosci), udowadniam 
pewien wzor na opôr czolowy walca. Gdy dodatkowo zalozyc, ze prçd-
kosc i cisnienie cieczy sa, ograniczone, ze wzoru tego wynika, ze ruch 
cieczy nie moze byc trwaly wzglçdem walca. 

Praca ta bçdzie wydrukowana w Studia Mathematica, XI. 
* 

Résumé. — Streszczenie. 

Sur le mouvement plan du liquide visqueux, incompressible, 
entourant une courbe simple fermée* 

WITOLD WOLIBNER, Wroclaw. 

J'envisage le mouvement p]an du liquide visqueux, incompressible, 
remplissant tout l'espace à l'extérieur d'un cylindre qui. se meut paral-
lèment à une droite, à vitesse constante; le liquide adhère au cylindre. 
En admettant seulement que l'énergie cinétique du mouvement est 
finie, aucune condition dans l'infini n'étant admise, je démontre une 
formule pour la poussée du cylindre. Si l'on admet de plus que la vitesse 
et la pression du liquide sont bornées, il résulte de la formule susdite 
que le mouvement du liquide ne peut pas être permanent par rapport 
au cylindre. 
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SUR LES COURBES DONT LA TANGENTE ADMET SUR 
CHAQUE ARC TOUTES LES DIRECTIONS*) 

ZYGMUNT ZAHORSKI, Lôdz. 

Je donne la solution du problème de M. J. KRZY2 concernant les 
courbes dont la tangente admet sur chaque arc toutes les directions. 
Je me sers de deux définitions suivantes: 1° L'axe tangent est la 
limite de l'axe joignant le point fixe au point variable, le sens étant 
déterminé par le signe de la différence des valeurs du paramètre. 2° La 
droite tangente est la limite de la droite sécante, lorsque la différence 
des valeurs du paramètre tend vers 0. L'existence de la droite tangente 
constitue une condition plus faible que celle qui exige que le contingent 
(au sens de M. G. BOULIGAND) de Parc partiel soit situé sur la droite. 
Le terme „tangente" tout court signifie l'une ou l'autre de ces deux 
notions, tandis que le terme ,.direction" de la tangente dans le cas où 
il s'agit de ,,l'axe tangent", doit être remplacé par le terme ,,sens". 
Je démontre deux théorèmes. 

Théorème I. Si la courbe (au sens de PEANO- JORDAN) possède la tan
gente partou sauf dans un ensemble de points au plus dénombrable, la 
tangente ne peut prendre sur chaque arc deux différentes directions fixées. 

Théorème IL II existe un arc simple rectifiable, dont Vaxe tangent 
admet sur chacun de ses arcs partiels tous les sens. 

Comme il résulte des travaux de M. G. CHOQUET et des miens,1) 
la courbe rectifiable possède une représentation paramétrique partout 
dérivable avec les dérivées bornées. On obtient du théorème I, que l'arc 
du théorème II possède sur chacun de ses arcs partiels un ensemble 
de points de puissance du continu, dans lesquels l'axe tangent n'existe 
pas. Ainsi, Vensemble de valeurs du paramètre, pour lesquelles les premières 
dérivées de toutes les coordonnées s'annulent simultanément, est dense, 
ce qui est d'accord avec le résultat de M. Cz. RYLL-NARDZEWSKI. On 
peut généraliser les théorèmes I et I I aux courbes dans les espaces aux 
dimensions quelconques finies. Je démontre le théorème II en me servant 
de la transformation continue de l'ensemble de CAJSTTOR en segment 
et de la courbe de PEANO qui remplit le carré. Nous pouvons construire 
par des moyens analogues un arc simple dont Vaxe sécant admet sur 
chacun de ses arcs partiels tous les sens (réponse à une question posée par 
M. K. BoRSUE.). J'ai signalé en 19462) sans le démontrer, l'exemple qui 

*) Le texte complet de cette communication doit paraître dans „Ôasopis 
pro pëstovâni matematiky a fysiky". 

1 Gr. CHOQUET : Application des propriété* descriptives de la fonction contigent 
à la théorie des fonctions de varible réelle et à la géométrie différentielle des variétés 
cartésiennes, J . Math. Pav . Appl., 26 (1947—-1948), 115—226. 

Z. ZAHORSKI: 0 TKOpraHOBHX KpHBHX OÔJiaraiODXHX B Ka>KOH TOHKe 
KacaTeJlbHOH, Mat. Sbornik, 22 (1948), 3—26. 

2) Z . ZAHORSKI: Problèmes de la Théorie des ensembles et des fonctions, 
C. R . Acad. S e Paris , 223 (1946), 451, I I I c 
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est, en un certain sens, contraire. II s'agit de Vare simple possédant 
partout un axe tangent dont Vindicatrice sphérique (différente du point), 
mime aprěs la fermeture, est un ensemble O-dimensioneí. La démon-
stration a été envoyée en 1947 au „Journal of the Chinese Mathematical 
Society"; je ne sais pas si elle est parvenue á la rédaction de ce journal. 

M. KRZYŽ a démontré. en employant certains résultats de MM. A. 
DENJOY et A. BIELECKI, le théoréme suivant: la courbe en R3 qui posséde 
partout une tangente et telle que sur chacun de ses ares il existe une tangente 
parallele a la corde qui joint les extrémités de Vare et dont Vindicatrice est 
de dimension moindre que 2, est plane. On peut donner facilement 1'exem-
ple ďune courbe en R3, qui posséde partout une tangente continue et dont 
Vindicatrice (pour chaque are partiel) a la dimension 2. 

* 
S t r e s z c z e n i e . —- R é s u m é . 

O krzywych, których styezna przyjmuje na každým luku 
wszystkie kierunki.*) 

ZYGMUNT ZAHORSKI, Lodž. 

RozwiajzuJQ zagadnienie P. J. KRZYŽA dotycz^ce istnienia krzywych 
o wiasnošciach wymienionych w tytule. Przyjmuje dwie definieje: 
1) osi styeznej, która jest granica, osi l^cz^cej punkt staly z sasiednim 
punktem zmiennym (zwrot osi okreslony jestprzez znak róžnicy wartošci 
parametru), 2) prostej styeznej, która jest granica^ prostej siecznej-przy 
róžnicy wartošci parametru daž^cej do 0. Istnienie prostej styeznej jest 
warunkiem slabszym niž warunek, aby kontyngent (w sensie P. BOULI-
<ÍAND'A) luku czejsciowego ležal na prostej. Termin „styezna" oznaeza 
tu jedno lub drugie z tych pojeé, zas termin „kieruiiek", gdy mowa 
o osi styeznej, powinien byc zastaj>iony przez termin ,,zwrot". Udowad-
niam dwa twierdzenia. 

Twierdzenie I. Jeéli krzywa (w sensie PEANO-JORDÁNA) ma stycznq, 
wszedzie za wyjatkiem najwyžej przeliczalnego zbioru puriktów, styezna nic 
može przyjmowaó na každým luku 2 rázných kierunków stalých. 

Twierdzenie II. Istnieje luk zwykly prostowalny, Mór ego os styezna 
przyjmuje wszystkie zwroty na každým jego luku czeéciowym. 

Jak wynika z pracP.CHOQUET'A i moich, krzywa prostowalna posiada 
przedstawienie parametryezne wszedzie róžniczkowalne z pochodnymi 
ograniezonymi. Z twierdzenia I wynika, že luk o którym mowa w twier-
dzeniu I I ma na každým luku zbiór mocy kontinuum takich punktów, 
w których os styezna nie istnieje. Wobec tego zbiór wartošci parametru 
dla których znikajq, jednoezešnie pierwsze pochodně wszystkich wspólrzed-
nych jest gesty, co zgadza SÍQ Z wynikiem P. Cz. RYLL-NARDZEWSKIEGO. 

*) Pelny tekst tej pracy ma sie. ukazaé w „Časopis pro pěstování matematiky 
a fysiky". 
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Twierdzenia I i II možná uogólnic na przestrzenie o dowolnym wymiarze 
skoňczonym ^> 2. DowodzQ tw. I I posluguj^c SÍQ odwzorowaniem 
ci^glym zbioru CANTOKA na odcinek i krzywa^ PEANY pokrywaja^ca, 
kwadrat. Przy pomocy analogicznych šrodków možná skonstruowaó 
luk zwykly, którego os sieczna przyjmuje wszystkie zwroty na kazdym jego 
luku czesciowym. (Odpowiedž na pewne pytanie P. K. BORSUKA). Przyklad 
w pewnym sensie przeciwny, mianowicie luku zwyklego, majacego 
wszedzie os stycznq, której indykatrysa sferyczna (rózna od punktu) nawet 
po domkni^ciu, jest zbiorem O-wymiarowym, podalem bez dowodu w r. 
1946 w C. P. Acad. Paris. Dowód zostal wyslany wr. 1947 do „Journal 
of the Chinese Mathematical Society'' i nie wiadomo nawet czy doszedl 
do redakcji tego czasopisma. 

P. KRZYŽ dowiódl, korzystaj^c z pewnych wyników PP. A. DENJOY 
i A, BIELECXIEGO nastejmj^cego twierdzenia: krzywa w Bz, majqca indy
katrysa o wymiarze < 2, taká, ze styczna istnieje wszedzie, a na kazdym jej 
luku czeéciowym styczna przyjmuje kierunek cieciwy Iqczacej konce tego 
luku, jest fiaska. Možná íatwo podac przyklad krzywej w R3, majacej 
wszedzie stycznq, ciqglq i której indykatrysa dla každego luku czesciowego 
ma wymiar 2. 
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