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SUR LES COURBES DONT LA TANGENTE ADMET SUR 
CHAQUE ARC TOUTES LES DIRECTIONS*) 

ZYGMUNT ZAHORSKI, Lôdz. 

Je donne la solution du problème de M. J. KRZY2 concernant les 
courbes dont la tangente admet sur chaque arc toutes les directions. 
Je me sers de deux définitions suivantes: 1° L'axe tangent est la 
limite de l'axe joignant le point fixe au point variable, le sens étant 
déterminé par le signe de la différence des valeurs du paramètre. 2° La 
droite tangente est la limite de la droite sécante, lorsque la différence 
des valeurs du paramètre tend vers 0. L'existence de la droite tangente 
constitue une condition plus faible que celle qui exige que le contingent 
(au sens de M. G. BOULIGAND) de Parc partiel soit situé sur la droite. 
Le terme „tangente" tout court signifie l'une ou l'autre de ces deux 
notions, tandis que le terme ,.direction" de la tangente dans le cas où 
il s'agit de ,,l'axe tangent", doit être remplacé par le terme ,,sens". 
Je démontre deux théorèmes. 

Théorème I. Si la courbe (au sens de PEANO- JORDAN) possède la tan
gente partou sauf dans un ensemble de points au plus dénombrable, la 
tangente ne peut prendre sur chaque arc deux différentes directions fixées. 

Théorème IL II existe un arc simple rectifiable, dont Vaxe tangent 
admet sur chacun de ses arcs partiels tous les sens. 

Comme il résulte des travaux de M. G. CHOQUET et des miens,1) 
la courbe rectifiable possède une représentation paramétrique partout 
dérivable avec les dérivées bornées. On obtient du théorème I, que l'arc 
du théorème II possède sur chacun de ses arcs partiels un ensemble 
de points de puissance du continu, dans lesquels l'axe tangent n'existe 
pas. Ainsi, Vensemble de valeurs du paramètre, pour lesquelles les premières 
dérivées de toutes les coordonnées s'annulent simultanément, est dense, 
ce qui est d'accord avec le résultat de M. Cz. RYLL-NARDZEWSKI. On 
peut généraliser les théorèmes I et I I aux courbes dans les espaces aux 
dimensions quelconques finies. Je démontre le théorème II en me servant 
de la transformation continue de l'ensemble de CAJSTTOR en segment 
et de la courbe de PEANO qui remplit le carré. Nous pouvons construire 
par des moyens analogues un arc simple dont Vaxe sécant admet sur 
chacun de ses arcs partiels tous les sens (réponse à une question posée par 
M. K. BoRSUE.). J'ai signalé en 19462) sans le démontrer, l'exemple qui 

*) Le texte complet de cette communication doit paraître dans „Ôasopis 
pro pëstovâni matematiky a fysiky". 

1 Gr. CHOQUET : Application des propriété* descriptives de la fonction contigent 
à la théorie des fonctions de varible réelle et à la géométrie différentielle des variétés 
cartésiennes, J . Math. Pav . Appl., 26 (1947—-1948), 115—226. 

Z. ZAHORSKI: 0 TKOpraHOBHX KpHBHX OÔJiaraiODXHX B Ka>KOH TOHKe 
KacaTeJlbHOH, Mat. Sbornik, 22 (1948), 3—26. 

2) Z . ZAHORSKI: Problèmes de la Théorie des ensembles et des fonctions, 
C. R . Acad. S e Paris , 223 (1946), 451, I I I c 
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est, en un certain sens, contraire. II s'agit de Vare simple possédant 
partout un axe tangent dont Vindicatrice sphérique (différente du point), 
mime aprěs la fermeture, est un ensemble O-dimensioneí. La démon-
stration a été envoyée en 1947 au „Journal of the Chinese Mathematical 
Society"; je ne sais pas si elle est parvenue á la rédaction de ce journal. 

M. KRZYŽ a démontré. en employant certains résultats de MM. A. 
DENJOY et A. BIELECKI, le théoréme suivant: la courbe en R3 qui posséde 
partout une tangente et telle que sur chacun de ses ares il existe une tangente 
parallele a la corde qui joint les extrémités de Vare et dont Vindicatrice est 
de dimension moindre que 2, est plane. On peut donner facilement 1'exem-
ple ďune courbe en R3, qui posséde partout une tangente continue et dont 
Vindicatrice (pour chaque are partiel) a la dimension 2. 

* 
S t r e s z c z e n i e . —- R é s u m é . 

O krzywych, których styezna przyjmuje na každým luku 
wszystkie kierunki.*) 

ZYGMUNT ZAHORSKI, Lodž. 

RozwiajzuJQ zagadnienie P. J. KRZYŽA dotycz^ce istnienia krzywych 
o wiasnošciach wymienionych w tytule. Przyjmuje dwie definieje: 
1) osi styeznej, która jest granica, osi l^cz^cej punkt staly z sasiednim 
punktem zmiennym (zwrot osi okreslony jestprzez znak róžnicy wartošci 
parametru), 2) prostej styeznej, która jest granica^ prostej siecznej-przy 
róžnicy wartošci parametru daž^cej do 0. Istnienie prostej styeznej jest 
warunkiem slabszym niž warunek, aby kontyngent (w sensie P. BOULI-
<ÍAND'A) luku czejsciowego ležal na prostej. Termin „styezna" oznaeza 
tu jedno lub drugie z tych pojeé, zas termin „kieruiiek", gdy mowa 
o osi styeznej, powinien byc zastaj>iony przez termin ,,zwrot". Udowad-
niam dwa twierdzenia. 

Twierdzenie I. Jeéli krzywa (w sensie PEANO-JORDÁNA) ma stycznq, 
wszedzie za wyjatkiem najwyžej przeliczalnego zbioru puriktów, styezna nic 
može przyjmowaó na každým luku 2 rázných kierunków stalých. 

Twierdzenie II. Istnieje luk zwykly prostowalny, Mór ego os styezna 
przyjmuje wszystkie zwroty na každým jego luku czeéciowym. 

Jak wynika z pracP.CHOQUET'A i moich, krzywa prostowalna posiada 
przedstawienie parametryezne wszedzie róžniczkowalne z pochodnymi 
ograniezonymi. Z twierdzenia I wynika, že luk o którym mowa w twier-
dzeniu I I ma na každým luku zbiór mocy kontinuum takich punktów, 
w których os styezna nie istnieje. Wobec tego zbiór wartošci parametru 
dla których znikajq, jednoezešnie pierwsze pochodně wszystkich wspólrzed-
nych jest gesty, co zgadza SÍQ Z wynikiem P. Cz. RYLL-NARDZEWSKIEGO. 

*) Pelny tekst tej pracy ma sie. ukazaé w „Časopis pro pěstování matematiky 
a fysiky". 
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Twierdzenia I i II možná uogólnic na przestrzenie o dowolnym wymiarze 
skoňczonym ^> 2. DowodzQ tw. I I posluguj^c SÍQ odwzorowaniem 
ci^glym zbioru CANTOKA na odcinek i krzywa^ PEANY pokrywaja^ca, 
kwadrat. Przy pomocy analogicznych šrodków možná skonstruowaó 
luk zwykly, którego os sieczna przyjmuje wszystkie zwroty na kazdym jego 
luku czesciowym. (Odpowiedž na pewne pytanie P. K. BORSUKA). Przyklad 
w pewnym sensie przeciwny, mianowicie luku zwyklego, majacego 
wszedzie os stycznq, której indykatrysa sferyczna (rózna od punktu) nawet 
po domkni^ciu, jest zbiorem O-wymiarowym, podalem bez dowodu w r. 
1946 w C. P. Acad. Paris. Dowód zostal wyslany wr. 1947 do „Journal 
of the Chinese Mathematical Society'' i nie wiadomo nawet czy doszedl 
do redakcji tego czasopisma. 

P. KRZYŽ dowiódl, korzystaj^c z pewnych wyników PP. A. DENJOY 
i A, BIELECXIEGO nastejmj^cego twierdzenia: krzywa w Bz, majqca indy
katrysa o wymiarze < 2, taká, ze styczna istnieje wszedzie, a na kazdym jej 
luku czeéciowym styczna przyjmuje kierunek cieciwy Iqczacej konce tego 
luku, jest fiaska. Možná íatwo podac przyklad krzywej w R3, majacej 
wszedzie stycznq, ciqglq i której indykatrysa dla každego luku czesciowego 
ma wymiar 2. 
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