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Zwei Bemerkungen zum Bernsteinschen 
Ultrakontinuum. 

J. Noyak, Brno. 

(Eingegangen am 20. März 1939.) 

In memoriam f Dr. M. Konecn^. 

Felix Bernstein hat einen geordneten Raum konstruiert, den er 
U l t r a k o n t i n u u m genannt hat . Dieser Raum hat einige bemer­
kenswerte Eigenschaften, die der Autor in den Math. Ann., 61, 1905 
beschrieben hat . 

I n dieser Abhandlung werden uns hauptsächlich die Element-
und die Lückencharaktere interessieren. 

In jedem geordneten Raum X ohne erstes und letztes Element 
ist der C h a r a k t e r 1 ) d e r Z e r l e g u n g X = P + (x) + Q, wo 
P < x < Q, definiert und der mit (a)Q, a)a*) bezeichnet wird. Dieses 
Symbol bedeutet nach Hausdorff, daß die Menge P mit der regu­
lären Ordnungszahl a)Q konfinal und die Menge Q* (d. i. die invers 
geordnete Menge Q) mit der regulären Ordnungszahl cja konfinal ist. 
Ist der Raum X dicht, so bezeichnet man nach Hausdorff (coQ, coa*) = 
—— /» 

Durch die Zerlegung X = P + Q, P < Q, P =4= 0 4= Q, wobei 
die Menge P kein letztes und die Menge Q kein erstes Element 
besitzt, ist die L ü c k e definiert. Da dieselbe ein Element des ge­
ordneten Raumes ist, der aus der Menge X durch Ausfüllung der 
Lücken entsteht, ist in der obigen Definition schon der Begriff des 
L ü c k e n c h a r a k t e r s enthalten. Statt der Bezeichnung Charakter 
der Zerlegung werden wir die Bezeichnung T y p u s verwenden. 

Die Konfinalität der Menge P läßt sich durch die minimal 
wohlgeordnete Menge2) bestimmen, die wir als t r a n s f i n i t e 
P u n k t f o l g e oder einfacher F o l g e bezeichnen werden. Diese 
Bezeichnung benützen wir auch bei der inversen Anordnung solcher 

*) F. Hausdorff, Grundzüge der Mengenlehre, 1914, S. 142. 
2) d. i. die Menge, deren jeder Abschnitt eine kleinere Mächtigkeit als 

die Mächtigkeit der ganzen Menge hat. 
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Mengen. Die Punktfolge 

xl < x2 < . . . < x* < . . . 
oder 

x1 > x2 > . . . > x* > . . . (E<toQ) 

bezeichnen wir {x*}™ß oder einfacher {x*}. Wir sagen, daß fast a l le 
P u n k t e dieser Eolge eine bestimmte Eigenschaft haben, wenn die 
Punkte, die diese Eigenschaft nicht besitzen, eine Menge von der 
Mächtigkeit < Xe bilden. 

D a s B e r n s t e i n s c h e U l t r a k o n t i n u u m Xu ist ein Raum, 
dessen Elemente die unendlichen einfachen Folgen 

x = <xl9 <x2i . . . , « „ , . . . = [<xn] € Xu 

sind, wo <xn die Ordnungszahlen der ersten und der zweiten Zahlen­
klasse sind (0 <̂  <xn < o)x). In diesen Raum wird die Ordnung fol­
gendermaßen eingeführt: Der Punkt x = [<xn] ist v or dem Punkt 
V = [ßn], wenn *, = ßi für i = 1, 2, . . ., k — 1, wogegen <xk < ßk 
bei ungeradem h oder <xk > ßk bei geradem h ist. 

Die Topologie des Bernsteinschen Ultrakontinuums ist durch 
die Ordnung gegeben. Unter der Umgebung des Punktes x e Xu 
verstehen wir ein solches Intervall (xl9 x2y, daß xx < x < x2 ist. 

Ein u l t r a r a t i o n a l e r P u n k t ist ein solcher Punkt des Ultra-
kontinuums, dessen fast alle Koordinaten <xn = 0 sind. Bernstein hat 
bewiesen, daß die'Menge der ultf arationalen Punkte im Ultra­
kontinuum dicht liegt und ihre Mächtigkeit j ^ ist. 

Satz. D a s B e r n s t e i n s c h e U l t r a k o n t i n u u m erfü l l t das 
ers te A b z ä h l b a r k e i t s a x i o m . 

Bewe i s . Es sei x = [<xn] € X*w. Wir wählen die Punkte 

xm = [ a m ] > ( m = 1, 2, . . .), 

wo <xm = <Xi für l ^ i ^ 2m — 1, <xm
m > <%2m, wogegen die anderen 

Koordinaten <xm beliebig sind. Die Punktfolge {xm}^mal konvergiert 
zum Punkt x, da jede Umgebung dieses Punktes fast alle Punkte 
der Punktfolge {xm} enthält. Um das zu beweisen, bemerken wir 
zunächst, daß die Punktfolge {xm} eine wachsende ist und daß jeder 
ihr Punkt vor dem Punkt x ist. Es sei <z', x"} eine beliebige Um­
gebung des Punktes x. Bezeichnen wir x' = [<x'n]\ weil x' < x, 
so existiert eine kleinste natürliche Zahl p derart, daß <x'p 4= <xp) es 
ist <x'p < <xp, wenn p eine ungerade Zahl ist, oder <x'p > <xp, wenn p 
eine gerade Zahl ist. In beiden Fällen haben die Punkte x' und x* 
folgende Koordinaten: 

X = <xl9 <x2, . . . , <Xp—i, <x p, . . . 

Xp. = # i , <X2, . . . , (Xp—i, cXp, . . . 

sodaß x' < xp ist. Damit ist bewiesen, daß die Punktfolge {am}m=i 
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von links zum Punkte x konvergiert. Auf ähnliche Weise beweist 
man, daß die Punktfolge {ym}™=v wo 

*T = \ß™l (m = 1, 2, . . .), 
von rechts zum Punkte x konvergiert. Dabei ist ßm = oc{ für alle 
l^i^2m,ßm

m+1> 0C2M+U wogegen anders ßm beliebige Koor­
dinaten sind. Das System von Intervallen (xn, yn} ist ein vollstän­
diges System der Umgebungen des Punktes x. Ist nämlich <y', y"> 
eine beliebige Umgebung des Punktes x, so existiert eine natürliche 
Zahl n derart, daß y' < xn < x < yn < y", daher (xn, vnS> C 
C <*/', y">-

Satz. J e d e m o n o t o n e P u n k f o l g e (d. i. eine steigende oder 
fallende) h a t h ö c h s t e n s J^ P u n k t e . 

B e w e i s . Es sei x1 < x2 < . . . < x* < . . ., x* e Xu eine stei­
gende Punktfolge. Jedem Punkte x* ordnen wir irgendeinen ultra­
rationalen Punkt im Inneren des Intervalls (x*, -c*+1> zu. Da das 
System dieser offenen Intervalle disjunkt ist, ist eine eineindeutige 
Abbildung vorhanden und da die Menge der ultrarationalen Punkte, 
von der Mächtigkeit 8X ist, hat die angegebene Folge höchstens Nx 

Punkte. 
Nach diesem Satze kann das Ultrakontinuum a p r i o r i Lücken 

von viererlei Typus, und zwax^^c^, c10, c u , enthalten. Die Lücke 
des Ultrakontinuums ist nämlich durch die Zerlegung Xu = A -\- B, 
A < B, 4 =)=0 4 - B definiert, ivobei die Menge A kein letztes und 
die Menge B kein erstes Element hat . Da A 4= 0, B =t= 0, so läßt 
sich durch transfinite Induktion eine steigende Punktfolge 

x1 < x2 < . . . < x* < . . ., x* € A 

und eine fallende Punktfolge 

y1 > y2 > . . . > y> > . . . , y^B 
konstruieren, wobei die erste mit der Menge A konfinal, die zweite 
mit der Menge B koinitial ist. Die Behauptung folgt aus dem Satze, 
daß jede unendliche monotone Punktfolge die Mächtigkeit **<, 
oder tfx hat . 

Satz. D a s B e r n s t e i n s c h e U l t r a k o n t i n u u m e n t h ä l t 
L ü c k e n v o n d r e i e r l e i T y p u s : c01,c10 u n d c n . D i e L ü c k e n ­
m e n g e j e d e s T y p u s i s t i m U l t r a k o n t i n u u m d i c h t . 

D e r B e w e i s wird durchgeführt sein, wenn wir in jedem be­
liebigen Intervall einen Vertreter der angeführten drei Typen be­
kanntgeben und beweisen, daß eine Lücke vom Typus c«, nicht 
existiert. Es sei daher x < y, wo 

x -= ocv oc2, . . ., ocn—i, ocn, «n+i> • • • 
y = ocl9 oc2, . . ., <x»--i, ß n , ßn+i, . . ., 
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wobei ocn + ßn. Bezeichnen wir 

Xm = 0CV 0C2, . . ., 0Cn, . . ., 0C2n, <X2n + l + m, 0, 0, . . . 
y* = <xv 0C2, . . ., 0Cn, . . ., <X2n, ^ f, 0, . . . 

für m -= 1, 2, . . . und f < ov wo A = lim («2n+i + m) < o>i- Es 
bezeichne A C -3L*U die Menge aller Punkte, die vor jedem Punkte y* 
sind, und B C Xu die Menge aller Punkte, die nach jedem Punkte xm 

folgen. Ist nun z = ocv oc29 . . ., ocn, . . ., a2n> A, j8, . . . ein beliebiger 
Punkt , der nach allen Punkten £m folgt, so ist yP+x < z. Ist aber 
2 = «j, oc2, . . ., <xn, . . ., a2n> 7? • • • ein Punkt , der vor allen Punk­
ten y* ist, so ist z < xv, wobei die natürliche Zahl p die Beziehung 
y < oc2n+i + V erfüllt. Da alle Punkte der Folge {xm}™ vor allen 
Punkten der transfiniten Folge {2/l}1

Cül sind, ist Xu = A + B, die 
Menge A ist konfinal mit der Punktfolge {xm} und die Menge B ist 
koinitial mit der Punktfolge {y*}\ A besitzt kein letztes und B kein 
erstes Element. Es ist daher eine Lücke (A, B) vom Typus c01 

definiert, die innerhalb des Intervalls (x, yy liegt.3) 
Auf ähnliche Weise überzeugen wir uns leicht, daß durch eine 

wachsende transfinite Punktfolge {x*}™* und durch eine einfach 
unendliche Punktfolge {ym}19 wo 

X* == 0CV 0C2, . . ., ßn, . . ., fon-l, l i m (#-n + ™>)9 f, 0, . . . 
Vm = 0CV 0C2, . .".; ßn, . . ., ßzn-1, ß2n + ™, 0, 0, . . . 

im Inneren des Intervalls (x, yy eine Lücke vom Typus c10 definiert 
ist. 

Durch transfinite Punktfolgen 

X* -= 0CV OC29 . . . , «fl, . . . , 0C2n—l, 0, 0C2n + l + ?, 0 , . . . 
y* -= «!, <%a, . . . ocn, ..., oc2n-i + 1, f, 0, 0,. . . 

ist endlich im Inneren des Intervalls (x, yy eine Lücke vom Typus 
c n definiert. Tatsächlich, es ist x < x? < y < 2/ für jedes f und ?? 
und im Ultrakontinuum existiert kein Punkt , der nach allen Punk­
ten x* und vor allen Punkten y* wäre. 

Es bleibt zu beweisen, daß keine Lücke vom Charakter Cw 
existiert. Wir nehmen, per absurdum, an, daß eine Lücke vom 
Typus cw existiert, die durch die Zerlegung des Ultrakontinuums 

XU = A+By A <B9 A ^ 0 ^ B 

definiert ist. Da die Menge A kein letztes Element besitzt, existiert 
eine einfach unendliche wachsende Punktfolge x1 < x2 < . . ., die 

8) Bernstein führt in der zit. Abhandlung folgenden Satz an: J e d e 
e infach unend l iche Fo lge v o n s t ä n d i g w a c h s e n d e n E l e m e n t e n 
hat e inen L imes. Es widerspricht der Tatsache, denn die Punktfolge 
(jr»»}* hat keinen Limes. 
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mit der Menge A konfinal ist. Es können zwei Fälle eintreten. 
Entweder für jede natürliche Zahl n haben fast alle Punkte die 
gleiche n-te Koordinate — bezeichnen wir sie ocn — oder es existiert 
eine kleinste natürliche Zahl p derart, daß unendlich viele Punkte 
die p-te Koordinate verschieden haben. Man sieht leicht ein, daß 
die Zahl p ungerade ist. Im ersten Falle läßt sich beweisen, daß die 
Folge {xn} von links zum Punkte ocl9 oc29 . . . konvergiert; das ist 
aber unmöglich. Im zweiten Falle können wir, ohne die Allgemein­
heit zu beschränken, voraussetzen, daß alle Punkte der Folge mit 
den ersten p — 1 Koordinaten gleich beginnen, und zwar 

0Cl9 0C2, . . . , OCp—i, 

wogegen die p-te Koordinate fortwährend wächst. Wir bezeichnen 
ihren Limes A. Die transfinite Punktfolge y* = ocv oc29 . . ., ocv—i, 
A, f, . . . hat dann diese Eigenschaft: Ist der Punkt z = ocl9 a2, . . ., 
av—\9 A, . . . nach allen Punkten xn

9 so existiert ein Punkt y* < z. 
Die Folge {y*} ist daher koinitial mit der Menge J5, so daß die ange­
nommene Lücke einen Charakter c01 hat . Das ist ein Widerspruch. 

Satz. J e d e L ü c k e d e s U l t r a k o n t i n u u m s i s t d u r c h d ie 
g e o r d n e t e G r u p p e e i n e r e n d l i c h e n A n z a h l v o n O r d n u n g s ­
z a h l e n d e r e r s t e n u n d d e r z w e i t e n Z a h l e n k l a s s e c h a r a k ­
t e r i s i e r t . D ie L ü c k e v o m T y p u s c01 i s t d u r c h d ie G r u p p e 
e i n e r u n g e r a d e n A n z a h l v o n O r d n u n g s z a h l e n , d ie m i t 
e i n e r L i m e s z a h l e n d e n , c h a r a k t e r i s i e r t ; d ie L ü c k e v o m 
T y p u s c10 i s t d u r c h d ie G r u p p e v o n e i n e r g e r a d e n A n z a h l 
v o n O r d n u n g s z a h l e n , d i e g l e i c h f a l l s m i t e i n e r L i m e s z a h l 
e n d e n , c h a r a k t e r i s i e r t ; d ie L ü c k e v o m T y p u s c n i s t d u r c h 
d ie e n d l i c h e G r u p p e v o n O r d n u n g s z a h l e n , d ie m i t 0 
e n d e n , c h a r a k t e r i s i e r t — m i t A u s s c h l i e ß u n g d e r e i n ­
z i g e n G r u p p e , d ie n u r d ie Z a h l 0 e n t h ä l t . 

B e w e i s . Es sei (A9 B) eine Lücke vom Typus c10. Es sei 

x1 < x2 < . . . < x* < . . . ( ! < (Oj) 

eine transfinite Punktfolge, die konfinal mit der Menge A ist. Dann 
gibt es eine kleinste natürliche Zahl p + 1 (man sieht leicht ein, 
daß die Zahl p gerade ist und daß p > 0), derart, daß die (p + l)-ten 
Koordinaten fast aller Punkte x* eine unabzählbare ständig 
wachsende Folge von Ordnungszahlen bilden, wogegen die i-te 
Koordinate fast aller dieser Punkte x* gemeinsam ist. Bezeichnen 
wir diese i-te Koordinate <Xi (i = 1 , 2 , . . . , p)9 so beginnen fast alle 
diese Punkte x* mit den ersten p Koordinaten folgendermaßen: 
ocl9 oc29 . . ., ocp. Die Ordnungszahl ocP ist eine Limeszahl. Wenn 
nämlich ocp eine isolierte Zahl wäre und ocp 4= 0, wäre die fallende 
transfinite Punktfolge 

z1>z2> . . . > z * > . . . (f <a>1), 
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wo 
z* = ocl9 oc2, . . .,ocv — 1, 0, | , 0, 0, . . ., 

koinitial mit der Menge B, was jedoch nicht möglich ist. Wenn 
ocp = 0 wäre, würde derselbe Umstand eintreten, wenn wir nämlich 

Ä* = ocx, oc2, . . ., ocp-x + 1, f, 0, 0, . . 
definieren. 

Ist nun 
y1 < y2 < . . < y$ < . . . ( | < cox) 

eine andere unabzählbare Punktfolge, die konfinal mit der Menge A 
ist, so ist wiederum eine natürliche Zahl q -f- 1 und die Gruppe der 
Ordnungszahlen ßl9 ß2, . . ., ßq von der schon angeführten Eigen­
schaft vorhanden. Wenn nun p > q oder p <q, wären unabzählbar 
viele Punkte x* vor oder nach unabzählbar vielen Punkten y*. 
Das ist jedoch unmöglich, da beide Folgen konfinal mit der Menge A 
sind. Daher ist p = q. Aus demselben Grunde ist oci = ßi für 
i = 1, 2, . . ., p. 

Damit ist bewiesen, daß jeder Lücke vom Typus c10 eindeutig 
eine geordnete Gruppe von gerader Anzahl von Ordnungszahlen 
zugeordnet ist, von denen die letzte eine Limeszahl ist. 

Es gilt auch das Umgekehrte. Jeder geordneten Gruppe 

ocl9 oc2, . . ., ocv, oci < col9 (i = 1, 2, . . ., p), 

wo pt eine gerade natürliche Zahl ist und ocv eine Limeszahl ist, 
entspricht eine Lücke vom Typus c10. Diese ist durch die Punkt­
folgen 

X1 < X2 < . . . < X* < . . . ( | < COj) 

y1 > y2 > . . . > yn > . • . (n <co0) 
definiert, wo 

x* = ocx, oc2, . . .., ocp, f, 0, 0, . . . 

yn = «i- «2J • • •» ^ - i » ßn, 0, 0, . . . 
und lim ßn = ocp. Tatsächlich, alle Punkte x* sind vor allen Punkten 
yn und im Ultrakontinuum existiert kein Punkt, der nach allen 
Punkten x* und vor allen Punkten yn wäre. Leicht sieht man ein, 
daß zwei verschiedenen solchen Gruppen zwei verschiedene Lücken 
vom Typus c10 entsprechen. 

Eine völlig gleiche Überlegung führt uns zum Ergebnis, daß 
der Lücke vom Typus c01 eineindeutig eine Gruppe von ungerader 
Anzahl von Ordnungszahlen entspricht, wobei die letzte Zahl eine 
Limeszahl ist. 

Beachten wir nun die Lücken vom Typus cn . Es sei (A, B) 
, eine solche Lücke. Die transfinite Punktfolge 

x1 < x2 < . . . < s* < . . . (f < a>i) 
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sei mit der Menge A konfinal und die Punktfolge 

y1 > y2 > . . . > y* > . • • (S<co1) 

möge mit der Menge B koinitial sein. Der ersten Folge entspricht 
eine geordnete Gruppe von gerader Anzahl p > 1 von Ordnungs­
zahlen ocv oc2, . . ., ocVi wobei ocv keine Limeszahl ist (sonst wäre hier 
eine Lücke vom Typus c10 definiert), wogegen der zweiten Folge 
eine Gruppe von ungerader Anzahl q > 0 von Ordnungszahlen 
ßi> &> • • •> ßq entspricht. Wir untersuchen diese zwei Fälle: ocv = 0 
und ocv 4= 0. Aus der Tatsache, daß kein Punkt des Ultrakonti-
nuums existiert, der nach allen Punkten x* und vor allen Punkten y* 
wäre, folgern wir, daß im ersten Falle fast alle Punkte ys in den 
ersten p — 1 Koordinaten folgendermaßen beginnen: ocl9 oc2, . . ., 
<%p_i + 1, wogegen höchstens abzählbar viele Punkte y* die p-te 
Koordinate gleich haben und daß im zweiten Falle fast alle Punkte y* 
in den ersten p + 1 Koordinaten folgendermaßen beginnen: ocl9 oc2, 
. . ., ocv—i, ocv — 1, 0, wogegen höchstens abzählbar viele Punkte y* 
die (p -f 2)-te Koordinate gleich haben. 

Daraus folgt sogleich, daß jeder Lücke vom Typus c n auf 
zweifache Art eine geordnete Gruppe von Ordnungszahlen sich 
zureihen läßt, von denen eine mit 0 endet, die andere jedoch nicht. 
Entschließen wir uns für die erste Wahl, dann ist auch in diesem 
Falle die Zuordnung eindeutig. 

Auch umgekehrt: Der geordneten Gruppe von p (p > 1) 
Ordnungszahlen ocl9 oc2y . . ., (xv—ly 0 entspricht eindeutig eine Lücke 
vom Typus cu , die durch die Punktfolgen 

U1 < U2 < . . . < U* < . . . ( f < (Oj) 

v1 > v2 > . . . > v£ > . . . (S <(o1) 

definiert ist, wobei 
u* = ocly oc2i . . ., «p—i, 0, £, . . . 
t* = ocly oc2, . . ., ocv—i + 1, f, . . ., 

wenn die Zahl p gerade ist, und 

u* -= ocv oc2, . . ., ocv^x + 1, f, . . . 
vß = ocl9 oc29 . . ., <%p_i, 0, {, . . ., 

wenn die Zahl p ungerade ist. 
Es ist notwendig noch den Ausnahmsfall p = 1 zu beachten, 

d. h. den Fall, in dem die Gruppe nur die Zahl 0 enthält. Jede 
Punktfolge, deren erste Koordinate die Zahl 0 ist und deren zweite 
Koordinate fortwährend wächst, ist koinitial mit dem Ulrakonti-
nuum. Daher entspricht der Gruppe, die nur die Zahl 0 enthält, 
keine Lücke (nach unserer Definition der Lücke). 

t 

1 
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Satz.4) Die Menge aller Lücken von jedem Typus ha t 
die Mächt igkei t »-_. 

Beweis. Wir beachten die Lücken vom Typus c01. Es sind 
ihrer soviele als es geordnete Gruppen von ungerader Anzahl von 
Ordnungszahlen < col9 die mit einer Limeszahl enden, gibt. Alle 
geordneten Gruppen von 2n + 1 Ordnungszahlen, die mit einer 
Limeszahl enden (n >̂ 0), ist x\n, so daß alle solche Gruppen 

00 

2 X\n+l = X0 . Ni = Nx sind. 
n=0 

Auf ähnliche Weise beweist man den Satz für die Lücken vom 
Typus c10 und cn. 

Die erste. Bemerkung zum Bernsteinschen Ultrakontinuum 

berührt das Problem von Prof. E. Cech in den Annais of Mathe-
matics 38, 1937, S. 843 (On bicompact spaces). Im Wesentlichen 
handelt es sich um die Konstruktion eines vo l l s tändig regu­
lären5) Raumes, der in keinem seiner Punkte lokal normal5) 
ist. 

Bezeichnen wir P als geordneten Raum, der aus dem Bern­
steinschen Ultrakontinuum durch Ausfüllung seiner Lücken und P' 
als geordneten Raum, der aus dem Ultrakontinuum durch Aus­
füllung der Lücken Vom Typus c01 und c10 (jedoch nicht der Lücken 
vom Typus cn) entsteht, so hat diese Eigenschaft das Kartesische 
Produkt P X P', wie der folgende Satz beweist. 

Satz. Der Raum P X P' ist in keinem seinem P u n k t e 
normal . 

Beweis. Es sei c = (a, b), aeP, be P'. Es sei 0(c) c P x P ' 
eine beliebige Umgebung des Punktes c im Raum P X P \ Dann 
gibt es Punkte ax e P, a2€ P, weiter Punkte bxe P, b2e P derart, 
daß ax < a < a2, bx < b < b2 und daß 

E[z = (x, y); ax<Lx<La2, bx<Ly<^ b2] C 0(c). 
z 

Es seien (A, B) und (C, D) Lücken vom Typus cn der Eigenschaft, 
daß 

• ax < (A, B) < a2, bx < (G, D) < b2, 
sodaß transfinite unabzählbare ständig wachsende Punktfolgen im 
Bernsteinschen Ultrakontinuum — wir bezeichnen sie 

at < x1 < x2 < . . . < zt <r..., b! < y1 < y2 < ... < y* < . . . 
. - ( * < CüJ, 

4) Dieser Satz gibt die Lösung des Problems von Prof. Cech im topolo-
gischen Seminar vom Jahre 1938: W i e v i e l e L ü c k e n g i b t es i m Bern ­
s t e i n s c h e n U l t r a k o n t i n u u m ? 

6) Die entsprechenden Definitionen findet man in 1. c. S. 826 und 843. 
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existieren, von denen die erste mit der Menge A, die zweite mit der 
Menge C konfinal ist (und beide Punktfolgen sind ähnlich mit der 
Folge aller Ordnungszahlen < w j . Die Mengen 

E [(a* y*)] und E [((A, B), y*)] 

sind im Raum P x P ' , daher auch in Ö(c) abgeschlossen. In der Tat, 
ist nämlich z -= (x, y) =4= (x*, y*), dann ist entweder x 4= x* oder 
x = x* und y 4= y* für f < cox. Weil weiter die Lücke (C, D) kein 
Element des Raumes P' ist, existiert immer eine Umgebung des 
Punktes z, die keinen Punkt (x*, ?/*) enthält, sodaß 

P X P' — E [(xß, tf)] 
5<CÜ! 

eine offene Menge ist. In ähnlicher Weise beweist man die Abge­
schlossenheit der zweiten Menge. Diese zwei Mengen sind jedoch 
nicht in 0(c) durch offene Mengen trennbar. Tatsächlich, es sei 
V C 0(c) eine Umgebung der Menge E [(A, B), y*)]. Wir wählen den 

Punkt ((A, B), yti) e V. Dann gibt es einen Punkt (x**, y^) e V 
derart, daß f-_ < f2. Wenn wir schon in V die Punkte 

(*«-, y*o, (**s ,v*)>. •., tf2n, y*2"-1) 
von der Eigenschaft £x < f2 < . . .• •< f2» definiert haben, kon­
struieren wir nach der Methode der vollständigen Induktion einen 
Punkt (x*2n+2, y$2n+1 (folgendermaßen: wir wählen zunächst 
die Ordnungszahl f2n+i > £2*1, hn+i < CÜ-. und den Punkt 
((.4, B), 2/^n+i) € Y. Es ist dann ein Punkt (x*2n+2, y^n+i) € y 
derart vorhanden, daß l2n+i < ?2n+2-

Bezeichnen wir lim fn = 77. Dann konvergiert die Punktfolge 
{^2w>n-i im Raum P zum Punkt 31 und die Punktfolge {^2n-1}n=i 
im Raum P' zum Punkt yn (in der Tat, der Punkt y*i ist entweder 
ein Punkt des Ultrakontinuums, oder eine Lücke vom Typus c01, 
daher y? e P ' ) . Die Punktfolge {(x*2n, y^2n~1)}i konvergiert in 
Ö(c) zum Punkt (x*, yi) e 0(c), so daß die angeführten Mengen 
wirklich nicht durch die offenen Mengen trennbar sind, w. z. b . w. 

Aus diesem Satze folgt weiter, daß die lokale Normalität keine 
Eigenschaft des Kartesischen Produktes ist, d. h. die Kartesische 
Operation muß die Eigenschaft nicht erhalten. 

Die zweite Bemerkung zum Bernsteinschen UltraJcontinuum. 

In jedem geordneten Raum X sind zwei Charaktere definiert. 
Es ist dies zunächst der C h a r a k t e r de s P u n k t e s a i e Z i m topo-
logischen Sinne, d. i. die kleinste Mächtigkeit des vollständigen 
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Umgebungssystems des Punktes x und dann der C h a r a k t e r d e r 
Z e r l e g u n g X == P + (x) -f- Q, wo P < x < Q, den wir als den 
T y p u s des Punktes (der Lücke) bezeichnet haben. 

Zwischen dem unendlichen Charakter $x des Punktes x e X 
und dem Charakter (coQ, coa*) der Zerlegung X = P + (x) + Q 
gilt diese Beziehung: A = max (Q, O). Der Charakter des Punktes ist 
daher eindeutig durch den Charakter der Zerlegung bestimmt. 

P . Alexandroff und P . Urysohn haben bewiesen,6) daß durch 
die Ausfüllung der Lücken aus dem geordneten Raum X ein bi­
kompakter Raum entsteht (da ist es notwendig auch die un­
eigentlichen Lücken (X, 0) und (0, X) in Betracht zu ziehen). 

Durch Ausfüllung der Lücken im geordneten Raum X ändert 
sich nicht der Charakter der Punkte. In der Tat, ist x e X und sind 
dann (A, B) und (C, D) zwei Lücken derart, daß (A, B) < x < 
< (C, D), dann gibt es Punkte x1 € X, x2e X, die die Beziehung 
(A, B) < xx < x < x2 < (C, D) befriedigen. 

Wir haben schon bewiesen, daß die Punktcharaktere im Bern-
steinschen Ultrakontinuum abzählbar sind. Füllen wir alle Lücken 
im Ultrakontinuum aus, so hat jeder Punkt x e Xu in dem umfassen­
den Raum wieder einen abzählbaren Charakter. Das ist im Wider­
spruch mit der Behauptung, die die Autoren P . Alexandroff und 
P . Urysohn in zit. Arbeit in der Bemerkung unter dem Strich 
anführen, daß man l nämlich durch : Ausfüllung aller Lücken im 
Bernsteinschen Ultrakontinuum durch neue Punkte einen bi­
kompakten Raum mit unabzählbaren Charakteren bekommt.7) 
Die Verfasser hatten vielleicht im Auge einen anderen Raum, 
dessen Konstruktion ähnlich ist wie diejenige des Ultrakontinuums. 
Diese Konstruktion wollen wir hier anführen und zwar gleich allge­
mein für die Punktcharaktere von regulären Alefs. 

Wir bezeichnen mit T einen Raum, dessen Elemente die 
transfiniten Folgen von Ordnungszahlen 

X = 0Cl9 (X2, . . . , < % £ , . . . - = [Otf] eT, <Xf < COQ 

sind, wobei coQ die reguläre Anfangszahl ist. In diesen Raum wird 
die Ordnung folgendermaßen eingeführt: Der Punkt x = [a$] ist 
v o r dem Punkt y = [&], wenna , = ß^iürrj < £0, wogegen'«*, < ß^ 
bei ungeradem f0 oder a^% > ß^ bei geradem f0 ist. 

Die Topologie dieses Raumes ist durch die Ordnung gegeben. 
Dieser Raum hat dann die angeführte Eigenschaft. Den Beweis 
dieser Behauptung teilen wir in drei Abschnitte. 

I. Hilfsatz. J e d e m o n o t o n e P u n k t f o l g e im R a u m T h a t 
h ö c h s t e n s d ie M ä c h t i g k e i t XQ. 

•) P. Alexandroff et P. Urysohn, Memoire sur les espaces topologiques 
compacts, Amsterodam 1929, S. 52. 

7) P. Alexandroff et P. Urysohn, 1. c. S. 54. 
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Zum indirekten B e w e i s setzen wir voraus^daß eine wachsende 
Punktfolge existiert (für die fallende Punktfolge ist der Beweis 
derselbe), die wir 

x1 < x2 < . . . < & < . . . (rj < coQ+i), 
wo 

xn = [<xie] € T, 

bezeichnen. Zu jeder Ordnungszahl & < coQ gibt es dann eine Gruppe 

ocl9 oc2, . . ., oc& 
von Ordnungszahlen < coQ, mit der fast alle Punkte xi beginnen. 
Diese Behauptung beweisen wir durch transfinite Induktion. Es 
sei n < ft. Wir setzen voraus, daß die Aussage für alle Ordnungs­
zahlen £ < 7t richtig ist und beweisen ihre Richtigkeit auch für n. 
Nach der Voraussetzung beginnen fast alle Punkte folgendermaßen 

ocl9 oc2, . . . , « : , . . . (C < n). 

Weil die Mächtigkeit der Menge dieser fast aller Punkte 8c+i ist, 
wogegen die Koordinate oc„i nur die Ordnungszahlen < coQ (daher 
die Menge der Mächtigkeit XQ) durchlaufen kann, ist eine Koordi­
nate vorhanden — bezeichnen wir sie oc„ — die Nc+i Punkten der 
Folge {x*} gemeinsam ist. Eine solche Koordinate gibt es nur eine, 
denn sonst wären die Nc+i Punkte x* vor Nc+i Punkten xi, was nicht 
möglich ist. Damit ist bewiesen* daß fest alle Punkte der Folge mit 
der Gruppe 

beginnen. 
Alle Punkte x* teilen wir in Klassen nach folgender Regel ein: 

Den Punkt xft reihen wir in die Klasse T(£), £ < coQ, dann und nur 
dann ein, wenn | die erste Ordnungszahl derart ist, daß ocf 4= <%£ 
ist. Leicht sieht man ein, daß jeder Punkt genau in einer Klasse 
liegt. Da die Mächtigkeit jeder Klasse < 8c+i, daher <^ XQ, ist und 
weil es solcher Klassen höchstens 8C gibt, ist die Mächtigkeit der 
Punktfolge höchstens Hc . tfc = 8C, was ein Widerspruch ist. 

I I . Satz. J e d e r P u n k t x = [<%$] e T i s t v o m C h a r a k t e r 
(Q> Q)-

B e w e i s . Wir setzen 

wobei die Koordinaten oc] durch die Bedingungen oc\ = oc$ für 
£^2*7 + *> <*2»7+2 > #2.7+2 bestimmt sind, sonst sind jedoch die 
Koordinaten oc$ beliebig. Weiter bezeichnen wir 

wo ß] = ocs für f ^ 2TJ, /?2rj+i > #2.7+1- wogegen die Koordinaten 
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/?? beliebig sind. Aus diesen Definitionen folgt 

x1 < x2 < . . . < & < . . . 

y1 > y2 > . . . > y > . . . 
und ist # < coQ, dann beginnen fast alle Punkte der ersten Folge in 
den ersten # Koordinaten gleich. Dasselbe gilt auch von der zweiten 
Punktfolge. Daraus ersieht man leicht, daß in jedem Intervall 
<#', #> ein Punkt der ersten Folge und in jedem Intervall (x, x"y 
ein Punkt der zweiten Folge vorhanden ist. Die erste Punktfolge 
ist daher konfinal mit der Menge aller Punkte, die < x und die 
zweite Punktfolge ist koinitial mit der Menge aller Punkte, die > x 
sind. 

I I I . Satz. J e d e L ü c k e d e s R a u m e s T i s t v o m T y p u s cM 

o d e r c^, w o b e i coß e i ne r e g u l ä r e Z a h l ^ coQ ist .8) Die L ü c k e n ­
m e n g e d e r e r s t e n u n d a u c h d e r z w e i t e n A r t l i e g t im R a u m ? 7 

d i c h t . 
Die Beweisart dieses Satzes wird ähnlich sein, wie es im Falle 

des Bernsteinschen Ultrakontinuums war. Es sei x = [oc^] < 
< [ßd= y> w o 

x = ocl9 oc2, . . .,,oc„, . . ., y = ocx, oc2, . . ., ß„, . . . (TZ ^> 1) . 

Es sei cop eine reguläre Zahl < coQ und es sei TZ' eine ungerade Ord­
nungszahl, die nach,,der ZahV^is t . ^Vir definieren die transfiniten 
Punktfolgen 

wobei 

X1 < X2 < . 

У1 > У2 > . 
. . < ж* < . . . 
. . > y* > . . . 

z1 < z2 < . 
t1 > t2 > . 

. . <zß < . . . (f <COQ) 

. . > & > . . . (Гj < COц < COQ) 

u1 <u2 < . 
V1 > V2 > . 

. . < u* < . . . 

. . > V* > . . ., 

xч = 

y* = 
= ocl9 oc2, . . ., ocл, . . 
= oclУ oc2, . . ., ocл, . . 

., ««• + ч, 0, 0, . . . 

., lim (ocл' + rj), f, 0, . . . 

Z* = 

t» = 
= ocl9 oc2, . . ., ß л , . . 
= ocl9 oc2, . . ., ß л , . . 

. , l im( j8 я Ч i + TJ), f, 0, . . . 

.,j8я'+i + ï7, 0 ,0, . . ; 

u*к= 
V* = 

= ocl9 oc2, . . ., ocл, . . 
= oc1} oc2, . . ., ocл, . . 

., 0C„'9 0, 0Cл'+2 + f, 0, 0, . . . 

., aьe + 1, f, 0, 0, . . . 

Der Leser überzeugt sich leicht, daß durch die ersten zwei 
Folgen im Intervall (x, t/> eine Lücke vom Typus c^, durch die 
zwei anderen Folgen eine Lücke vom Typus cQ(l und endlich durch 
die letzten zwei Folgen eine Lücke vom Typus cQQ definiert ist. 

8) Diese Eigenschaft war schon F. Hausdorff bekannt; vgl. F. Haus-
dorff, Grundzüge der Mengenlehre, 1914, S. 181. 
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Es bleibt noch zu beweisen, daß keine Lücke vom Typus 
Cpy = (ODM, o)P*) existiert, wo co^ und CD, reguläre Zahlen kleiner als coQ 

sind. Zum indirekten Beweis setzen wir voraus, daß eine solche 
Lücke existiere. Diese ist durch die Zerlegung 

T = A+B, A<B, A^r0+B 
definiert. Die Menge A ist konfinal mit der Folge 

x1 < x2 < . . . < xn < . . ., (rj < a)M) 

x» = [*S] € T 

und die Menge B ist koinitial mit der Folge 

y1 > y2 > • • . > tf > . • ., (C < ©„). 
Beachten wir die erste Punktfolge. Ihre Punkte teilen wir in 

Klassen, die wir durch die transfinite Konstruktion definieren. 
Es sei n < coQ. Es wären schon die Klassen T(l), T(2), . . ., T(£), . . . 
und die Gruppe der Ordnungszahlen <xl9 oc2, . . ., <%r, . . ., £ < n, 
definiert. Wir definieren die Klasse T(n) folgendermaßen: 

1. Entweder sind alle Punkte x* der Folge in den schon defi­
nierten Klassen eingeteilt und es verbleiben keine weiteren Punkte 
— dann definieren wir oc„ = 0 und T(n) bedeutet die leere Klasse. 

2. Oder fast alle verbleibenden Punkte haben die n-te Koordi­
nate gleich — existiert sie, dann ist sie die einzige und wir bezeichnen 
sie mit <x„; in die Klasse T(n) reihen wir dann alle verbleibenden 
Punkte x* ein, für welche xn„ + oc„ ist. 

3. Oder endlich existiert keine Menge von fast allen verbleiben­
den Punkten x*i derart, die die n-te Koordinate gleich hät ten — und 
dann definieren wir oc„ = lim x%, wenn dieser Limes existiert, 
anderenfalls oc„ = 0 und in die Klasse T(n) reihen wir alle verblei­
benden Punkte ein. 

Leicht sieht man ein, daß jeder Punkt x* — bis vielleicht auf 
einen einzigen Punkt [ocs] eT — in irgendeine Klasse eingereiht ist 
und daß diese Klassen disjunkt sind. Tatsächlich, existiert nämlich 
eine Klasse, die ad 3. definiert ist, dann ist dies selbstverständlich. 
Existiert sie nicht, dann ist x* = [x\] e T(n), wo n die kleinste 
derartige Ordnungszahl ist, daß x„ 4= <x„. Wir unterscheiden zwei 
Fälle: 

E r s t e r F a l l . Es gibt eine Klasse von der Mächtigkeit fy. Es 
sei & die kleinste Ordnungszahl derart, daß die Klasse T(d) diese 
Eigenschaft hat . Dann ist die Zahl # ungerade .und jede Klasse 
T(Q, C < # ist die, welche ad 2. definiert ist. Der Punkt & e T(&) 
beginnt daher in den ersten # Koordinaten folgendermaßen: 

<XX, 0C2, . . . , « £ , . . ., x% (£ < # ) . 
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Da die Mächtigkeit der Klasse T(#) gleich ^ ist, läßt sich aus ihr 
eine ständig wachsende Folge von Ordnungszahlen der Mächtig­
keit Ne herausgreifen. Ohne die Allgemeinheit zu beschränken, 
können wir voraussetzen, daß alle Punkte der Folge {xft} in der 
Klasse T(ft) liegen. Beachten wir nun die Punktfolge 

z1 > z2 > . . . > z* > . . ., (£ < coe) 
wo 

z* = <xl9 <x2i . . ., «f, . . ., <x&, f, 0, 0, . . . 

ist. Es ist x*i < z* für jedes rj < coß und jedes f < coQ. Leicht sieht 
man jedoch, daß nach jedem Punkte z € T, der vor allen z* liegt, 
ein Punkt x*i > z existiert. Daher ist die Menge B koinitial mit der 
Punktfolge {z*}, was ein Widerspruch ist. 

Z w e i t e r F a l l . Es existiert keine Klasse von der Mächtig­
keit tfp. Da die Punktfolge {sc*} ^ (xß < Xe) Punkte enthält, wo­
gegen XQ die Mächtigkeit aller Klassen T(£) ist, existiert eine kleinste 
Ordnungszahl # < coQ derart, daß in den Klassen T(l), T(2), . . ., 
T(£), . . . , ? < # , » , , Punkte der Punktfolge {o^} eingereiht sind. 
Leicht erkennt man, daß die Zahl # eine Limeszahl ist und daß 
jede Klasse T(Q, C < # d i e ad 2. definierte Klasse ist. Ohne die 
Allgemeinheit zu beschränken, können wir wieder voraussetzen, 
daß alle Punkte der Folge {x*} in den Klassen T(£), f < # einge­
teilt sind. Nun betrachten wir die Punktfolge 

z1 > z2 > . . . > z* > . . ., (f < c^), 
wo 

z* = <%i, a2, . . ., <xc, . . ., f, 0, 0, . . . (C < co,,). 

Ähnlicherweise wie im ersten Falle kommen wir zum Schluß, daß 
die Menge B koinitial mit der Punktfolge {z*} ist, was einen Wider­
spruch ergibt. 

Das topologische Seminar der Mamryk Universität, Brno. 

* 

Dv8 poznämky k BernsteinovS ultrakontinuu. 

( O b s a h p f e d e s l e h o c l ä n k u . ) 

F . Bernstein sestrojil uspofadan^ prostor, jejz nazval ultra-
kontinuem (Math. Ann. 61, 1905, str. 152). Jeho prvky jsou oby-
ßejne nekoneßn6 posloupnosti 

[<xn] = « x , <x2, . . ., <xn, . . . 

kde <xn jsou ordinalni cfsla prve a druhe ciselne tridy (0 <^ <xn < eox). 
Uspofädanf je definoväno podle tohoto pravidla: bod [ocn] je pfed 
bodem [ßn], kdyz <xi =- ßi pro i = 1, 2 , . . ., k — 1, kdezto <xk < ßk 

pro liehe k nebo a* > ßt pro sude k, 
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V předešlém článku jsou studovány především charaktery 
bodů a mezer v ultra kontinuu. Charakter rozkladu ultrakontinua 

Xu = P + (x) + Q, P < x < Q 
resp. 

XU = P + Q, P<Q, P +0+Q 

označujeme podle obecné definice Hausdorffovy cQa\ tento symbol 
znamená, že množina P je konfinální s regulárním ordinálním číslem 
o)0 a že množina Q* (jež se liší od Q jen inversním uspořádáním) je 
konfinální s regulárním číslem coa. 

V článku je dokázáno, že body ultrakontinua mají charakter cw, 
kdežto mezery jsou trojího typu, a to c01, c10 a c n . Množina mezer 
každého typu je v ultrakontinuu hustá a má mohutnost Hx. Mezery 
dají se charakterisovati určitými konečnými uspořádanými skupi­
nami ordinálních čísel prvé a druhé číselné třídy. 

Nechť prostor P ' vznikne z Bernsteinova ultrakontinua vypl­
něním všech jeho mezer typu c01 a c10 a prostor P vyplněním všech 
mezer vůbec. Topologie těchto prostorů je definována jejich uspo­
řádáním. Kartézský součin P X P' jest úplně regulární prostor 
avšak v žádném svém bodě není lokálně normální. Touto vlastností 
je dána odpověď (kladná) na Čechův problém v Ann. of Math. 38, 
1937, str. 843 (On tncompact spaces). 

Vyplníme-li všecky mezery Bernsteinova ultrakontinua no­
vými body, dostaneme opět uspořádaný prostor, v němž body 
ultrakontinua mají zase charakter c^. Přidáme-li pak k tomuto 
rozšířenému prostoru ještě dvě nevlastní mezery, t . j . mezery 
(0, Xu) a (XM, 0), dostaneme bikonipaktní prostor, o němž se zmiňují 
P. Alexandroff a P. Urysohn ve své knize Mémoire sur les espaces 
topologiques compacts, 1929, str. 54 pozn. 1 pod čarou, tvrdíce, že 
charaktery bodů jsou nespočetné. To je však ve sporu s tím, co 
jsme dříve uvedli. Autoři měli asi na mysli jiný prostor, jehož kon­
strukce je podobná jako u Bernsteinova ultrakontinua. V článku 
je to provedeno obecně pro regulární mohutnost. 
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