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Remarque à l'article précédent de M. Mahler. 
Vojtëch Jarnik, Praha. 

(Reçu le 29 novembre 1938.) 

Au juillet de cette année, j'ai résolu un problème sur les 
approximations diophantiques linéaires. Presque en même temps, 
M. Mahler a trouvé indépendemment un théorème général sur les 
corps convexes1) qui contient comme une conséquence facile mon 
résultat principal. C'est pourquoi, au lieu de publier ma démon
stration originale, je vais seulement montrer comment mon résultat 
peut être déduit du théorème de Mahler. 

Pour commencer, je vais citer les résultats de Mahler. Soit 
F(x) = F(xl9 . . ., xn) une fonction réelle2) du point x = (xv . . ., xn), 
définie dans l'espace euclidien à n dimensions et jouissante des 
propriétés suivantes (où t signifie un nombre réel, o = (0, . . ., 0)): 

F(o) = 0, F(x) > 0 pour x + o, 
F(tx) = \t\ F(x), F(x + y)£ F(x) + F(y). 

L'inégalité F(x) <̂  t (t > 0) définit alors un corps convexe sy
métrique par rapport au point o; soit J le volume du corps F(x) _^ 1. 

Définissons n points x^>, #<2>, . .., x(n> comme il suit: parmi tous 
les points à coordonnées entières ( = points à c. e.) différents de o, 
choisissons un point xW avec la plus petite valeur possible de F(x). 
En général, xW, . . ., x^r> (r < n) étant définis, choisissons, parmi 
tous les points à c. e. qui sont linéairement indépendents de x^> 
. . ., x(r> (c'est-à-dire qui ne sont pas représentables sons la forme 
«i£(1) + • • • + CLr^rK ai étant des nombres réels), un point x^r+r> 
avec la plus petite valeur possible de F(x). Les nombres 

a{ = F(xW) (0<a1£a2£...£ an), 

*) Ein Ùbertragungsprinzip fur konvexe Kôrper, Casopis 68 (1938—9), 
p . 93—102. 

2) Tous les nombres de cette note sont réels; x = (xlf . . ., xn), y = 
= (2li> • • •» yn) étant deux points et o, b deux nombres, on pose ax -J- by = 
= (axx + byv . . ., axn + byn). 
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appelés les ,,minima successifs de F(x)(l. jouissent des propriétés 
suivantes: 

on 2 n 

I . —£Ol--.°n£ — . (1) 
n\J J 

(Minkowski, Géométrie der Zahlen, p. 192.) 
I I . A chaque point f = (£-_, . . ., fw), on peut faire correspondre 

un point y à c. e. tel que 

F(y + £ ) = \(ax + . . . + on)£ \non. (2) 

Démonstration (d'après Minkowski, Géométrie der Zahlen, p. 226): 
Il existe n nombres vl9 . . .,vn avec f = vxxW + . . . + vnxW\ 
soient yi (1 ^ i <I w) des nombres entiers tels que \yi + Vi\^\\ 
en posant y = 2/!^(1) + . . . + yn^

n\ on a 

-?(y +1) = - © y . + «*) *(f)) ^ 2 J((y-+»•) *(i)) ̂  T.2 W ) -
i = l i = l i = l 

Remarque: Les inégalités (2) sont les meilleures inégalités de ce 
genre; en effet, en posant F(x) = | x± | + . . . + | xn |, f = (£, 
. . ., £), on a ax = . . . = on = 1 et pour chaque point y à c. e. 
•^(y + f ) = i™ = l(o*i + • • + On) = \non. . 

Définissons maintenant G(x) = G(xl9 . . ., #n) par l'équation 

G(x) = max | xy \ (où sy = *i2/i + • • • + ^2/n). 
.F(a0^1 

Alors la fonction G(x) possède aussi les propriétés 

0(o) = 0, G(x) > 0 pour x + o, 
G(te) = M | G(s), G(s + y) = G(a) + G(y). 

Soit J'le volume du corps G(x) ^ 1 et soient xl9 . . ., xn les minima 
successifs de G(x). 

Alors, les résultats de M. Mahler peuvent s'énoncer comme il 
suit: 

— = JJt = 4 n î l = ***»-* +1 = (n!)2 (1 = ^ = n). (3) 
(rc!)2 

En particulier, soient 
n n 

XA = ^ahkxk, Yh = ^Ahkyk (h = 1, . . ., ra) 
*=i fc=i 

deux substitution telles que XXYX + . . . + XnYn = xxyx + . . . + 
+ xnyn. Alors, en posant 

n 

F(x) = max I T ^ a ; * j , (*) 
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on obtient 
n n 

G(x) = 2 12̂ ****1 • 
h = l k = l 

Dans ce cas particulier, on peut remplacer les inégalités (3) par les 
relations plus précises 

JJ' = 4n/n\y 

1 <; ohrn-h + 1 = n\ (l=h = n). (3') 

D'après I I , (3'), on a, pour ce cas particulier, le résultat suivant: 
à chaque point f — (£l5 . . ., £n), il existe n nombres entiers xl9 

. . ., xn tels que 
n • 

F(x + f ) = max I 2aA* (x* + f*) I = inan = -^— • (5) 3) 
l_A_w ' f c - i ' ^i 

Dans tout ce qui suit, on désigne par les lettres a, 6, c, d (pour
vus d'indices éventuellement) des nombres entiers. Soient r > 0, 
s > 0 deux nombres entiers, 0# (1 ^ i <I r, 1 ̂  j 5^ 5) rs nombres 
réels. « ! , . . . , af, Pi, . . ., P* étant des nombres réels quelconques, 
posons (pour £ _ ] ) 

Wi(t\ «1, . • ., «r) — min (max | 0 l i a 1 -f . . . + 6isas + ai+s + OCÎ |); 
0 <max | dj | 5^ l _ i _ r 

1_?„* 

xp\(t; a-.,..., ar) = min (max | ©u»! + . . . + 018afi + ai+s + oct |); 
max | «y | <« l _ i _ r 

l_?_s 

%(*; A , . . *,Ps) = m i n ( m a x | 0 i ? 6 f i + i + . . . + 0 » A + r — fy+ft|); 
0<max | 6JT+l- |_t _7_s 

l _ i _ r 

V'afoAi • • •>&) = m i n ( m a x I01Â + 1+ ••• +&rjbs+r — bj+Pj\). 
max | bs+i l<e l_?_s 
l_ ï_r 

Soit A > 0, soit ç?(£) une fonction continue poui £ > A et supposons 
qu'il existe un nombre e > 0 tel que la fonction cp(t) . t~~e soit — 
pour t > A — une fonction croissante, cp(t) . t~e -> 00 pour £ -> 00. 
Soit £(£) la fonction inverse de ç>(£) (donc tp(t) -> 00, g(£) -> 00 
pour £-> 00). Alors, on a les théorèmes suivants: 

Théorème 1. Soit 

liminî(p(t)y)2(t;0,...,0) > 1; (6) 

3) Pour le cas général, on ob t i en t — d 'après I I , (3) — un r é su l t a t ana
logue, avec (n!)2 au lieu de n! Pour t o u t ce qui précède, o n peu t consulter 
la note ci tée de M. Mahler . 
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alors1) 
6 + 1 

lim sup Q(t) . Sup ipx(t; *l9 . . ., ar) <; ((r + s)\ (r + s)) e ; 
t-*00 0 ^ « ! < 1 

donc, a fortiori, 
lim sup Q(t) ip\(t; ax, . . ., ar) <1 

e + l 

= lim sup Q(t) Wl(t; av . . . , ar) £ ((r + s)\ (r + s)) * (7) 
t-K» 

pour chaque système (a1} . . ., ar). 
Théorème 2. Soit 

lim inf tp(t) ip2(t; 0, . . ., 0) < oo; (8) 
t->00 

alors 
lim sup Q(t) y)x(t; al9 . . ., ar) _ ; 

_ ; lim sup ç(£) ^ ( ^ <xl9 . . ., af) > 0 
t-*oo 

jKrar presque tous les systèmes al9 . . ., <%r. 
Remarque 1. Le théorème 2 caractérise le degré de précision 

du théorème 1. Ce sont précisément les théorèmes 1 et 2 dans deux 
cas particuliers s = 1 ou r = 1, dont j 'étais en possession avant de 
connaître la méthode de Mahler. Soit en particulier s = 1 et posons 
©n = &i; alors 

ip2(t; 0, . . ., 0) = min | © A + . . . + 0rbr + br+1 |, 
0 < m a x | 6 . | ^ i 
l < i ^ r 

ip\(t; al9 . . ., ar) = min (max | 0»a + c< + oci |). 
J a | < t l ^ i ^ r 

Supposons que l'équation © A + . . . + 0rbr + 6 r+i = 0 en
traîne bx = . . . = br+i = 0; on a alors y2(£; 0, . . ., 0) > 0 et Von 
peut trouver une fonction (p(t) satisfaisant aux conditions énoncées 
avant le théorème 1 et à l'inégalité (6); on a donc pour chaque 
système al9 . . ., ar d'après (7) y>\(t; al9 . . ., ar) -> 0, d'où le théo
rème bien connu de Kronecker: les points (Oxa + cl9 . . ., && + cr) 
sont partout denses (dans l'espace à r dimensions). Mais les théorèmes 
1, 2 donnent, de plus, un résultat quantitatif très précis. 

Remarque 2. Une fonction f(t) continue et croissante pour 
t > 0 soit appelée „du type A", si f(t) -> 0 pour t ->.0, f(t) -> oo 

4) Sup f(ax <xr) = borne supérieure de /(a l9 . . ., ar) pour 0 _ 
0 ^ « ! < l 

_ « ! < 1, . . ., 0 ^ OCг < L 
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pour t -> oo. Evidemment, il est permis de supposer que <p(t) et 
<p(t) t~e sont du type A. Donc Q(t), la fonction X(t) = t <p(t) et la 
fonction inverse de X, désignons la par fi(t), sont des fonctions du 
type A. En définissant, pour x > 0, le nombre y > 0 par x = A(y) 
(donc y = f*(x))> o n a 

donc la fonction X/JU,(X) et sa fonction inverse — désignons la par 
Ç(x) — sont du type A. Pour x > 0, définissons w > 0 et v > 0 par 
les relations 

/*(£(&)) = Q(W), W = <p(v), 
d'où 

ç(x) = ^(w) ç>(eM) = v <p(v) = A(u), 
A(v) _ v<p(v) 

x = //(A(г;)) v = w, 

donc 
ju(Ç(x)) = Q(X) pour a; > 0. 

Remarque 3. Pour 0 < x < y, on a 

En effet, en posant z = Q(X), V = Q(y), on a 0 < z < v, d'où 

x = 9 ^ < ^ = ^ 
£*(#) z6 v« gc(i/) 

Démonstration du théorème 1. Soit t un nombre suffisamment 
grand; définissons z > 0 par l'équation 

*+• = c |- 2ŕ donc 
(r + s)\ (r + s)zr+8 

2jLi(zr+8) (r + s)\ (r + s) 

donc z -> oo pour £ -> oo. 
Posons, dans (4), w = r + s, 

F(x) = 
= max (| 011x1 + . . . + 0l8x8 + x8+1 \ z8, 

. . ., | 6nX1 + . . . + OrsX8 + X8+r | Z8, 

on obtient alors 

= « ; (9) 

— xx 

zr 
, . . ., 

Xg — xx 

zr 
, . . ., 

zr 
) • • 

щy) = 2 
i=l 

Уs+i + ]?zr | цy8 + Ì + . . . + rjy8+r — yi\. 
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Le volume Jf du corps 0(y) <_ 1 (provenant du corps | ~_ | + . . . + 
+ | #r+« | ___ 1 par une transformation linéaire du déterminant 1) 
est égal à 2T+*/(r + s)\; donc (voir (1)) 

^ ^ ( ^ . . . ^ / " ^ ( ( r + a)!)1/». (10) 

D'autre part, il existe r + s nombres entiers 6_, . . ., br+8 non tous 
nuls tels que G(bv . . ., br+8) = T_, donc 

max | b8+i | ___ T_Z*. max | 0_.fi,+i + ... + 0rjbs+r — bj \ ___ -J; (11) 
l__i__r l__7_5s 2 

d'après (6), la fonction xp2(t\ 0, . . ., 0) étant non croissante, on 
a \p2(t\ 0, . . ., 0) > 0 pour t ^> 1. Pour zr > ((r + s)\)lln on a donc 

max | bs+i | > 0, max | 0_,-6_- + _ + . . . + 0nbs+r — 6/1 > 0; 
l_^i__r l_s?__.s 

d'après (10), (11) on a donc pour z —> oo 

--r-> 0, max | ba+i | -> oo, T_ZS -> oo; 
2 l__i__r 

d'après (6), (11), on a donc pour £ > t0 

— < l i ; T_Z* Ç?(T_Z*) > z ' + ' , T_Z* > / l (2 f + r ) . 
<p(T_Zs) Zr ^ 

Soient # _ , . . . , a r de nombres quelconques, 0 <_ _x* < 1 (1 ___. 
__i i _^ r), ^ > fç. D'après (5) (avec f_ _ = . . . = ff = 0, f.+1 = <xu 

. . ., f_+r = ar) il existe r + s nombres a_, . . ., ar+8 tels que 

771/ , ' , ( r + s ) ! (r + s)z* 
F(av . . ., a,, a8+1 + <xv . . .. a_+r + cxr) < ^ 2 (z«+f) ' 

donc, d'après la définition de F(x) et d'après (9), 

, , (r + s)\ (r + s) zr+8 

(y _L _»)j (y _L_ s\ 
max | 0tla_ + . . . + 0isa8 + as+i + <Xi \ < h — 

(r + s)! (r + s) (r + s)\ (r + s) 
< 

2^ \C[ (r + s)! (r + s) )) 2(? ( (r + s)! (r + s) 
/ ( r+- ) ! (r + .) \1+T 1 _ , 

<( 2 ) W~*<T* 
si t > __ > t0 (voir les remarques 2 et 3). S'il existe un i (1 ___ i ___ r) 
tel que M <_ «_. __̂  1 — -5^, on voit que max | a,-1 > 0. 

i__i___ 
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Dans le cas contraire, posons yi = oci pour 2 <^ i <^ r, yx = M 
pour 0 <^ oc1 < M, yx = 1 — ilf pour 1 — M < oc1 < 1. Il existe 
donc r + s nombres cl9 . . ., cr+8 avec 

max | Cj | < *, max | 0 ^ + . . . + (S^c, + c8+i + yt-1 < M ; 
1<;<> l ^ i ^ r 

d'après ce que Von a dit, on aura 

max | Cj | > 0, max | 0 ^ + . . . + 0i8c8 + c8+i + «41 < 2M. 
1<7<* l ^ i ^ r 

Donc: pour chaque t> tx et pour chaque système ocl9 . . ., ocT 

(0 _ ai < 1 pour 1 <1 i _ r)9 on a 

ft(<;«1>..,«r)<23f<«f + y + ^ , 
c q. f. d. 

Démonstration du théorème 2. D'après une remarque de 
M. Mahler, on peut déduire la démonstration du théorème 2 des 
considérations de Minkowski.5) Je donne ici une démonstration 
directe, basée sur une idée de M. Khintchine.6) Sans restreindre la 
généralité, nous allons nous borner aux systèmes al9 . . ., aT du 
,,cube" 0 ^ oci < 1 (1 ^ i _ r)9 en considérant chaque système 
(al9 . . ., ar) comme un point de l'espace euclidien à r dimensions. 

D'après (8), il existe un k > 0 et une suite de systèmes 

tm, bi>m, b2,m, . • •> b8+r>m (m = 1, 2, . . .) 
avec 

lim tm = oo, max | b8+i>m \ = tm, 
m->oo l<; i<> 

k 
max | G^bs+^m + . . . + &Tjb8+T>m — bj>m \ < -——. (12) 
1<;<S <P(tm) 

En effet, s'il existe un système (bl9 . . ., br+8) + (0, . . ., 0) avec 
max | ©tfb^+i + . . . + &rjb8+r — bj\ = 0, on aura max | b8+i \ > 0 
i</<* î^i^r 
et il suffit de poser b^>m = mbjc. 

Dans le cas contraire, il existe, d'après (8), une suite de systè
mes Tm, blm9 . . ., b8+r>m telle que 

Tm -> oo, max | bs+i>m \ <I Tm, 
l^i^r 

k 
0 < m a x | O^bg+^m + . . . + 0Tjb8+T>m — bj>m \ < 

1^7^* VK1 m) 

5) Voir le § 4 de la note citée de M. Mahler. 
8) Voir p. ex. A. Khintchine, Ein Satz über lineare diophantische 

Approximationen, Math. Annalen 113 (1936), p. 398—415, en particulier 
p. 399—401. 
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et il suffit de poser tm = max | b8+itm |, car évidemment tm-+ oo, 
l< i<r 

<P(tm) £ <f(Tm). 
Soit M l'ensemble de tous les points (ocx, . . ., ocr) avec 

lim sup q(t) y>\(t; ocx, . . ., ocr) = 0. Pour u, v = 1, 2, 3, . . . soit MUjV 
t-+ao 

l'ensemble de tous les points (ocx, . . ., <Kr) tels que l'inégalité 
6(0 Vitt* ai> • • •> ar) < 1/w soit vérifiée pour chaque t> w, de sorte 
que l'on a pour chaque v0 

M = fl2Mu,. = f[M„ oîiMv = 2M«.>-
U-=U0 u = l V=V0 M = l 

Si [iA désigne la mesure de l'ensemble A, on a (à cause de MUtV C 
CMu+ltV) 

juMv = lim ixMUfV, ixM <1 /LtMv 

pour chaque v. 

Evaluons [iMuv. Choisissons un m tel que vr~*12 <p(tm) > u et 
posons 

t = v-*l* <p(tm), (13) 

donc (voir la remarque 3) 

*m = e(tW*0 ^ t;- e(*). (14) 

(a1? . . ., af) étant un point de MUyV, il existe un système av . . ., ar+ê 

avec max | a, | 5^ t, 

< @ii<t>i + • • • + &iSa8 + a8+i + oci < — — (1 <i i 5^ r). 
*>e?(0 M*) ( 1 5 ) 

E n multipliant la première inégalité (15) par 6*+i.w, la seconde 
par b«+2,m etc. et en faisant la somme, on obtient, d'après (12), 

l,|«*— *d\<m+m' m 

d étant un certain nombre entier. I l existe un l (1 <I l <1 r) tel que 
b8+im = + tm. Donc, oci (i + l, 1 <^ i <1 r) et d étant donnés, 
le nombre «t est restreint, par l'inégalité (16), à l'intérieur d'un 
intervalle de longueur 

T 2r 2skt 
L = TTT^ + ; VQ(t) \tm<p(tm) ' 

En outre, s'il doit exister un point (<xx, . . ., ocr) avec (16), il faut que 
(à cause de 0 <^ oci < 1) 
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l d l < ^ + ̂ + - ^ = iž-
VQ(t) <p(tm) 

On a donc /iMu>v <I L (2R + 1). 
Mais (voir (13), (14)) 

< 2r 2sh _ 1 

si X = min (£, e/3), v > vv D'autre part 

2R + 1 = 2r*m + 1 + tJO < 2rtm + 1 + v~k < 3rtm 

pour v > v0 > i^. On a donc pour v > v0 

3r 3r 3r 
^i(ftt>t, < — , fiMv = lim fiMUtV <L—,f*M<L ixMv ^ —. 

ďoú iiM = 0. 
* 

Poznámka k předcházejícímu článku p. Mahlera. 

( O b s a h p ř e d e š l é h o č l á n k u . ) 

Užívaje Mahlerových výsledků, odvozuji v tomto článku vztah 
mezi řádem funkcí ip2(t; 0, . . ., 0) a ip^t; ocl9 . . ., <xr) pro t —> oo, kde 

Vi(t; ocv . . ., cxr) = min (max | Oila1 + . . . + 0isa8 + ai+8 +<%ť |), 
0<max|ay|<ť l<i<:ř 
l k i < s 

rp2(t; 0, . . ., 0) = min (max | <9i36,+i + . . . + 6rjbt+r—bj | ) . 
0<max | 6 Í + 1 |^ř l<j<> 

l < i < r 
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