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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 77 (1952) 

ZÁKLADY THEORIE INTEGRÁLU 
V EUKLIDOVÝCH PROSTORECH 

JAN MAÍÍÍK, Praha. 

(Pokračováni.) 517 

III . Abso lutně k o n v e r g e n t n í i n t e g r á l y a z á k l a d n í v ě t y 
o míře. Věty o substituci. Funkce s konečnou variací. 

V této části jsou dokázány věty o aproximaci absolutně integro-
vatelné funkce spojitými funkcemi a věty o vyjádření integrálu 
podle jedné funkce (intervalu) pomocí integrálu podle jiné funkce 
(specielně odtud plynou některé věty o převodu Stieltjesova integrálu 
na objemový); pro jeden rozměr je pak dokázána věta, že derivace 
integrálu se skoro všude rovná hodnotě integrované funkce, a jsou 
dokázány různé věty o substituci. 

1. Nyní budeme vyšetřovat souvislost mezi funkcemi z tyA(G, K) 
a funkcemi spojitými. Uvidíme, že je tato souvislost velmi těsná; zmínili 
jsme se o ní již v poznámce k větě 87, § 2. Důkaz příslušných vztahů, 
které jsou vyjádřeny větami 11 až 13, provedeme v několika krocích. 
Užijeme postupu, který se osvědčuje i jinde. 

2. Budte a{, b{ (resp. c{, dj prvky Ef (i = 1,2, ...,w); nechť máji 
součty a i -f- bi (resp. rozdíly c{ — d{) smysl pro i = 1, 2, .., ; n. Pak plati 
(pišeme max(a t) misto max(a1} a2, ..., an) a pod.) 

max(ať + b{) <1 max(ať) -f- max(bt-j 

(resp. max(cť — d{) ^> max(cť) — max(dť)), 

jakmile má součet (resp. rozdíl) napravo smysl. Zejména platí 

Q(X, Z) <;• Q(X9 y) + Q(y, z) 

pro libovolné tři body x,y,z prostoru En. 

D ů k a z : Buď na př. ax + b± = max(ař. -f b{) Pak je max(ať + b4) = 
= a1-\-b1^ max(at) ~f- max(6t). Je-li na př. cx = max(ct), je max(cť) — 
— max(rfť) = c1 — m a x ^ ) <^ cx — dx <J max(ct- — d{). Je-li konečně 
x = [xv x2i ..., # n ], y = ..., klademe a{ = xt — yi9 b{ = y{ — zt a dostá
váme poslední vztah. • í 
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3. Buď 3t(.K) (resp. St(K)) množina všech funkcí r (resp. k) v inter
valu K, k nimž existují spojité funkce /„ tak, že platí 

fn /< r (resp. /n \ k). 

&(K) je tedy množina všech (—r), kde r€3t(K). Místo 3t(K), &(K) 
budeme obyčejně psát jen 31, $. Je-li funkce / spojitá v K, platí zřejmě 
/cSt i / € $ . Snadno nahlédneme, že 3tC^P*> fr > — oo pro re3t 

(při libovolné funkci O, podle které se integruje) a že funkce rx -f- r2, 
max(rx, r2), m in^, r2) jsou prvky 3t, kdykoli jsou rx, r2 prvky 3t. (Pro 
r€ 31 je r(x) > — oo, takže má součet rt -f- r2 smysl; zejména tedy má 
vždy smysl rozdíl r — k, kde r € 31, k e $.) Podobné vztahy platí i pro 
funkce z množiny M. 

Budiž 2 = 2(0, K) množina všech funkcí <p v intervalu K takových, 
že ke každému e > O existují r € 3t, k e -8 tak, že platí 

* ú <P _ , r> f(r—k)<e. 
K 

Zřejmě je 2(0, K) C tyA(G, K); naším úkolem je dokázat, že v tomto 
vztahu platí rovnost. — Je-li <pe i, a < f<p <b, existují r € 3t, k e & tak, 

K 

že platí k <̂  <p <I r, <*>< fk<L f<p<L fr <b\ pro 9? € 2 je tedy /g? = 

= inf/r, kde r I> 99, r € 3t, a zároveň J<p = sup/A;, kde k^<p,ke &. 

4. Píatá íyřo implikace: 

a) r € Sít, Jr < co => r € 2; 

b) rn €3t, r n / f / = > / € 3 t ; 
c ) / € 2 = > ( - / ) € 2 ; 
d) /i, /2 ^ 2 => maxí/i, /2), miní/i, /2) € 2. 

Důkaz: a) a c) je zřejmé. Nechť nyní platí pro k = 1,2, ... f^ /( 
/ rk, kde /<*> jsou spojité v K; buď <pn = max(/y, /<*>,..., /<?>). Pak 
9>i 5Ž 9̂ 2 != • • í necht 9?n ^ r. Protože pro n _; & je <pn _: /}*>, platí 

r = lim9?n i> lim/J» = rk, 
fl-+oo 

tedy též 
r I> limr-. = /. 

JC-+-CO 

Avšak <pn <^ max^, r2,..., rn) = rn; je tedy též 

r = lim9?n <£ limrn = /. 

Odtud plyne r = /, / € 3t. Tím je dokázáno b). 
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Jsou-li nyní fv f2 prvky S, zvolme e > 0 * funkce r, c SK, k< c $ tak, 
aby bylo 

*< ^ /i ^ r„ /(r ť - *,) < i * (i = 1, 2). 
£ 

Pak platí na př. 
max(fc,) <I max(/<) 5i *uf*X(r,), 

/(max(rť) — max(t<)) <; /max(rť — &<) < /(/** — kx) -f /(r2 — &2) < e. 
K ~~~K Z K 

Je tedy max(/ť) € Í a tedy též min(/i) ^ "̂ - max(-/ ť ) € £. 

5. JVecW/n « 2, / „ / * / , j? < oo. Pafc ýe / <r ?. 
£ 

D ů k a z : Zvolme e > O a funkce r n € SR, #* s & tak, aby platilo 

Jcn£fn^rn, f(rn-kn)<^ (*=1,2 , . . . ) . 

Buď r* = max(r x,..., rn), k* = m a x ^ , . . . , kn)\ nechť r* /f r. Pro libo
volné w platí 

n 
r* — fc* ú m a x (r* ~ *i) S S ( r i — *<)> 

tedy 

M-/*Í.= S Jír,-*,)<*. 
£ £ i = l £ 

Protože lim/k* < Hm//n = / / < oo, je též fr = limfr* <£ lim/k*-f 
£ "~~ £ £ £ £ £ 

+ e < oo. Pro jisté n tedy platí 

Jr~Jrn<e> 
takže f(r - i*) = fr - /fc* = / r - / r* + / r* - /&* < 2e, při čemž 

£ £ £ £ £ £ £ 
r € 31, ^* € £, fc* = / ^ r. Tím je věta dokázána. 

6. iVec^ cx > — oo, c2 < oo, /n € . í , cx <; /n , / / n ^ c2 pro n = 

= 1,2, .. .\Pak/elim/n« . S. 

D ů k a z : Klademe-li <pn = m i n ^ , / 2 , - . . , / n ) , je <pw \ inf/n; podle 
4d) a ,,obrácené4' věty 5 platí tedy inf/n c 2. Podobně platí 

y n = inf fk € £ pro n = 1, 2, . . . 

, tedy (protože Jy>n<.ffn ^ c2> Vn fi Hm/n) platí též lim/n € £. 
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7. Necht 0 4= M Q Em. Pak je Q(X, M) spojitou funkcí proměnné x; 
platí dokonce 

\Q(X, M) - Q(y, M)\ £ Q(X, y), (a) 

kdykoli x, y e Em. 

Důkaz: Zvolme x, y c Em, zeM. Pak platí 

Q(X> y) + Q(y> z) .= Q(X> Z) ^ Q(X> M)> 

tedy též 
Q(x, y) + Q(y> M) ^ Q(X, M) 

neboli 
Q(X, M) — Q(y, M) <; Q(X, y). 

Vyměníme-li ještě bod x s bodem y, dostaneme snadno (oc). 

8* Bud interval I částí K; bud -— oo < cx <\ c2. Necht platí 
f(x) = ct pro x e I, 
f(x) = c2 pro X€K — I. 

Pak je f e ŽR. 

Důkaz: Buď hn(x) = n . Q(X, I). Pak hn / h, kde h(x) = 0 pro 
x e I, h(x) = oo pro x non e I. Podle 7 je h e SR; tedy jsou i funkce 

g=h + cv f = min(g, c2) 
prvky SR. 

9. Budf zdola omezená funkce. Pak ke každému e > O existuje funkce 
r c SR tak, Se platí 

'žf> fr£Tf+e. 
K K 

Důkaz: Je-li ff=oo, volíme r(x) = oo pro každé xeK. Jinak 

zvolíme majorantu M tak, aby platilo 

M(K)<Jf+e. 
K 

Budiž {£„} posloupnost dělení intervalu K taková, že posloupnost 
příslušných norem (viz 62, §2) konverguje k nule. Sestrojíme nyní 
posloupnost funkcí {/n} tímto předpisem: Zvolíme I eT)n. Má-li M(I) : 
: G(I) smysl, buď 

v(I) = M(I) : 0(1); 
jinak buď v(I) = oo. Položme 

1nAX) = VC0 P r ° X € I> 
1ntA

x) = °° pro a? e J5T — / . 
Buď nyní 

/n = min(/n|/) pro všechna / c © n (n je pevné). 
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Podle 8 je /„,, € SR, tedy je též fn € SR. Dále platí 

- 00 < jfn £ / /« , , = HJ) • G(J) £ M(I) 

pro každé J € ©n (je-li G(I) > O, je zřejmě v(J) . G(I) = ..ftf(J); jinak 

je v(I) . 0(1) = O, M(I) ^ // = 0), tedy 

//„.= £ J/n^ S M(J)£M(K) < co. 
JE I«<.Dn I I«3>n 

Zejména je tedy (viz 4a)) fn e Z pro n = 1,2,.. . Protože normy dělení 
konvergují k nule, plyne snadno z významu čísla fn(x). že platí 

W » ( z ) ^ ( z ) ^ / ( a O («) 

pro každé xe K. Je-li však funkce / zdola omezena číslem c, je 

M(I)^jf^cG(I) 

a tedy 
v(J)^c 

pro každé / € £ n . Odtud plyne, že platí 

/ n ^ c pro w = 1,2,. . . 

Z věty 71, § 2 plyne vztah 

jhmfn £ hmjfn £ M(K) <Jf + e. 

Podle 6 je lim/n c 2, tedy existuje r e SR tak, že platí 

W«^r, jr<Jf+e-

Podle (<%) vyhovuje tato funkce r naší větě. 

10. Nechť f € ^ , Pafc &e každému e > 0 existuje r e SR tofc, £e přatá 

'^/> fr<ff+e. 
K K 

D ů k a z : Bud /n = m a x ( - n,/). Pak fn \ /, tedy je pro jisté n 
ffn < / / + « • Podle 9 existuje r e SR tak, že platí 

Jř Jř 

r^U^f, fr<g+e. 
11. * ( G , Z ) - = ^ ( 0 , J f ) . 
Důkaz: Plyne snadno z 10. 
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P o z n á m k a : Buďte fn spojité v K,fn /f r; nechť P n = //n, B= fr. 
Protože Pn je Newtonovým integrálem funkce fn a protože B ^> P n , platí 

*(*) ^P^x) ^ fn(x) 
a tedy také 

B(x) ^ r(:r) 

pro každé x. Vidíme, že B je majorantou funkce r. Je-li nyní f etyA, 
ff < c, existuje r € 9t tak, že platí 

' . = /• ff£fr<c. 
K K 

Funkce B = fr je pak majorantou funkce r a tím spíše funkce /; / / se 
K 

tedy rovná infimu Čísel tvaru M(K), kde M je aditivni majoranta funkce /. 

12. Je-li f e tyA, existuji funkce g, h druhé třídy tak, ze platí 

g£fúh, fg=ff=fh. 
K K K 

D ů k a z : Podle 11 existují kn e $, rn e 9t tak, že platí 

kn£f£rn, J(rn-kn)<-~. 

Buď gn = max(^, . . . , &n), hn = min(rlt..., rn), Pak též gn€ $, &n e 9v, 
Qn^f^L K- Snadno zjistíme, že naší větě vyhovují funkce g = limgn, 
h = lim^n. 

13, tyA(Q, K) je právě množina funkci f (definovaných v intervalu K) 
takových, ze ke každému e > 0 existuje spojitá funkce <p tak, ze platí 

Ji/-?i<«. 
K 

D ů k a z : Nechť funkce / má uvedenou vlastnost. Protože platí 

<p-\t-<p\<\<p+U-<p) = tú<P+\t-<p\> 
je , _ 

f<p - e < f<p ~ f\f - <p\ = f<p + f - |/ - <p\ <, 
K K K K K 

^ í(<p~\f-<p\)<:ff<:rfútt? + \f-<p\)< 
K % K K 

ú te+T\f-<p\<f<p+*> 
K K K 

tedy 

J/-//<2e, /«$. 
Protože vSak / — <p « fyA, j e též (/ — <p) + <p — f e tyÁ. 
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Je-li naopak / € tyA, s > 0, existuje funkce r c SR, pro niž platí 

r^f, fr-ff<e. 
K K 

Jestliže fn / r, kde fn jsou spojité, je při vhodném n 

/ ' - ; * . < - • 

Je-li f(x) = r(x) = oo, položme (r — f)(x) = 0. Pak platí pro fn = q> 

\f-<p\<l\t-r\ + \r-<p\ = (r-f) + (r-<p), . . 

/I/ -7>\< I(r ~ t) + /(r - 9) < 2e. 
K K K 

Tím je věta dokázána. 

14. Jestliže /, g € %, je téz fg c M 

Důkaz: Zvolme e > 0. Nechť |/| <! c, \g\<Lc (c€Ex). Podle 13 
existují spojité funkce <p, y> tak, že platí 

c(p-?\+J\g-y\)<e- ., (*) 
Dále můžeme předpokládat, že je též \<p\ <1 c; pro funkci <plt určenou 
vztahem 

<px(x) = max(-c, min(<p, c)), 
platí totiž 

1/—-a-^i — 
(k důkazu tohoto vztahu stačí rozeznat případy <p(x) > c, <p(x) < — c, 
— c ^ <p(x) <^ c), tedy též 

j[l/-?'iią/l/-9>l> 
takže <px splňuje (oc) tím spíše; přitom je <px spojitá funkce a platí \q>{\<^ č. 

Tak dostáváme 

úeiflf-rl+Jb-YlXe-
Protože funkce <p\p je spojitá, platí podle 13 fg €tyAa> tedy též fg e 9V 

Poznámka: Jestliže platí f€%,g€ tyA> pak je též fg c tyA, jak se 
snadno zjistí limitním přechodem. Jsou-li však /, g prvky *Ĵ , nemusí 

již platit fg € tyAf jak ukazuje příklad funkcí f(x) -= g(x) =-rp v intervalu 
]/x 

x) Vo Je množina omezených funkcí z *j>. 
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<0,1) při obyčejném integrálu. Rovněž nemusí platit fgety, jestliže 
/ c » f , g c * (viz cvič. 13, §2). 

16. Budte Glt G2 konečné nezáporné aditivní funkce, # ! _^ #2- Pak 
platí 

tyA(GvK)D%(G2,K). 

Důkaz: Nechť f€%(G2lK). Zvolme e > 0. Podle 13 existuje 
spojitá funkce <p tak, že platV/|/ — <p\ dG2 < e. Snadno zjistíme, že 

7 | / - <p\ dGx £ f\f - <p\ dG2; je tedy též J\f - <p\ dGx < e. Podle 13 

odtud plyne / € %(GV K). 

16. Je-li A Q.K, nazveme charakteristickou funkcí množiny A 
(vzhledem k intervalu K) funkci c ,̂ určenou vztahy 

cA(x) = 1 pro xe A, 
cA(x) = 0 pro x € K — A. 

Platí zřejmě cA+B = maxfc^, c )̂, cAB = min(cA, c )̂ = c^ . c .̂ Je-li 
AB = 0, platí cA+B = c^ + cB. Jestliže AZ) B, máme cA_B = cA — cB> 

00 

zejména cK_B = 1 — c^. V případě Ax C A2 C ..., 2^4n = A je cAn / cA; 
n=«l 

podobný vztah platí pro posloupnost,,nerostoucí'«. 
Horní (resp. dolní) mírou množiny A Q K (vzhledem k funkci G 

a intervalu K) nazveme Číslo 

p(A, Q,K) = Ji{A) = JcA (resp. fi(A, G, K) = p(A) = / c j . 
K ~ & 

Zřejmě Jí(A + B)<> ji(A) + £(£); jestliže _4B = 0, je JX(A) + 

+ fi(B)£ fx(A + J3). Pro AXQA2Q... je /*(-án) /* £(S-4n). Vždy platí 
— "" n= l 

Jii S -án) = lim£( S .4-,) ^ lim S £(-4*) = 1 ^ J . 
n«=-l ( n-t-oo Jb«»l n->oo fc->l n-»l 

Je-li ĉ  e ty neboli 

řekneme, že množina A je měřitelná (vzhledem k 1..) a píšeme 

,"• \ JilA) = fiiA) = ti(A); 
toto číslo nazveme mírou množiny A. 

Snadno zjistíme, Se sjednocení a průnik libovolné posloupnosti 
měřitelných množin je opět množina měřitelná. Je-li posloupnost 
(množin)„monotónní", je limita posloupnosti měr rovna míře sjednocení 
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(resp. průniku); jsou-li členové posloupnosti po dvou disjunktní, je součet 
řady měr roven míře sjednocení. 

17. Je-li dána nějaká vlastnost V bodů intervalu K, pak množinu 
těch bodů, které mají vlastnost V, značíme symbolem 

E [x má vlastnost V]. 
X 

Řekneme, že skoro všecky body intervalu K mají vlastnost V, jestliže 
množina těch bodů, které tuto vlastnost nemají, t . j . množina E [x nemá 

X 

vlastnost V], má míru 0. Též říkáme, že nějaký vztah platí v K skoro 
všude a pod. Na př. ,,f(x) = g(x) skoro všude" znamená, že množina 
E [f(x) 4= g(x)] má míru 0 (Záleží ovšem na funkci G, podle které se inte-

X 

gruje; vlastně bychom měli psát „skoro všude vzhledem k funkci <?" 
a pod.) 

18. Nechť f,g €ty,f <^g, Jf = Jg. Pak je f(x) = g(x) skoro všude. 
K K 

D ů k a z : Bud A = E [/(a?) < g(x)], An= E f(x) -f - < g(x) 1 
x x L n J 

(n = 1, 2, . . .) . Protože / + i . cA <L g, je Jg = // £ flg - i . C j W 

< f 0 -T- / ( • c, | = Jg . Ji{An), tedy fi(An) = 0. Protože 
QO 

A = S -4n, je též /Z(^) = 0. 
n = l 

19. Necfcf f€ty,P= Jf. Pak plati 

P(*) £ /(*) £ -?(*) 
•sfcoro všude. 

D ů k a z : Pro libovolnou majorantu M platí M^>P, tedy Jkf(o?) ^> 
2> P(a?) pro každé x. Budfx(x) -= max(/(*), P(o?)). Pak je též Jf (a?) ^ ^(a;) 
pro každé x, tedy Jf (JT) ^ 7/x ^ //x ;> / / = P(K). Odtud plyne snadno 

K K K 
vztah 

Podle 18 tedy platí fx(x) = /(a?) skoro všude neboli P(x) £ f(x) skoro 
všude. Druhá nerovnost se dokáže obdobně. ~̂" 

20. a) Je-li / € $, ptói |/(a?)| < oo aifcoro všude. 
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b) Je-li tézgety, při óemž ff -=-=- fg pro každý interval IQK, platí 

f(x) = g(x) skoro všude. 

D ů k a z : Nechť /,ge«P, P = ff = fg. Má-li rozdíl f{x)—g{z) 
smysl, buď h(x) = f(x) — g(x); jinak buď h(x) = 1. Pak je neurčitý 

.integrál funkce & roven nule; podle 19 je tedy h(x) = 0 skoro všude. 
To znamená, že je f(x) = g(x) skoro všude a že rozdíl f(x) — a(x) má smysl 
skoro všude. Volíme-li g = /, vidíme, že je \f(x)\ < oo skoro všude. 

21. Nechť A C^K. Bud f(x) = 0 pro x*K— A, f(x) = oo pro 
x € A. Pak je bud ff=0 nebo ff = oo podle toho, je-li Jí(A) = 0 nebo 

K K 

Ji(A) > 0. 

D ů k a z : Je / = limn . cA, tedy // = linm . Jí(A). 

22. Nechtf(x) = g(x) skoro všude. Pak je ff = fg. 
K K 

D ů k a z : Buď A = E [f(x) =(= £(#)], 9? == 00 . c^. Dále buď fx(x) = oo 

pro x € A, fx(x) = f(x) pro x* K — A. Pak platí <p(x)-\- f(x) = fx(x)y 

kdekoli má součet smysl; zřejmě je fx I> g. Máme tedy 

Ii£TfišTt+Tp = Tt-
K K K K K 

Podobně zjistíme, že platí // <I fg. 
K Km 

P o z n á m k a : Je-li f(x) = g(x) skoro všude, platí dokonce // = fg 
i i 

pro každý interval I C K, jak se snadno zjistí. 

23. Funkce f,gtty mají stejný neurčitý integrál, když a jen když 
ptati f(x) = g(x) skoro všude. 

D ů k a z : Plyne ihned z 20 b) a z poznámky k větě 22. 

24. Bud f omezená funkce, g € ty(G, K), Gx = fg áG, Gx ^ 0. Pak 
platí 

Tf^i^TfgdG. 
K K 

D ů k a z : Podle 19 je g(x) ]> Gx(x) ^> 0 skoro všude, podle 20 a) 
je g(x) < oo skoro všude. Existuje tedy konečná nezáporná funkce g1 

tak, že platí 
gt(x) = g(x) skoro všude 

a dále podle 23 

©i =- f9 dG -=- f9l áG, ffg dG = ff9ldG. 
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Stačí tedy dokázat větu za předpokladu, že funkce g je konečná ne
záporná. 

Je-li nyní r € 31, r I> /, Jř < oo, platí podle 87, § 2 
K 

tedy též 

fr dG1 = JV̂  do ;> //fiř do, 
Jí £ K 

ffdG^ffgdG. 
K K 

Abychom dokázali také obrácenou nerovnost, uvažme, že pro konečnou 
funkci <p € $}) a pro libovolnou funkci \p platí jednak 

f(<p +v>)úf<p+fv>=zf<p+ Tv>> 
jednak 

fv> = T((<P + v>) — <P) £T(<P + v>) + 7(— V) = T(<P + V>) ~ f<P> 

tedy též 

Tv> + f<P^kf(<P + V)-
Platí tedy 

fv> + f<P = f(<P + V>) 
a podobně 

fy> + f<p =J(<p + v>)-
Zvolme nyní čísla c, e, c I> [/], e > 0. Pro gn = min(gr, w) je gn / g, 

/^n /* fy- Zvolme tak velké N, aby platilo 
K K 

4&f(g — gM) < e. 
K 

Víme, že existuje funkce r c 31, pro niž je 

r I> /, 2N(/r dG —. // dO) == 2N/(r — /) dG < e". 
K K & 

Dále můžeme předpokládat, že je též \r\ <̂  c (místo funkce r můžeme 
totiž vzít funkci rx = min(r, c)). Za tohoto předpokladu je r —- / <1 2c 

_J> - /')í7 =_/((»• - f)ia - 9„) + (r - f)gs) £ 
K K 

£ f(2c(g - gM) + (r - f)N) = SeJ(g- ?,).+ Nf(r - / ) < £. 

Protože zřejmě r e 9M<?i, K), je jednak 
rg€yA{G,K),j[(r-f)g=jirg-Jfg<e, 
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jednak 
JfdG^frdG^frgdG. 

K K K 

Odtud plyne Jf dGx £ frg dG < Jfg dG + e, tedy též 
K K K 

JfdGx£jfgdG. 
K K 

Tím je věta dokázána. 

26. Necht g e $((?, K), Gt = fg dG, É?, ^ 0. Pak platí 

ffdG^ffgdG, («) 
K K 

jakmile budfe ^A(GX, K) nebo fg e tyA(G, K). 

D ů k a z : Je-li funkce / omezená, platí podle 24 ffdGx= ffgdG 
a ovšem také // dG± = ffg dG; tím je věta 25 dokázána pro omezenou 
funkci. 

Dále stačí opět vyšetřit případ, že je funkce g konečná nezáporná. 
Je-H fey(GlfK), / ^ 0 , platí fn = min(/, n) e ty{Gl9 K) a tedy fng e 
€^(G,K), 

ÍUdG^fUdG. 08) 
K K 

Protože fn /* f, fnff /* fy> je též fge ty(G, K) a platí (oc). Je-li naopak 
fg e V(G, K), f ^ 0, fn = min(/, n), je též f„g = min(/gr, ng) e ty(G, K), 
tedy fn e ty(Gl9 K), f e ^(Gl9 K) a opět platí 0) i (oc). Nabývá-U funkce / 
kladných i záporných hodnot, dokončíme důkaz obvyklým způsobem. 

26. Nechťge $(<?, K), Gx = fg dG, QX^>Q,A c K. Pak platí 

JÍ(A, Gx, K)=foAg dG, (i(A, Gl9 K) - fcA g dG. 
É K 

Je4i zejména p(A, G, K) == 0, je téi ^(A, Gl9 K) = 0. 
(Plyne ihned z 24.) 

27. Budil funkce G slabé spojitá v bode xe K. Pak má jednobodová 
mnoíina {x} míru 0. 

D ů k a z : Zvolme e > 0. Ze slabé spojitosti funkce G plyne, že existuje 
interval J o středu x tak, že G(JK) < e. Bud nyní (pro IQK) M(I) = 
== G(IJ) resp. M(I) == 0 podle toho, je-li IJ interval či ne. Podle 22, § 2 
je M aditivní v K. Zřejmě je M majorantou charakteristické funkce 
jednobodové množiny {x} a platí M(K) == G(JK) < e; tedy je /£({#}) < e, 
/*({*}) = o. 
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28. Věta 25 je přirozeným zobecněním věty 87, § 2; bohužel však nic 
neříká o funkcích, které nepatří do tyÁ. Dokážeme proto ještě větu, 
obdobnou větě 25, která bude platit dokonce pro zcela libovolnou funkci 
/; o funkci G však vyslovíme specielní předpoklady. — Napřed uvedeme 
několik definic. 

29. Symbolem 
f=g 

budeme rozumět, že platí 

f(x) == g(x) skoro všude. 

Zřejmě f = g,g=h=>f=h. 
Dále řekneme, že funkce / má Newtonův (resp. Knichalův) integrál 

v širším smyslu, jestliže existují bodové funkce fl9 /2 a funkce intervalu F 
tak, že platí f1=f2=if a že funkce F je zároveň majorantou (resp. 
zobecněnou majorantou) funkce fx a minorantou (resp. zobecněnou mino-
rantou) funkce /2. Funkce F je pak zřejmě neurčitým (Perronovým) 
integrálem funkce /. 

Snadno nahlédneme, že aditivní funkce F je Newtonovým integrá
lem v širším smyslu funkce /, když a jen když je 

F(x) > — oo, F(x) < oo pro každé x 
a 

f(x) ~ F'(x) skoro všude. 

Aditivní funkce F je Knichalovým integrálem v širším smyslu 
funkce /, když a jen když existuje spočetná množina A C K tak, že v ba-
dech množiny A jsou obě funkce F i G slabě spojité, že je 

F(x) > — oo, F(x) < oo pro každé x c K — A 

a že platí 
f(x) ~ F'(x) skoro všude. 

(Množina A má podle 27 míru 0.) 

30. Bud Gx neurčitým Knichalovým integrálem v širším smyslu funkce 
g podle funkce G\ necM Gx ^> 0. Pak ptati pro libovolnou funkci f v inter
valu K 

TfdG^JfgáG. 

D ů k a z : Napřed dokážeme, že platí 

JfdO^JfgdG. (<x) 
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Zvolme majorantu M funkce / vzhledem ke Qv Buď 

A = E [Q^Q, z, K) = oo], 

B = E [neplatí g(z) ~ Q[(Q9 z, K)], 
X 

C = E rpi(G, *, # ) = - oo, (?.(<?, x, K) = oo]. 

Množina A je spočetná, ̂ 4 C B, B má míru O (vzhledem ke G), C má podle 
19 také míru 0. 

Zvolme napřed ze A a číslo c, — oo < c < M(GV z, K). Je-li 
In -> z, platí od jistého indexu 

c (?,(/„) ^ 3 f ( / J ; 

protože Qx(In) -> 0, je lim Jf (/) ^> 0 pro / -> z. 

Buď nyní zeK — A. Pak můžeme volit konečná čísla cvc2,c% 
tak, aby platilo 

c1<G1(G,z9K)) Gl(G,z,K)<c2, 

cB<M(Gvz,K). 

Je-li nyní In -> z, platí pro velká n 

H 0(In) £ Qx(In) £ c2 G(In), c3 Gx(In) £ M(In). 

Pak je buď pro i = 1 nebo i = 2 

tedy 
Jf (£, a:, K) ^> czct > — oo. 

Je-li dokonce ze K — B, můžeme volit c{ libovolně blízko k g(z), 
c3 k f(z) a dostáváme 

M(G,z,K)^f(z)g(z). 

(Je-li |/(#)| = oo, je třeba rozeznat případy g(z) = 0, g(z) > 0.) 

Tím je dokázáno, že je funkce M zobecněnou majorantou funkce 
<p ~ fg, kde 

<p(z) = f(z) g(z) pro z e K — B, 

(p(z) = — oo pro z € B. 

Je tedy 

M(K)ŽJV=Jfg. 
Odtud plyne snadno, že platí (<*). 
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Nyní dokážeme, že platí také 

JfdG^JfgdG. (/?) 
-K K 

Můžeme zřejmě předpokládat, že g(x) = Gr(G, x, K) pro každé x. 
(Vztah g(x) + CX(G, x, K) může totiž platit jen v bodech množiny 
B + C.) Zvolme e > 0. Buď M0 majoranta funkce fg taková, že 

M0(K)£jfgáG+^e. 
K 

Zvolme rj > 0 tak, aby platilo rj G(K) < \e a utvořme 

M == M0 + rjG. 
Pak je 

M(x) ^ Mo(x) + rj G(x) ^ f(x) g(x) + rj 

pro každé x; dále je 
M(K)£TfgdG+e. (y) 

K 

Je-li g(x) = 0, je Jf (G, x, K) ^ ?y. Jestliže tedy In -> x, je pro velká 
n M(In) ^> 0, tedy je ~ 

M(GV x, K) I> 0. 

Je-li g(x) = (?!(») > 0, zvolme cv c2 tak, aby platilo 

0 < cx < g(x), c2 < 0, — oo < c2 < M(G, x, K). 

Jestliže In -^ x, platí pro velká n 

c± G(In) £ Gx(In), c2 G(In) £ M(In), 
tedy 

c2 (?,(/.) ^ c ^ ^ / J ^ c , ^ / . ) ; 
odtud plyne 

M(GV x, K) ^> c2 : cx > —- oo. 

Dokázali jsme tedy, že platí 

M(GV x, K) > - oo (<5) 

pro každé #. 

Zvolme nyní xe K — B; předpokládejme, že je M(GV x, K) < oo. 
Nechť In -> v, M(In) : Gx(In) -> Jf (G l f x, K). Pak je pro velká n Gx(In) > 
> 0; jinak by totiž bylo buď M(GV x, K) = —- oo ve sporu s (d) nebo 
-lf (6^, x, K) = oo, což jsme vyloučili. Platí tedy též G(In) > 0 pro velká 
n\ odtud plyne, že je x e K — C neboli G^(x) = (^(a,) = gr(s) < oo a dále 
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M(In) : G(In) = {M(In) : G^IJ} . {G^IJ : G(In)} -> 
-+M(GV x, K) . g(x) ^ JT(G, s, K) > t /(*) ^z) + rj. 

Dostáváme tak g(x) > 0, M(GV x, K) > f(x).' 

Vidíme, že je funkce M májorantou funkce fv pro niž platí 
fi(x) = /(#) Pro xeK — B, 

fx(x) = — oo pro x e B. 

Množina B má však podle funkce G míru 0; podle funkce G± má tedy 
(viz 26) také míru 0. Odtud plyne (viz též (y)) 

'ffdG1=Jf1dG1^M(K)^'ffgdG+e. 
K K K 

Protože s bylo libovolné, platí též (ji); tím je věta dokázána. 
P o z n á m k a : Při důkaze vztahu (/J) jsme nikde nemluvili o množině 

A; (P) tedy platí pro libovolnou funkci /, kdykoli nezáporná funkce Gx — 
= fg dG splňuje vztah 

g(x) ***> GX(G, x, K) skoro všude; 

k tomu postačí podle 19 a 20 a), bude-li platit 

Gx(x) = Gx(x) skoro všude. 

Pak ovsem platí pro libovolnou funkci / také 

JfydOšffdQi. 
K K 

Je-li tedy zejména fg e ty(G, K), je též / c ty(Gv K) a mezi integrály 
platí rovnost. 

31. Bud <p spojitá neklesající v <a, b), G konečná neklesající ve 
<<p(a), <p(b)) (je-li (p(a) = <p(b), nepožadujeme od funkce G nic). Pak platí 
pro libovolnou funkci f v intervalu (event. degenerovaném) <<p(a), <p(b)) 

ff((p)dG(<p)=ffdG. 
a <p(a) 

D ů k a z : Bud M bodová majoranta funkce / vzhledem k funkci G; 
bud N(t) = M(<p(ť)). Dokážeme, že je N májorantou funkce f(<p) vzhledem 
ke G(<p). Zvolme t € <a, b); bud N(G(cp), t, <a, b)) < oo. Zvolme tn, tn tak, 
aby platilo tn < ťn, <tn, ťn) -> C{N(ťn) - N(tn)} : {G(<p(Q) -&(<p(tn))} = ' 
= (J*(<) - M(xn)) : (<?(<) - G(xn)) -> N(t); položili jsme xn = <p(tn), 
xn — <P(0- ^ e o v § e n - »n < x

n VT0 každé n; kdyby bylo xn = xn, měl by 
podíl tvar 0 : 0. Z důvodů spojitosti platí <xn, xn) -> x =- <p(t). Je tedy 

- oo * N(G(<p), t, <a> 6» ^ M(G, x, <<p(a), <p(b))) ^ 

^ / ( * ) - / ( ? « ) , 
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M(<p(b)) - M(<p(a)) = N(b) - N(a) j> ff(<p) dG(<p), 
a 

tedy 
<K&) b^ 

ffdG=ff(<p)dG(<p). 
<p(a) a 

Abychom dokázali také obrácenou nerovnost, uvažme, že ke každé
mu X€ <<p(a), <p(b)} existuje aspoň jedno t, pro něž platí <p(t) = x. Vy-
bereme-li ke každému x právě jedno, dostaneme funkci tp, pro niž platí 

<p(xp(x)) = x. 

V o l m e p r o j e d n o d u c h o s t y>(<p(b)) = b, ip((p(a)) = a. B u ď n y n í M l ibo
v o l n á m a j o r a n t a f u n k c e f(<p) v z h l e d e m k e G(<p)', d o k á ž e m e , že j e N = 
= M(ip) m a j o r a n t a f u n k c e / v z h l e d e m k e G. Z v o l m e x e <(p(a), <p(b)), 
*n \ x, vn > x(n= 1 ,2, . . . ) . Budtp(xn) = tn,ip(x) = t. Jetn = tn+1 = t, 
t e d y tn \ t0 I> t. Pro tože xn = <p(tn) _: (p(t0), je též <p(t) == x = Hmxn _; 
^> <p(č0), tedy ^ = <p(t) = 9^0). Zvolme 5 < M(G(<p), t0, <t0, b)). Pak platí 
od jistého indexu 

B(G(<p(tJ) - G(<p(t0))) = M(tn) - M(t0). 
t_ 

Je-l i J 0 > t, je M(í0) — M(ť) I> ff(<p) dG(<p) = 0 (protože j e z d e 
-• 

G(<p) k o n s t a n t n í , <p(t0) = <p(*)), t í m spíše t e d y p l a t í B(G(<p(tn)) — G(<p(t))) < [ 
^ M"(*n) — .M(*) nebo l i B(G(xn) ~ G(x)) <\ N(xn) — N(x). 

Odtud plyne snadno, že platí 
B£N(G,x,<x,<p(b))) 

a tedy také 

f(x) = f(<p(t0)) £M(G(<p), t0, < í 0 ,b) ) £ N(G, x, <*, y ( 6 ) » . 

Podobný vztah můžeme odvodit též pro derivaci zleva a dostáváme 

- 00 + N(G, x, <<p(a), <p(b)}) _- f(x). 
Platí tedy 

**> 
M(b) - M(a) = N(^(6)) - N(<p(a)) = ff dG 

<**) 
a ovšem také 

*L ^ ) 
/7(9?)d(%)^//d£. 

a v(a) 
Tím je věta dokázána. 

32. Dosud jsme pokládali funkci G, podle které se poěítal integrál, 
v jistém smyslu za pevnou. Později však budeme definovat integrál 

283 



nejen podle nezáporné funkce intervalu, nýbrž také podle t. zv. funkce 
8 konečnou variací, t. j . podle funkce, která je rozdílem dvou funkcí 
nezáporných. K tomu budeme potřebovat několika vět, které pojedná
vají o případu, že se táž bodová funkce integruje podle různých funkcí 
intervalu; tyto věty, které se osvědčí i při jiných příležitostech, si nyní 
odvodíme. 

33. Budte Gx, G2 konečné nezáporné aditivní funkce v intervalu K. 
Pak platí pro libovolnou bodovou funkci f v intervalu K 

Tt d(Gx + G2) £ Jf dG1 + Jf dG2 (oc) 
K K K 

(resp. ff dGx + // dC72 £ Jf d(Gx + G2)), (/3) 
Z K K 

pokud má součet napravo (resp. nalevo) smysl. 

D ů k a z : (oc) dokáže čtenář snadno sám; dokážeme jen (j3). Můžeme 
předpokládat, že je ff áGx > — oo, // dG2 > — co, ff d(G1 + G2) < oo. 

t K K 
Zvolme libovolně e > 0; dále zvolme (konečnou) majorantu M12 funkce / 
vzhledem ke Gx + G2 a (konečnou) minorantu m[0) vzhledem ke Gx tak, 
aby platilo 

M12(K) < // d(Gx + G2) + e, Jf dGx < mf(K) + e. 
K ^ 

Budiž rj voleno tak malé, aby bylo rjGx(K) < e; buď mx = m[0) — rjGx. 
Protože je ml(G19 x, K) <: mf (Gx, x, K) + (—rjGx)(Gx, x, K) <£ f(x) — rj, 

je vždy 

^X(GX, x, K) < Mu(Gx + G2, x, K) 

(i když \f(x)\ = oo); zvolíme-li tedy x e K, existuje ce Ex tak, že platí 

m\(...)<c<MX2{...). 

Jestliže nyní In -> x, platí od jistého indexu 

mx(In) £ c Gx(In), c (Gx + G2)(In) £ MX2(In), 
tedy 

cG2(In)£(Mx2-mx)(In); 
odtud plyne 

c£(Mxi-mx)(G2,x,K). 

Protože Mx% — mx je superaditivní funkce a protože c můžeme volit 
libovolně blízko k f(x), je MX2 — mx majorantou funkce / vzhledem ke G2 

a dostáváme 
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JfáG2£ (M12 - mx)(K) < / . . . + e - / . . . + e + ijO_(.ř) < 
z ^ * ]_f 

< / / d ( G _ + O a ) - / / d O _ + 3e. 
& K 

Odtud věta ihned plyne. 

34. Jsou-li splněny předpoklady vety 33, platí také 

lfá(G1 + G^^lfAOí+ffáGt 

(resV. Jf áG1 +_// d<?2 <_// á{G1 + <?,)), 

pokud má součet napravo (resp. nalevo) smysl. 

D ů k a z : Použijeme věty 33 na funkci (—/). 

P o z n á m k a : Z vět 33 a 34 bezprostředně plyne, že pro konečné 
nezáporné aditivní funkce GX,G2, splňující vztah 6r_ <_ čr2, a pro libovol
nou n e z á p o r n o u bodovou funkci / platí jednak 

jednak 

tedy 

(f dб, <: // d(ö, - ą) + // dą <: // àGг, 
к ;_£ x я 

J/ dö, <: j / dö, +_// d(o, - Ö,) <: j / dв2, 
if K Ar Ä 

ľ/dG1__jӯdö1. ffdвiйffàвш-

Tyto vztahy lze ovšem snadno dokázat také přímo; prvního z nich 
jsme ostatně použili již dříve. 

35. Jsou4i Gv G2 konečné nezáporné aditivní v K, platí 

JfdG1+ffdG2=ffd(G1+G2), 
K K K 

jakmile aspoň dva z napsaných integrálů existuji. 

D ů k a z : Plyne snadno z vět 33. 34. 

36. Budte Gn, G konečné nezáporné aditivní v K, Gn /f G. Pak platí 
pro libovolnou nezápornou bodovou funkci f v intervalu K 

JfáGn/TfdG. 
K K 

D ů k a z : Buď napřed / <_ JV. Pak je 

// dG £ / / d(G - OJ + Tf d̂ n £ N(G - Gn)(K) + Jf dGn. 
K K K K 
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Odtud plyne 
JfdG^lim JfdGn. (a) 

K - n->-a> K 

Podle 35 je však pro každé n Jf dGn <L ff dG; v (a) tedy platí znamení 
K K 

rovnosti. 
Pro libovolnou (nezápornou) funkci / buď nyní fN = min(/, N). 

Pak platí pro každé N 

Jf2ídG=\im / / , d # n ^ l i m 7 /d£ n , 
K n-+co K n->co K 

tedy též 
7 / d £ = l i m JfNdG£lim JfdGn. 

K N-*«> K n->oo K 

Platí zřejmě opět rovnost. 

P o z n á m k a : Existují-li integrály // dGny plyne ze vztahu ff dGn <1 

<: // dG, že platí lim// dGn = // dG £ ff dG, tedy / e %(G. K). 
K K K & 

37. Nechť — o o < c 1 ^ c 2 ^ c 3 < o o , — o o < a < c < 6 < o o ; 
nechť 

G(x) = cx pro x € (a, c), 
G(c) = c2, 
#(#) = c3 pro # e (c, 6>. 

Pak pro libovolnou funkci f v intervalu (a, b> platí 

ffdG =)f dG = f(c). (c2 - cx), 7/ dG = / / dG = 
« a c • T 

= f(C) ' (C3 - C2)' 

D ů k a z : Je-li |/(c)| < oo, je funkce f(c) . G zřejmě Newtonovým 
integrálem funkce /; je-li |/(c)| = oo, dokážeme větu snadno limitním 
přechodem. 

38. Buď G konečná neklesající v (a, 6>; buďte av a 2 , . . . její body 
nespojitosti (pokud existuji). Ke každému at existuje racionální číslo biy 

pro něž platí G(a t—) < bt < G(ať-|-); odtud plyne snadno, že bodů a ť 

je jen spočetně mnoho. Definujme funkce <pv <p2,... tímto předpisem: 

(pi(x) = 0 pro x < a<; 
»><(«<) = G(a{) — G í a ^ ) ; 
9?ť(x) = G(at4-) — G(ai—) pro a: > a,. 
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(klademe event. G(a-) = G(a), G(b+) = G(b)). Buď 
00 

<p = 2 9?ť. 
i « l 

N N 
'(Řada konverguje všude, protože platí %<Pi(x) <1 2 cp^b) <1 G(b) — (?(a). 

i = l i==l 
Je-li bodů nespojitosti jen konečný počet, zvolíme je za aj,a2, . . . ,a„, 
a za a p + 1 , a P + 2 > • • • zvolíme libovolné body spojitosti funkce G.) Zvolíme-li 

00 

N tak, aby bylo 2 <Pi(b) < e, a neleží-li v intervalu <#, y) žádný z bodů 
i=N+l 

al9 a2, ..., ay, je 0<1 <p(y) — <p(x) < e; v každém bodě x, různém ode 
všech ait je tedy funkce <p spojitá. Podobně zjistíme, že pro každé i 
je <p\ai) — <p(ai-~) = (?(ať) - G(ať--), y(a<+) — y(ať) = G(a<+) — <?(«<). 
Funkce čr —- <p je tedy spojitá; protože G(y) — G(x) ^> g?(t/) — <p(x) pro 
# < y, je to funkce neklesající. Rozložili jsme tedy neklesající funkci G 
na s p o j i t o u neklesající funkci G0= G — <p & na, funkci <p, zvanou její 
funkci skoků. Funkci G0 budeme říkat spojitá část funkce G. 

39. Bud G konečná neklesajici v (a, 6); budte al9 a 2 , . . . jeji body 
nespojitosti, st = G(at+) — G(ai—). Bud f bodová funkce v <a, b) taková, 
ze řada 2/(aí)Bi konverguje absolutné (nebo je jen konečným součtem). 

i 

Pak plati b_ b_ 
ffáG=ffdG0+'Z»J(fli), 
a a i 

kde G0 je spojitá část funkce G. 

D ů k a z : Utvořme funkce <piy <p jako v 38. Podle 36 ( a poznámky) 
platí 

J/ + d<p = lim J/ + d(Í<pi) = 2 //+ d<p4 = £/+(a<)*<; 
a n-»>oo a i=-l i = l a i=-l 

podobně je b 

/ / - Ó > = !S/_(O<)Í< > 
a i « l 

b oo 
tedy existuje // d<p a rovná se 2 /(«<)«<• Podle 33 platí 

a i*=-l 
% L b L L L 

JfdG0+ffd<p£JfdG£ffdG0+ffd<p; 
a •£" a a a 

odtud věta snadno plyne. 

40. Bud G konečná neklesajici v <a, &>; nechť f € ty(G, <a, 6» . Bud 
bodová funkce F neurčitým integrálem funkce f podle funkce G. Pak je F 
omezená. 
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D ů k a z : Předpokládejme na př., že F není shora omezená. Pak 
existují xn € (a, by tak, že limF(írn) = oo. Podle 11, § 2 můžeme před
pokládat, že body xn konvergují k jistému bodu x e (a, by. Kdyby byla 
funkce G v bodě x spojitá, byla by i funkce F v bodě x spojitá, což není 
pravda. Protože tedy funkce G není v bodě x spojitá, má jednobodová 
množina {x} kladnou míru (rovnou G(x-\-) — G(x—), jak plyne na př. 
z 39). Protože funkce / je skoro všude konečná, je \f(x)\ < oo. Sestrojme 
nyní konečné neklesající funkce Glf G2, kde G1 je spojitá v bodě x, G2 

má v bodě x skok (a jinde je konstantní) a kde G = Gx -f- G2. Pak existuje 
b b 

podle 37 // dG2, tedy existuje též // dGv Buďte Fl9 F2 neurčité integrály 
a a 

funkce / podle funkcí Glt G2. Funkce Fl9 F2 jsou zřejmě v jistém okolí 
bodu x omezené (F2 je vůbec omezená, Fx je v bodě x spojitá), tedy je 
tam i funkce F = Fx -f- F2 omezená. To je však spor, protože xn —> x, 
F(xn) -* oo. . 

41 . Bud G konečná neklesajici v (a, 6); nechť f e ty(G, (a, b». Bud 
bodová funkce F neurčitým integrálem funkce f podle funkce G. Nechť f. 
nabývá v každém bode nespojitosti funkce G nulové hodnoty. Pak je F spojitá 
funkce. 

X 

D ů k a z : Podle 39 platí pro každé x e (a, b} F(x) — F(a) = // dG = 
z a 

= ff d6r0, kde G0 je spojitá. 
a 

P o z n á m k a : Podobně se zjistí, že je spojitou funkcí neurčitý horní 
integrál omezené funkce /, která nabývá v každém bodě nespojitosti 
funkce G nulové hodnoty. 

42. (Lemma Sierpinského.) Budte F, G konečné neklesajici v (a, by. 
Nechť A C <#» b>; v bodech množiny A bud funkce G spojitá. Budiž dále 

F(G, x, (a, by) > TJ pro každé x e A. 
Pak platí 

F(b) - F(a) :> \r\. Jí(A, G, (a, by). 

Důkaz: Budiž c = ]I(A, G, (a, 6»; stačí zřejmě vyšetřit případ 
r\c > 0. Zvolme 2e < c a označme 

A1 = E [* € A, x < b, F(G, x, (x, by) > rj], 
X 

A2 = E [xeA,x>a, J(G, x, (a, x)) > rj]. 
X 

Pak je A = Ax + A2, Jk{Ax) + Jí(A2) ^> JI(A) > 2e. Nechť platí na př. 

J2(Aj) > e. Bud Bn množina těch x c Al9 k nimž existuje h > — tak, 
. . - ri 

že podíl 
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q -=- (F(x +h)- F(x)) : (G(x + h) - G(x)) 

má smysl a je 
? > r\. 

00 

Zřejmě 2^ c B2 c ..., 2 J5n = ^4X. Protože ~p,(Bn) /f ^(A^ > £, existuje N 
n = l 

takové, že platí 
^(^.v) > *• 

Dále zvolme d > O tak malé, aby bylo 

£(-»*) > e + N(b - a)á. (*) 

Budiž H neurčitý horní integrál charakteristické funkce množiny BN 

(podle funkce G). Podle poznámky k větě 41 je H spojitá funkce. Sestro
jíme nyní konečný počet intervalů Il912, ..., IP (p^L N(b — a)) tak,aby 
platilo 

Ii = <*i, yi>, Xi + -^£\ yi <^ *t+i> 

tímto postupem: 

Označme a — y0. Mame-li již bod yi9 rozeznávejme tyto případy: 

a) Existuje xeBN, # _; t/ť. Pak existuje také bod xi+1€BJf tak, 
že platí 

* < + i = ^ „ H(xi+1)-H(yi)£d (P) 
ť 

(je-li H(x) — H(yi) > á, plyne ze spojitosti funkce H existence bodu x', 
pro který je H(x') — H(y{) = ó; v intervalu <(t/ť, a;') pak jistě leží nějaký 
bod množiny Bs). Bod yi+1 pak zvolíme tak, aby platilo 

(F(yi+i) - ^ < + 1 ) ) : (0(y< + 1) - 0(*,+ 1)) > ij, (r) 

y * + l ^ X * + l "T~ ~XT ' 

b) Takové a; neexistuje; pak volíme p = i a postup je u konce. 

Platí tedy 

H(yP) = #(6), J5T(6) - H(a) = £ (H(Vi) - H(Xi) + H(x4) - H(yi_x)). 
ť-i 

Odtud plyne (viz též (p)) 

Ji(BM) -= H(b) - H(a) = Í (H(Vi) - H(Xi)) + pd. 
i—l 
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Vi VI 

Protože H(y{) — 27(a?<) = fcB dG £ / l . dG = G(Vi) - G(x4) (a zřejmě 

1 * 
p . — < _ Z ( ^ — *,) <^ 6 — a), máme 

ҖBЯ) £ І (G(yt) - Q(x,)) + N(b - a) . ô. 
i = l 

Srovnáním s (ťx) dostáváme 

e<ÍG(yi)-G(xiyi 
i = l 

z (y) pak vyplývá 

S F^) - F(Xi) >rj
1L G(y{) - G(x<) > rje. 

i = l i = l 

Odtud plyne snadno tvrzení věty, protože e můžeme volit libovolně 
blízko k \c. 

43. Bud G konečná neklesající v <a, 6); nechť f e *P(G, <a, 6)). Bud F 
neurčitým integrálem funkce f. Nechť G(a) < G(a+) (resp. G(b—) < G(b)). 
Pak platí \f(a)\ < oo (resp. \f(b)\ < oo) a dále 

f(a) ~ F'(G, a, <a, 6» (resp. f(b) ~ F'(G, 6, <a, 6»). 

D ů k a z : Buď na př. G(6-) < G(6); zřejmě |/(6)| < oo. Nechť 

Gx(x) = G(x) pro a; € <a, 6), Gx(6) = G(6~-). Pak je / / dG = ffdGx+ 
a d 

+ / / dft, = lim / / dG + f(b). (G(b) - G(b-)) (kde Gi=G- GJ neboli 

i?(6) - JF(a) = F(b-) - ^(a) + f(b)(G(b) - G(b-)), 
t . j . 

^(i,) _ ^ ( Ď _ ) _ f(b)(G(b)- G(b-)); 
odtud plyne 

/(6) = lim {(G(6) - G(x)): (F(6) - F(x))}. 

44. Bud G konečná neklesající v <a, 6). Nechť pro každé x € (a, 6) platí 

bud G(x-) = G(x) = G(x+) nebo G(x-) < G(x) < G(x+). 

Nechť f e *J)(G, <a, 6)); budF neurčitým integrálem funkce f. Pak platí 

f(x) r^ F'(G, x, <a, 6)) skoro všude. 

D ů k a z : Budiž A = E [F(x) < /(a?)], .An = E F(x) +-< f(x) . 
« — z V- n \ 

290 



Pak fi(An) /t fx(A). Je-li tu(A) > O, existuje tedy N tak, že fi(AN) > 0. 
Budiž M majoranta k / taková, že platí 

M(b) - M(a) < F(b) - F(a) + ^ . JÍ(AN). (<x) 

Dokážeme, že pro x e AN platí 

W^~F)(x) > -I 

Buď tedy xeAN, (M — F)(x) < co neboli (F — M)(x) > — co. Pak 

ze vztahů F = (F — M) + M, F(x) + — < /(o:) <£ M(:r) plyne 

— oo < M» + (F — i f )(s) <1 F(z) < oo, 

tedy opravdu 
1 

(M -F)(x)^ M(x) - F(x) > . 

Podle 42 (kde místo F klademe M — F atd.) dostáváme 

_f(6) _ jf ( f l) _ (F(b) - F(a)) ^ - l . £ ( „ , ) 

ve sporu s (&). 

Tím jsme dokázali, že je F(x) 2> /(#) skoro všude. Podobně zjistíme, 
že je F(x) <1 /(a;) skoro všude. Protože je \f(x)\ < oo skoro všude, je věta 
dokázána. 

P o z n á m k a : Má-li omezená funkce obyčejný integrál v intervalu 
(a, by, má tam zároveň (obyčejný) Newtonův integrál v širším smyslu, 
jak snadno plyne z 44. Jestliže funkce / má v (a, by (obyčejný) nevlastní 
Hiemannův integrál, má v (a, by též Knichalův integrál v širším smyslu 
(dokonce s konečnou množinou ,,výjimečných bodů"). 

45. Z vět 30 a 31 ihned plyne věta, obdobná větě 98, § 2: 
Budte <p, H konečné neklesající v (a, by, <p bud spojitá; G bud konečná 

neklesající ve (<p(a), <p(b)y. Funkce G(<p) bud neurčitým Knichalovým 
integrálem v širším smyslu funkce k podle funkce H. Pak platí pro libo-
volnou funkci f v intervalu (<p(a), <p(b)y 

<p(b) b_ 

ffdG=ff(<p)kdH. (oc) 
<p(a) a 

O funkci / se zde sice nepředpokládá nic, zato se však o funkci <p 
předpokládá navíc proti větě 98, § 2, že je neklesající, což je jistě pod
statné omezení. — Přechodem k funkci (—-/) zjistíme, že platí (ťx) také 
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pro dolní integrály; z existence jednoho integrálu v (oc) tedy plyne exi
stence druhého. 

Použijeme-li ještě věty 44 a poznámky k větě 30, můžeme vyslovit 
také tuto větu: 

Budte <p, H konečné neklesajici v (a, by, <p bud spojitá; nechť platí 
pro každé x c (a, b) 

budH(x-) = H(x) = H(x+) nebo H(x-) < H(x) <H(x+). 
G bud konečná neklesajici ve (<p(a), <p(b)}; funkce G(<p) bud neurčitým 
(Perronovým) integrálem funkce k podle funkce H. Pak plati 

<PÍb) b 
ffáG=ff(<p)káH, QS) 

tp{a) a 

jakmile existuje integrál napravo. 

Poznamenejme ještě, že předpoklad o tom, že funkce H je buď 
spojitá nebo ,,oboustranně nespojitá", není podstatný; není-li totiž tento 
předpoklad splněn,můžeme utvořit funkci Hx(x) = \(H(x+) + H(x—)) 

b b 
a lze ukázat, že platí f\p áH = f\páHx, jakmile jeden z integrálů existuje. 

a a 
(Ve specielním případě to plyne z věty 39; v obecném případě je třeba 
,,upravit" majorán tu tak, jako jsme „upravili" funkci H.) 

Je-li pak K = fkdH1 (můžeme předpokládat k^> 0), platí 
b b b b tp{b) 

ff(9) .kdH = ff(<p)k dH, = jf(<p) dK = ff(y) dG(cp) = // dG. 
a a a a <p(a) 

Nepříjemný předpoklad, že funkce <p je monotónní, můžeme také 
podstatně oslabit. Snadno se dokáže vztah 

£. e~a 

fy>(x) áG(x) = fy)(c - x) á(-G(c - x)). 
* c—p 

Je-li nyní <p nerostoucí, oznaěme 
kx(x) == k(c — x), Hx(x) = H(c — x), <px(x) = <p(c — x), 

kde c = a + b. Pak je G(<px) neurčitým integrálem funkce (— kx) podle 
(—Hx)\ protože <px je neklesající, platí 

<p{b) <PÁb) b b 

ffáG=-ffáG=- J/toM-*-.) á(-Hx) = ff(<p) k áH 
<p{a) <Pi{a) a a 

(jakmile existuje poslední integrál); dostáváme týž vztah jako u funkce 
neklesající. Odtud plyne snadno, že (j3) platí, existuje-li dělení £> inter
valu <a-, 6> tak, že v každém intervalu I € £ je funkce <p monotónní; 
předpokládáme ovšem, že funkce G je konečná neklesající v celém inter
valu, který vyplní hodnoty funkce <p (tedy nejen ve (<p(a), <p(b)}). K dů-
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kazu naší věty stačí dokonce předpokládat, že ke každému intervalu 
<(c, dy C (a> b) existuje takové dělení SD; provedení budiž opět přenecháno 
čtenáři. Poznamenejme však, že postup není tak docela jednoduchý. 
Zejména v případě, že funkce G není spojitá v bodě <p(b) (resp. <p(á)), 
je třeba trochu důvtipu. 

46. Nyní budeme definovat také integrál podle t. zv. funkce s ko
nečnou variací, t . j . podle funkce (intervalu), která je rozdílem dvou 
nezáporných funkcí, event. v jednorozměrném případě podle bodové 
funkce, která je rozdílem dvou funkcí neklesajících. Naskýtá se myšlenka 
definovat 

ffdG=ffá01-ffdOt, 
K K K 

jestliže Gv G2 jsou nezáporné aditivní funkce takové, že G = Gx — G2, 
a jestliže oba integrály napravo existují. Bohužel však rozklad funkce G 
na rozdíl dvou nezáporných funkcí není jednoznačný a není tedy pře
dem patrné, má-li tato definice vůbec smysl. Je tedy třeba postupovat 
poněkud jinak; zejména budeme funkci s konečnou variací definovat 
jiným způsobem, než bylo uvedeno. 

47. Buď F funkce intervalu v K. Utvořme funkci V =VF vztahem 

V(J) = sup(S|F(/) |), kde £ je dělení J. 

(To znamená, že zvolíme interval J QK, utvoříme všechna dělení £> 
intervalu J, každému SD přiřadíme součet S \F(I)\ asupremum množiny 

/c3> 
těchto součtů prohlásíme za funkční hodnotu funkce V.) Je-li funkce V 
konečná, řekneme, že funkce F vak konečnou variaci (je s konečnou 
variací). Funkci V nazveme variaci funkce F. 

48. Je-li funkce F aditivní, je Vp rovněž aditivní. 

D ů k a z : Nechf Ix 4-12 = / 3 C K. Zvolme dělení £>3 intervalu / 3 . 
Přidejme k dělicím bodům dělení D 3 bod, který vytvořuje rozdělení 
intervalu / 3 na intervaly Iv I2. Tak dostaneme dělení 3D3 intervalu / 3 

a dělení T)v X>2 intervalů Iv I2, při čemž © 3 = ®x + S 2 . Protože vždy 
platí \F(JX 4- J2)\ £ \F(J±)\ + \F(J2)\, je 2 |K(/)| < S |K(/)| a tedy 

/«$>, /«3)', 

S ... £ S ... = 2 ... + S ... £ V(IX) + V(/2). 
/c<5), /e3V, / c ^ Ze©, 

Odtud plyne 
V(I9)^V(It)+V(IĚ). (*) 

Budiž nyní © t dělení I{ (i == 1,2). Přidáním dělicích bodů utvoříme 
jemnější dělení 3DJ tak, aby Q + &% bylo dělením / 3. Platí opět 
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S \F(I)\ £ S 1̂ (7)1 

pro i = 1, 2, a tedy 

S... + S . . .^S. . . + S. . . -S . . .^V ( / 3 ) . 
Je©! I*©, ÍV5V le®, JeSV + S V 

Tak dostáváme 
V(h) + V(I_) £ V(IS). (p) 

Z (a), (fi) věta ihned plyne. 

49. Buď F konečná aditivní v K, V buď její variace. Funkcím Vlt V2, 
kde 

V — ^ Va — l _± 
V 1 — ŕ> > ' 2 ~ ~ o ' 

říkáme horni a cfoZm variace funkce F; jsou to zřejmě aditivní funkce. 
Dále platí: 

V je nejmenši z aditivnich funkci G, pro než je 

G_>\f\; 

Vx (resp. V2) je nejmenši z nezáporných aditivnich funkci Gx (resp. G2), 
pro něz je 

GX^F (resp. G2^> - F). 

D ů k a z : Zřejmě je V^|K|; je-li naopak G aditivní, <3^>|F |, 
je při každém dělení £) intervalu J splněn vztah 

2\F(I)\£HG{I)=G{J)9 
I*<$> IC© 

tedy je též V(J) <I G(J). 

Protože je V^\F\, platí též V^> F, V^> - F, tedy je Vx ^> 0, 
V2 :> 0. Dále je V + F^> 2F, V - F^> - 2F, tedy Vx ^ F, V2 I> - F. 

Je-li naopak Gx nezáporná aditivní funkce, Gx^> F, je F <1 Gx + 
+ (Gx - F) = 2GX - F, rovněž - F £ 2GX — F, tedy IF| £ 2GX -
— F, V ^ 2 ^ — Fx, Vx <; ffp Podobně dostáváme V2 <! #2> je-li # 2 

nezáporná aditivní, G2^. — F. 

60. Bud F aditivni funkce s konečnou variaci. Pak je F rozdilem dvou 
(konečných) nezáporných aditivnich funkci. 

D ů k a z : Zřejmě F = Vx — V2, kde Vx, V2 jsou definovány v 49. 

61. Buď F aditivní funkce s konečnou variací, / buď bodová funkce. 
Řekneme, že existuje 
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jestliže existují // dVx, // dV2 (kde Vv V2 jsou definovány 49); klademe 
K K 

pak ovšem 
ffdF=ffdV1-ffdV2. 

K K K 
Význam symbolů ty(F, K), %(F, K) je jistě zřejmý. Systém $(J?\ K) 
můžeme definovat také jako průnik systémů 5HVi, -̂ 0 a ty(V2, K); po
dobně pro %(F, K). 

52. Budte G, H konečné nezáporné aditivní funkce v K; nechť existuji 
integrály 

ffdG, ffdH, ffd(G-H). 
K K K 

Pak plati 
JfdG-ffdH=ffd(G-H). 

K K K 
D ů k a z : Buď F = G — H; utvořme Vx, V2 jako v 49. Pak je G ^> F, 

H í> - F, tedy platí podle 49 G I> Vx, H ;> V2; nechť # = V, + R. 
Pak je R konečná nezáporná aditivní funkce; platí ovšem také H = 
= V2 + R (protože G — H = Vx — V2). Podle předpokladu existují 
// d6r, // dVlf tedy existuje podle 35 také // dR a platí 
K K K 

ffdG=ffdV1+ffdR, 
K K K 

ffdH=ffdV2+ffdR, 
K K K 

tedy 
// d o - // d/í = // dVl - ff dV2 = // dF. 

K K K K K 

P o z n á m k a : Věta 52 říká, že integrál // dF lze vyjádřit v jistém 
K 

smyslu libovolným způsobem ve tvaru // d6r —- // dH, kde G, H jsou 
K K 

nezáporné aditivní funkce, G — H = F. Jsou-li však předem dány funkce 
G, H, pak je předpoklad, že kromě integrálů // dG, ff dH existuje také 

K K 

ffd(G— H), jistě dost nepříjemný. Dokážeme proto ještě následující 
K 

větu, obdobnou větě 52, v níž se však již tento předpoklad nevyskytuje. 
53. Budte G, H aditivni funkce s konečnou variací. Nechť f € tyA(G, K), 

f € yA(H, K). Pak je téz f c %(G + H,K)a plati 

ffdG+ffdH=ffd(G+H). (a) 
K K K 

D ů k a z : Nechť G = G1 — G2, H = Hx — H2, kde Gif H{ jsou horní 
a dolní variace funkcí G, H. Oznaěme F{ = Gt + H{ (i = 1, 2), F = 
== G+ H. Pak F = F! —- F2; jsou-li Vl9 V2 horní a dolní variace funkce 
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F, je V! <£ F!, V2 <£ F2. Protože je (viz 35) / c ^ ( F ť , K), platí podle 15 
/ € %(Vi9 K) a tedy též / € ^ ( F , JE); podle 52 dostáváme 

ffdG+ ffdH= ffdF,- ffdF2= ffdF= ffd(G+H). 
K K K K K K 

P o z n á m k a : Čtenář snadno zjistí, že (<x) platí i bez předpokladu 
absolutní konvergence, jakmile jen všechny tři integrály existuji. 

54. Některé z dříve uvedených vět dokáže nyní čtenář snadno 
i pro integrály podle funkcí s konečnou variací. Viděli jsme však, 
že zejména v jednorozměrném případě hrála důležitou roli spojitost 
(ve vícerozměrném případě slabá spojitost) funkce, podle které se počítal 
integrál. Dokážeme tedy ještě větu, z níž ihned vyplyne, že funkce 
Vl9 V2 z věty 49 jsou slabě spojité, kdekoli je F slabě spojitá. Zejména 
je tedy možné rozložit spojitou funkci, která má v intervalu (a, by 
konečnou variaci, na rozdíl dvou spojitých neklesajících funkcí. Můžeme 
tedy na př. větu 94, § 2 rozšířit také na případ, že g je spojitá s konečnou 
variací. (Nestačí zde však utvořit rozdíl jakýchsi dvou výrazů; v pod
statě je třeba užít identity (cx —- c2)(ď1 — d2) = 2c1d1 + 2c2d2 —-
— (ci + c2)(d± + d2).) 

55. Bud F funkce s konečnou variaci; bud slabě spojitá v bodě x. 
Pak je též funkce Vp slabě spojitá v bodě x. 

D ů k a z : Předpokládejme, že F je, ale V = Vr není slabě spojitá 
v bodě x. Pak existuje posloupnost intervalů In -> x a číslo rj > 0 tak, 
že V(In) > YJ pro n = 1, 2, ... Je-li nyní J interval o středu x9 je od jistého 
4nďexu In C JK9 tedy V(JK) > rj. Buďte nyní In krychle o středu x 

a průměru —; položme Jn = InK. Posloupnost V(Jn) je nerostoucí; 
n 

buď 3e její limita. Je ovšem 3e_; rj > 0. Protože F je v bodě x slabě 
spojitá, existuje d > 0 tak, že platí 

wi<s!--
(m je počet rozměrů), kdykoli / je interval obsahující bod x o průměru 
< ó. (Kdyby takové d neexistovalo, mohli bychom sestrojit posloupnost 

ln -> x9 F(In) ^> — pro n = 1,2,...) Zvolme nyní N tak, aby platilo 

V(JM)<4e; 

označme Js = J. Protože je V(J) _; 3e, existuje dělení D intervalu J 
tak, že S \F(I)\ > 2e. Přidáním dalších dělicích bodů se příslušný součet 

I«3> 
nezmenší; můžeme tedy předpokládat, že všechny intervaly / c D mají 
průměr < d. Bud St systém těch I c $>, jež obsahují x. Systém 21 obsahuje 
nejvýš 2m intervalů; sjednocení tohoto systému je jakýsi interval L. 



Protože od jistého indexu je Jn C L, je V(L) ̂ > 3e. Protože pro 7 e 2Í 

platí 1 (̂7)1 < ^ , je S \F(I)\ < e, tedy 2 ^(7)1 > 2e - s = e. Je tedy 
2m 

Ic21 /*©—21 

V(J) = 2 V ( / ) = S V(/) + 2 V ( / ) ^ £ |K(I)| + 
JeS> Je®—21 /c2l Ic©— 21 

+ V(L) > £ + 3g = 4e. 

Tento spor dokazuje větu. 

56. Jsou-li /, g spojité funkce s konečnou variací v intervalu (a, by, na
zveme dvojici [/, g] (rovinnou) křivkou a množinu bodů tvaru [f(t), g(t)] 
grafem křivky. Je-li nyní graf křivky částí intervalu K a je-li (bodová) 
funkce F spojitá v K, definuje se někdy křivkový integrál funkce F 
podle dané křivky C vzhledem k ose x (resp. vzhledem k ose y), značka 
fF(x, y) dx (resp. fF(x, y) dy), jako „limita" součtů tvaru 
c c 

ŠFMxt), giTMWi) - f(U-i)) 
t = i 

(resp. SF(/(Tt.), g^Mg^-gVi-!))), 
i = l 

při čemž a = t0 < tx < ... < tn = b, ti^1^ri^iti a normy dělení 
konvergují k nule. Vidíme, že v tomto případě není fF(x, y) dx (resp. 

c 
b 

fF(x, y) dy) nic jiného než Riemann-Stieltjesův integrál fF(f, g) d/ 
C a 
(resp. fF(f, g) dg). Můžeme tedy pojem křivkového integrálu zobecnit 

a 
tak, že položíme 

fF(x, y) dx = bfF(f, g) d/ (resp. fF(x, y) dy = fF(f, g) dg), 
C a C a 

kdykoli integrál napravo existuje (jako Perronův integrál). O funkcích 
/, g předpokládáme, že jsou spojité s konečnou variací; funkce F nemusí 
být definována jinde než na grafu křivky. 

Naskýtá se nyní otázka, zda jsou při dané funkci F stejné integrály 
podle dvou křivek o témže grafu. Odpověď není, ,triviální'': integrujeme-li 
totiž ,,v obráceném směru", dostaneme zřejmě hodnotu s opačným zna
ménkem. V jistém smyslu je však odpověď na uvedenou otázku přece jen 
kladná. Je-li totiž cp spojitá neklesa j íc í v <c, dy, při čemž <p(c) = a, 
(p(d) = b, platí pro křivku C = [/(?>), g(<p)] vztah 

fF(x,y)dx=fF(x,y)dx, 
c c 

jakmile jeden z integrálů existuje (C je ovšem křivka [/, g]). Důkaz 
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tohoto vztahu (jakož i jeho triviální zobecnění na případ více než dvou 
rozměrů) budiž opět přenechán čtenáři za cvičení. (Je-li v variace bodové 
funkce g a je-li <p spojitá neklesající, je v(<p) variace funkce g(<p). Odtud 
plyne snadno, že věta 31 platí při vhodné formulaci i pro funkci s ko
nečnou variací; tím je v podstatě důkaz proveden.) 

Cvičeni 1. Dokažte, že ve větě 72, § 2 stačí místo vztahu /n -> / předpokládat 
jen fn(x) -> f(x) skoro všude. 

Cvičeni 2. Bud I interval, I C K. Pak ^(I ° , G, K) = supG(J), kde J c I°; 
^(I) = mfG(JK), kde J° D I. Je-li funkce G spojitá (viz 79, § 2), je fi{I°) =- ^(I) » 
= G(I). (Návod: Je-li J c I°, je funkce M, určená vztahem M(L) = G(JL) resp. 
M(L) -=- 0 podle toho, je-li JL interval či r*e, majorantou k c ; a minorantou k c/-; 

je tedy Ji(J) £ G(J) <L /K(2°). Jestliže nyní 2J n = I°, kde Jn C Jn+i, j© j5(/°) = 
~ n = l 

= lim fi(Jn) <L limG(Jn) <L sup G(J) <L ft(I°). Ostatní je snadné.) 
Jel* ~ 

Cvičeni 3. Nechť / € tyA(0, K), kde K = <a, 6>, G(x) = x. Pak pro c€(a,b) 
platí c 

lim f\f(x + h) — f(x)\ dx = 0. 
A-+0+ a 

(Návod: Je-ii / spojitá, plyne vztah ze stejnoměrné spojitosti. Je-li / e tyA a je-li q> 
spojitá, platí \f(x + h) — /(#)| <L \f(x + h) — <p(.r + h)\ + |<p(.r + h) — <p(;r)| + 
+ \<p(%) — /(#)]• Nyní použijeme věty 13.) 

Cvičení 4. Nechť / € %(G, <c, d», <p € *)M#, <a, 6 » , kde #(*) = x. Bud bodová 
funkce (£ neurčitým integrálem funkce <p,c<^&<Ld. P a k je f(<&) . q> e tyA(G, <a, 6 » 
a P l a t í *(6) 6 

/ /(*) d.r = / f(0(t)) <p(t) ái. 
<P(a) a 

(Návod: Jsou-li /, q> spojité, je to zřejmé; odtud plyne snadno, že věta platí, je-li / 
spojitá, <p € SR a td . Je výhodné rozšířit funkci / spojitě na celou přímku. Postupnými 
limitními přechody a event. změnou funkce q> na množině míry 0 dokážeme větu 
za předpokladu, že / je omezená funkce 2. tř ídy a že q> c tyA. Je-li nyní / e *J>0, existují 

d d 
omezené funkce 2. tř ídy g, h tak, že platí / g = / h, g <if <Lh. P a k jsou neurčité 

e e 
integrály funkcí g(&) . <p, h(&) . <p stejné; tedy je g(&(t)) . (p(t) = h(<P(t)) . q>(t) skoro 
všude. Odtud plyne, že platí n a př. také f(&(t)) . <p(t) = g(&(t)) . <p(t) skoro všude. 

4>{b) 4>(b) b b 
Dostáváme t a k / / = / g -=- / g(<P) .<p = / f(&) . 9?.) 

*(a) $(a) a a 

Cvičení 5. Nechť / € tyA (G, K), K = <a, b>,G(x) = x. Pak platí 

. l im(( / |/M — / ( * ) | d * ) : * ) - « 0 
A-*0 » 

pro skoro všechna x e <o» &>• (Návod: Zvolme c * Ex; bud F neurčitým integrálem 
funkce \f — cl. Podle 44 platí \f(x) — c| = F » = \im((F(x + h-) — F(#)) : h) = 

.%-*0 

=- lim(( / \f(ť) — c j át) : h-) pro skoro všechna x, t . j . pro všechna o? € K —• Ae, kde 
h^Qf a? 
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množina Ac má míru 0. Sestrojme takovéto množiny Acx, Ac%, ... pro všechna 
co 

racionální cít c2, . . . ; bud A = £ Ac.. Zvolíme-1i pak libovolné racionální číslo c 
i = l * 

a libovolné x € K — A, platí lim(( / \f(t) — c | dt) : h) = \f(x) — c\. Protože vsak 
fc-*0 x 

každé reálné číslo lze libovolně dobře aproximovat racionálním číslem, platí tento 
vztah dokonce pro libovolné x € K — A a libovolné reálné c, tedy specielně též pro 
c = f(x); můžeme zřejmě předpokládat, že / je konečná funkce.) 

Cvičení 6. Bud / I> 0, / € ty0(G, K); nechť 1 £ c < oo. Pak fc
 € ty(G, K). (Návod: 

Podle věty o střední hodnotě pro funkci y(t) — tc platí ac — bc = (a — b) . c . £ c - 1 , 
kde £ leží mezi a a b . Je-liO<I/<^A,e > 0, najdeme podle věty 13 spojitou funkci 
<p tak, aby platilo 0 <1 99 <I A, A . c . / \f —• <pl < e. Pak je též f |/c — ^ c | < e.) 

K K 

Cvičení 7. Nechť / ^> 0, f € ty, 0 <I c <I 1. Pak fc e ty. (Návod: Je-li / >̂ 1, 

provedeme důkaz podobně jako ve cvičení 6. Odtud plyne pro libovolnou nezápor
nou funkci / e ty vztah (fn)

c
 € ty, kde fn = max (- , f\; je tedy též fc = lim(/n) c

 € ty.) 

Cvičení 8. Nechť / € tyA, c € <1, 00). Pak | / | c
 € tyB. (Plyne snadno z 6.) 

Cvičení 9. Nechť / € $ , f € $ . Pak je / € ^ . (Viz cvič. 7.) 

Cvičení 10. Nechť /, g, /-, g2 jsou prvky ty. Pak je též /g € ty. (Návod: Podle 
cvič. 9 můžeme předpokládat / ^> 0, g I> 0. Budte fn = min(n, /), gn = min(n, g). 
Pak /ngn / fg, 2fg £ /2 4- g\ tedy /g € ty.) 

Cvičení 11. Nechť konečné funkce /, g mají tu vlastnost, že platí fn e ty, gn € ty 
pro každé přirozené n. P a k mají touž vlastnost i funkce fg, f + g. (Návod: Podle 
cvičení 10 je (fg)n = /ngn

 € ty pro každé n. Je-li nyní p + q = n, /, gr >̂ 0, je / V g 
<I (max(/,g))n <: /» + gn; z binomického rozvoje tedy plyne (/ + g)n£ 2 n ( / n + g n ) . 
Odtud plyne snadno (/ + g)n

 € ty.) 

Cvičení 12. Nechť / € ty0(G, K), 0 <I / <T c. Definujme v intervalu Kx = 
= K x <0, c) C Em +1 funkci intervalu 67x vztahem 

G1(I) = G(I).(b — a), 

kde I C K, <a, b> C <0, c>. Bud A = A/ (resp. E = B/) množina těch [x, y] eEm+l9 

kde x € K, 0 <I 2/ < f(x) (resp. 0 <I y <I /(x)). Pak platí 

MA> Gi, Kx) = ^ (B , Gl9 Kx) = / / dG. 
K 

(Návod: Jedi / = konst. = cx > 0, plat í pro c0 < cl9 c0 > 0 vztahy 67(K) . c0 = 

= G^K x <0, c 0 » = / l d ( ? 1 ^ / c i dG2 = fji(A, Gl9 K,) = / cA dG, + / c^ dG, g 
Kx<0,c„> Kx Kx<09c1> Kx<cl9c> 

<fldG1-}-f0dG1 = GX(K x <0, C l » = c x . G(K) = / / dG. Odtud plyne snadno 
Kx<0,Ci> Kx<cl9c> K 
věta pro konstantní funkci a dále pro funkci, která má Riemannův integrál. Jestliže 

CO 

0 š í fn ^ c» fn /* f> Í e A/ C A/ C ..-»--- A/ = A/* Odtud dostáváme větu pro 1 » n = l n 

funkce z množiny 9t, podobně pro funkce z množiny & a podle věty 11 také pro 
libovolnou nezápornou funkci z množiny Í V ) 
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Cvičeni 13. Bud / spojité rostoucí v <0, oo), /(O) = 0, limf(x) = oo; bud g 
Z-+CO 

inversní funkce k funkci /. Pak platí pro libovolná nezáporná čísla a, b 
a b 

ff(x) áx -j- fg(x) áx >̂ ab; 
0 0 

rovnost v tomto vztahu platí, když a jen když 6 = f(a). (Návod: Nakreslete si 
obrázek a použijte cvičení 12.) 

Cvičeni 14. Budte p, q kladné čísla, — | — = 1. Pak platí pro libovolná ne-
p q 

záporná a, b 
^ + _ . > a 6 ; 
p q ~ 

rovnost plati, když a jen když je b — ap~x. (Plyne snadno ze cvič. 13; je (p —• 1) . 
. ( g - l ) = l . ) 

Cvičeni 15. Nechť — | — = 1, p, g > 0. Nechť pro funkce /, g platí /, g € ty, 
P Q 

\f\p> \9\q « ty- -?ak je též /, gf fg c ty^ a platí t . zv. Hólderova nerovnost 
1_ 1 

ffg 5g (J|/|»)* . (J\g\*)*. 
K K K 

(Návod: Nechť <x* = f\f\p > 0, /?<- = f\g\* > 0; bud fx = J-l, gl = -M.. Podle 
K K a P 

cvičení 14 je Jl/^j ^ 1.) 
Jř 

Cvičeni 16. Pro p* < 1, co) bud Sj, množina těch konečných funkcí f € ty, pro 
něž také \f\p e *J). Pak £„ C tyA; jestliže /, g € %p, pak také / + g e £p. Označíme-li 

i. 
ještě 11/IIJ, = (/|/|3')p, platí t.zv. Minkowského nerovnost 

Wf + ň,<:Wi\\»+Wú*-
Dále je ||/||p = 0, když a jen když f(x) — 0 skoro všude. Jestliže / € £P, pak ke kaž
dému e > 0 existuje spojitá funkce 9) tak, že je ||/ — <p\\p < e. (Návod: Jsou-li /, g 

nezáporné omezené, ftg tty, pak pro - -f - = 1 platí (/-f- g)p=- (fJrg)(fJtg)P-^ =-
P Q 1 

- /(/ + 9)p~\-\- 9(f + 9)*-\ tedy podle cvič. 15 / (/ + g)p ^ (f f p ) p . 

- l i . 1 
. (/(/+ g^*"1))* + (/^). (/(/ + g)«(p-l))« = (H/IIP + ||y||9) • (/(/ + ff)p)q> tedy 

K K K K 

ll/IU + IWlp ž (/(/ + ^)P) * -* 11/ + flIU- "Snadno se zjistí, že tento vztah platí 
pro libovolné funkce f,g€%p. Je-li dále /€ £ffl? g > 0, najdeme omezenou funkci 

/*, |/*| ^ M, a spojitou funkci 97, |^| rg M, tak, aby platilo 

/Ji-/T<(l)'./|/*-9-l<(|)'.( i ]^r. 
Pak je ||/ _ <p\\v £ ||/ _ /-||, + ||/. _ ^1 < t.) 
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Cvičení 17. Funkce / se nazývá měřitelnou (vzhledem k funkci O a intervalu K)t 

je-li pro každé c c Ex množina E [f(x) > c] měřitelná. Dokažte, že funkce / je měři-
x 

telná, když a jen když platí některá z těchto čtyř podmínek: Při každém racionál
ním c je měřitelná množina a) E [f(x) > c], b) E [f(x) >̂ c], c) E [f(x) < c] f 

d) E [f(x) £c]. 
x 

Cvičení 18. Dokažte, že každá funkce / c tyÁ je měřitelná. (Návod: Stačí dokázat, 
že je množina A = E [f(x) > 0] měřitelná, kdykoli / ^ 0 , 7 € ty. Je-li pak fn =-

= min í^ »- e n-/« Ѓ { 
..) 
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