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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 78 (1953)

0 JEDNOM VZTAHU FAREYOVY RADY K RIEMANNOVE
DOMNENCE O NULOVYCH BODECH FUNKCE ¢

JIRI KOPRIVA, Praha.
(Doilo dne 12. gervna 1952.) DL

V préci jsou dokdzény ekvivalence uréitych jednoduchych podmi-
nek pro zlomky Fareyovy fady s Riemannovou domnénkou o nulo-
vych, bodech funkee {(s).

V polovici minulého stolet{ vyslovil Riemann domnénku, %e vSechny ne-
realné nulové body funkce {(s) (Riemannovy {-funkce), kde s znaéf komplexni
proménnou, maji redlnou ¢ast rovnou 4. Ze spravnosti této domnénky, kterou
budeme v dal§im nazyvati Riemannovou domnénkou, plynuly by, jak znamo,
mnohé dileZité dusledky na p¥. v nauce o rozdélenf prvoéisel.

Mala pismena latinské abecedy znadi celd ¢isla, mald pismena fecké abecedy
realnd &isla. , v

Budi% ¢ > 0. VSechny redukované zlomky se jmenovatelem kladnym
a mend{m nebo nejvyse rovnym g, t. j. &isla

% (@b =10<b<gq,
srovnang podle velikosti, tvo¥{ Fareyovu fadu indexu ¢. Jednotlivé zlomky
nazyvame Fareyovymi zlomky (indexu ¢). Znadi-li ¢(a) Eulerovu funkei &i-

a

selné theorie, je v kazdém intervalu ¢ < & < g + 1 pravé >, @(a) Fareyovych
. a=1

zlomki indexu g. P¥i posunuti o jednotku piejde Fareyova fada sama v sebe.
Stadf se tedy pri jejim vySetfovani omeziti na jednotkovy interval, na p¥.
na interval (0, 1>, coz budeme v dal$im &initi.

Jsou znamy nékteré vztahy mezi jistymi vlastnostmi Fareyovy fady a Rie-
mannovou domnenkou Znadf-li (vyjimeéns8) r, Fareyovy zlomky indexu ¢

ajeli I = th ), je (viz Landau, 2), Riemannova domnénka ekvivalentni

s platnostf techto vztahi:
a) pro kazdé ¢ > 0 je

1
> cos2ar, = 0(g+t*),
=1
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‘b) pro kazdé ¢ > 0 je .
? 1
'Zl (r, — %) = 0(51‘:.), *)

= 0(¢g**).

c) pro ka%dé ¢ > 0 je

V t&chto vztazich povaiujeme obé strany za funkce q. Zakladem pro odvozen{
téchto ekvivalenci je roku 1912 Littlewoodem dokazané ekvivalence vztahu

@ M(g) = 0(9’*‘

s Riemannovou domnénkou. Zde M (&) = 2 u(a), kde u(a) je Mdbiusova funkce
¢iselné theorie a ¢ mé stejny vyznam ]ako nahore Vztah (*) pochézi od Fra-
nela. V této prici jsou odvozeny vztahy podobné Franelovu, ale jednodussf.

Znak acd znadf Ze je 0 <a < d, (a,d) =1. Je-li n prvoéislo, jsou viechny
zlomky-

redukované. Nenf-li » prvodislo, daji se n&které z nich vykratit. Prokazdé
d/n, d > 1, budou mezi vykrdcenim ziskanymi zlomky vSechny zlomky
tvaru 2 7 acd, a kazdy z nich tam bude pouze jednou. Budi% f(n) funkce, defi-

novana pro viechna racionaln{ 7. Podle pfedchoziho bude

G+ )+ sl e G) =220 o

kde bereme v podet viechna d > 0. Oznaéime-li

Fn) =2, r(g), o) =2, f(g),

miZeme (1) psati ve tvaru

F(n) = 2 &(d)

a/n

a z toho pouZitim Mobiusovy inverse
n
D(n) = Eu(—) F(d).
a/n d

Seéteme nynf vSechny rovnice, které dostaneme z této pron =1,2,...,q.
Levé strana soudtu bude 2 f(r,), kde r, probihd viechny Fareyovy zlomky
indexu ¢ z intervalu 0.< E < 1. Pro uréeni pravé strany souétu uvaZme, Ze
faktor F(d) bude u téch séitancl, ve kterych v y(g) je m nisobkem &isla d
men&{m nebo nejvyse rovnym g. Tedy pspévek k soudtu s faktorem F(d) bude
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Dostdvime tedy

(A) 2 () = ijlF(k)M(%).

Ty

Formuli (A) mohu zobecniti tim zpisobem, %e poloZim f(y) = 0 pro n > §,
kde 0 < £ < 1. Z (A) dostanu pak

® e - zM@H%g+4a +4wﬂ}

Polozim-li f(y) = 1, dostanu z (B) pocet (r) Fareyovych zlomki indexu ¢

mensich nebo nejvyse rovnych &

g Icf]M(%) (2)

'v5

r)—ZkM() Ewm (3)

PoloZzme ve vzorci (A) f( ) = 2. Dostavime
s =Sul)(E g v o)

&1

2 (

&1 fg\ (k2 k2 Kk

S+ 5+

%sz()+%ZM()+%§%M€)

k=1

Prvn{ &len pravé strany je podle (3) roven A-P ( ,), druhy élen mé hodnotu %,

7

apro & =1

)12+22+ .+ k)

||
ar-va

nebot Z M (I—c) = 1 (Landau, 2). MiZeme tedy posledni rovnici pfepsat na tvar

k=1

nebo
&1
?03 1 1 - q
r,z<1(rv %) + 6 %;Z:lkM(k)’
Gili
6°(rt —1) +1 = ilM(g) (4)
it 3 Sk \k
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Polozme Z‘(r' — %) = Hy(9). Je-li spravna Riemannova domnénka, plati (I),

ry<1
coz piSme ve tvaru
(T) M(q) = 0(g*) pro ka#dé « intervalu 3 < & < 1.
Potom.

S
1
Z o1 L =0y 2 e

1) _

kde O, jakoZ i v dal§im se vyskytujici C; jsou kladné konstanty. Rada 121 e

a

je konvergentni, a je tedy soudet z klia pro jakkoliv velika g stadle mensf nez
C;. Tedy
q 1 q
2 prff) < o
a z toho

Hy(q) = 0(g%). (5)
Ukézeme, %e i naopak z (5) plyne (I) a tedy platnost Riemannovy domnénky.
Utvofme vyrazy —— ( ) H,(q), == ,u( ) 2([ ]) e ﬁ%ﬂ H 2(%), kde H,(p) znadi levou

stranu ve (4), a secteme je. Dostaneme vztah

S g[[2]) - 305 (2] -

séz
uk) o fa) < 1,(q
=25 M(k—) -Z@M(ﬁ)é (®)
a tedy
s k) 7 (| ¢
2 2 ([k]) =M@

nebot Du(d) =0 pro a > 1. Predpokldddme-li nyni, Ze plati (5), a tedy také
—_ dla
H,(q) = 0(q®), odvodime {plné stejnym zpiisobem jako nahote, Ze plati (I').
Je tedy vztah ‘

2/ —1 =0(g), }<a <1

ry<<l
ekvivalentnf s Riemannovou domnénkou.

Porovndme-li vztah, odvozeny Franelem se vztahem zde ziskanym, vidime,
%e druhy je jednodussf v tom smyslu, Ze od dvojmoci kazdého Fareyova zlomku
. je odeclteno stejné éislo, totiz %, ktera je tedy jakymsi stFedem pro druhé moceniny
élenit Fareyovy fady. A navic se nam podaif odvodit podobny vztah pro treti
a pro prvnt mocniny.
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Polozme v (A) f(n) = n3. Dostaneme
q
S YL ke
S-S+ 5
aq 1 q
= —3M(]-c) (13423 + ... + k%),
21 g\ (k* k3 k2
=2 ﬁM(ic)(z +3 z)

— 4> kM (Z) +1 20 (Z) g ’%M(%)'

+

Podobné jako u druhych mocnin dostaneme za pouziti (3)

S —3) =} + i,él % M(%)

ry<1
a koned&né
L1
42 —P+1=2 —M(?).
Ty<l k=1 k k

Polozme zase 2(r3 — }) = H,(q); srovndnim se vzorcem (4) a s vysledkem
<1

pro > (r2 — }) dostéavdme ihned ekvivalenci vztahu
Hyq) = 0(¢9), I <a<1

s Riemannovou domnénkou. ,,Stfedem tietich mocnin Fareyovych zlomki

je }. : '
Postupujeme-li v piipadé prvnich mocnin Fareyovych zlomkiu obdobné,

t. j. dosadime-li prosté do (A) f(n) = 7, dostaneme trivialitu S, —3) =0,

ry<l
kterd potvrzuje znamy fakt, Ze Fareyovy zlomky jsou v intervalu 0 < &£ <1

symetricky rozloZeny vzhledem k 4. PouZijeme tedy vzorce (B), kde klademe
na pf. £ = . Dostaneme -

>ir, = ZM(%)(,% + 24 +@)

=2 ze(i) 3]+ )

Budeme séitat zvlast pro sudd a zvlast pro lichd k. Pro k sudd poloime
i 2

k= 2k; Pak[g] + [g] = k" 4+ k2. S¢itdme od ¥’ =1do k' = [%] = &,

Cast soudtu prd.sudé k bude (piSi k misto &) ’
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é;—k ( )(k+k=)——iZM( )+i2kM( )

k 2
_] = k" 4 k"2. Séftame od

Pro lich4 k polofme % = 2" + 1; pak [g] + [ 3

F =0dok" = q_—2-_1] = t. Cast soudtu pro lichs k bude (pisi & misto k")
1 1
2) —
2hoT (2k+ 1)(’“””
; q
2 2k + 1M(2k+1)+é22k+1 (2k+1)‘
. , k k? . . .
Po rozkladu vyrazi a v parcidlni zlomky dostdvame jako

2k + 1 2k + 1
piispévek k soudtu pro lichd k

¢ t t
q 1 q q
%,E.M(% T 1) —32 1Y (2k ¥ 1) + %,ZokM(zk T 1)‘ ©)

Plati

%élM(zik) = iZM(é]) = iZM(ﬁ—c‘) . (7)

podle (2). Prvnf élen v (6) je roven nule. Nebot

Sufg) Sl

8 g— _
‘kZIM(2k) =1
a tedy druhy élen v (8) je roven nule. Nabude tedy vztah pro prvni mocniny
po podobnych tpravach jako u druhych a t¥etich moenin tvaru

)
q 0
sr.zq @—r) —k§o2k + 1 M\3% + 1)
Podrobnym rozborem levé strany zjistime, Ze zde vypadnou z poétu pfede-

viim vSechny Fareyovy zlomky se sudymi jmenovateli a za druhé vSechny
Fareyovy zlomky se jmenovateli lichymi a mensfmi nebo nejvyse rovnymi

Jest viak podle (7)
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3q. Séitdme tedy na levé strand pouze pies Fareyovy zlomky 7, se jmenova-
5 4
i 5
Oznadime-li 2" (3 —r,) = H,(q), dostaneme stejné jako pro druhé a tretf

ry<t

telem lichym a vétSim ne

mocniny
()= Hy(q) =0(g%) <<l

Po seéteni vyrazi —'u—(llz H,(q), ”:(33) H1([§]) ey li(l_l2 Hl([%]) (I= ¢ pro ¢ liché,

l = q — 1 pro q sudé) odvodime stejns jako pro druhé mocniny

H\(q) = 0(g*) = (I').

Je tedy vztah
20 —n)=0g) }<a<1

ry<t

ekvivalentni s Riemannovou domnénkou.
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