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énopls pro p&stoviéni mitematlky, rod. 78 (1953)

O NADPLOCHACH TOTALNE GEODETICKYCH V RIEMANNOVE
PROSTORU, II

FRANTISEK NOZICKA, Praha.
(Doglo dne 23. tinora 1953.) DT: 518.818

Clének je pokrafovénim d¥{v&jsl préce ,,0 nadplochach tot&lnd
geodetickych v Riemannovd prostoru, I, uvefejn¥ném v Casopise pro
péstovéni matematiky, 78 (1953), 65-72. V pfedloZené prici je uve-
deno nékolik duleZitych vé&t, tykajicich se nutnych podminek pro
existenci p-rozmérnych totélnd geodetickych subvariet n-rozmérného
prostoru Riemannova, vnofitelného do euklidovského prostoru di-
mense n + 1. Prdce nenavazuje bezprostifednd na shora citovany
diivéjsi Elanek; je zobecndnim vysledki v ném uvedenych.

V prvé dasti prace!) byly uvedeny nékteré nutné podminky pro to, aby
v obydejném Riemannové prostoru V, t¥idy I (t. j. Riemanniv prostor V,
vnotitelny do (n 4+ 1)-rozmérného euklidovského prostoru) existovaly totaing
geodetické variety (n — 1) rozmérné G,,_,.

V této druhé &asti prace budou obsaZeny nutné podminky pro existenci
totdlné geodetickych variet p-rozmérnych G, (2 < p <n) v uvaZovaném
cbydejném prostoru Riemannové V, tiidy I. Pravé tak jako v prvé dasti
budeme i zde vychédzet z pfedpokladi, Ze

a) velidiny definujici varietu ¥V, maji spojité parcialni derivace podle sou-
fadnic é= ve V,, potifebného fadu;

b) hodnost druhého metrického tensoru h,z ve V,, jest n.

Pifpad » = 2 vyloudfme z nasich Gvah.?) :

Pii odvolani na prvou dast prace budeme v poznamkéch pouZivat pro

struénost misto celé citace symbolu I.

Definice totdln& geodetické plochy ve V, a n&které vztahy
pro veli€iny v G,.
Podéme zde geometrickou definici totdln& geodetické G, (2 < p << n) ve
Vy, 0 niZ jsme se zminili v prvé éasti prace (Poznamka 4) ve spec. pifpadé
p=mn—1L

1) Fr. No#itka: O nadplochdch totdlnd geodetickych v Riemannové prostoru, I,
asopis pro péstovani matematiky, 78 (1953).
%) Viz 1), poznamka 1.
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Definice 1. Totdiné geodetickou varietou G, (2 < p <mn) ve V, nazjvdme
p-rozmérnou varietu V, vnofenou do V ,2) té vlastnosti, Ze kazdd kiivka ve V,,
ve V, geodetickd, je té£ geodetickou ve V, (pokud ovdem varieta této vlastnosti ve
V o existuje).

Budeme nyni pfedpokladat, Ze existuje totalné geodetickda varieta G, ve
V4 BudteZ jeji parametrické rovnice '

fa =fe(8), 6« =1,2,...,m;¢a=1,...,p, (1,1)
pti éemZ pFedpokladdame samoziejmsé, Ze rovnicemi (1,1) je definovana lokélné

reguldarn{ p-rozmérné varieta ve smyslu diferencialni geometrie.

Je-li g, metrickym tensorem ve V,, pak v G, je indukovana metrika s me-
trickym tensorem

| 26 |
oo = BB, (1 = 25, 12)

tedy metrika s posit. definitnfm metrickym tensorem g,,. Pro koeficienty
konexe indukované v G, plat{ pak

c
{db} = ‘%gcd(aagdb + abgad - adgab), (1’3)0

kde g®® je symetricky tensor v G,, kontragredientni k tensoru gs. Znadi-li
V.« symbolicky vektor Lagrangeovy derivace, potom plat{

{:b} = B9%95.V aB; = Big*gs. (6 By + { }B”B )
nebo struénéji

{:c } = 0°V,.BS, (1,3),

kde
C; = Big%ygs. ,

coZ se vypodtem snadno ovérd.

Systém rovnic »
Bit, =0, a=1,...,p, (1,4)

je celkem soustavou p linedrné nezavislych homogennich rovnic pro » nezna-
mych t,. Pak mufeme viak v kazdém uvaZovaném bodé Variety G, najit
n — p vzéjemnd kolmych jednotkovych vektoru ta, k=p+1,...,n, vy-
hovujicich rovnici (1,4). Tedy

slopro k=1

“ \O0pro k +1, (1,5)

.B:t, =0 , gaﬂn“nﬁ
k

%) Tedy p-rozmérnou varietu s indukovanou metrikou.
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pfi éemZ jeme definovali ne = gaﬁt, Ze vztahu (1,3), (1,5) plyne pak t. zv.

Gaussova formule k
VGB: = {cb} B: — Z habna, (116)
a k=p+1k k
kde
hay =—1t,VeBs, k=p+1....,n. (1,7)
k k

Formule (1,6) platf pro obecnou V, ve V,. Tato formule se v8ak podstatné
zjednodusf pro totdlné geodetickou varietu G,.

Vé&ta 1. Nutnd a postalujict podminka pro to, aby rovnicems (1,1) byla defino-
vdna totdlné geodetickd varieta V, ve V., jest

Va : = {:b} B: . (1;8)

Dikaz: Pro dikkaz nutnosti podminky véty pfedpoklidéme nejdifve, %e
rovnicemi (1,1) je definovédna p-rozmérnd totdlné geodetickd varieta G, ve
smyslu definice 1.

Budi# +* jednotkovym teénym vektorem regularni k¥ivky v G,,. SloZzky tohoto
vektoru ve V, jsou pak v« = Bj®. Necht s je obloukem kfivky. Potom platf

Vsve = V,(B%) = va*v,Bs + B“ & v"
a tedy vzhledem k (1,6)

d ¢ < \
Ve = B2 a—év" + Yap [ ¥ — > h,,,,v“v%kzﬂ,

k=p+1k
. .
’ n
Ve = B'V, v — > k™, (1,9)
k=prlk k

kde 'V, je symbol absolutn{ derivace v G,,.

Nechf nynf je v¢ te¢nym jednotkovym vektorem kiivky geodetické v @G,
(8 je jeji oblouk). Potom podle definice geodetik, je 'V,v¢ = 0; vztah (1,9)
muZeme pak pfepsat na tvar

n
Vot =— > het®Pne. (1,9)q
k=pH1k k

Ponévadz podle predpokladu je G, totilnd geodetickou a tedy kaZda geodetika
v G, je téz geodetikou ve V,, je V 0= = 0, odkud vzhledem k (1,9) plyne ihned

hopt®® =0, k=p+1,...,m, (1,10)
k .

nebof vektory n* jsou lineadrné nezivislé. ProtoZe kaZdd geodetika v G, je
E
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té% geodetikou ve V,, plati vztah (1,10) pro tedny vektor kaZdé geodetlky
v ka?dém reguldrnim bod® variety G,.

Za t&chto okolnosti pak plyne'z (1,10)

by =0, k=p+1,...,04). (1,11)
k
Odtud je pak zfe]mé Ze Gaussova formule (1,6) se redukuje na tvar (1, 8)
&im% je nutnost podminky véty dokézina.
Predpoklédejme za druhé, pro dikaz postaditelnosti podminky véty, %e pro
varietu V, ve V,, danou parametrickymi rovnicemi (1,1), plati (1,8). Z (1,8),
(1,6) plyne pak (1,11). V dasledku (1,11) se vztah (1,9) redukuje na rovnice

Ve =B 'V, (1,12)

platné pro kazdou regularni k¥ivku o teéném vektoru v* ve V. Je-li v* teénym
jednotkovym vektorem libovolné geodetiky ve V,, pak je 'V 0% = 0, co podle
(1,12) implikuje V,* = 0. Tedy kfivka je té% geodetickou ve V,. Odtud pak,
ve smyslu definice 1, plyne, %e V, je totilné geodetickou varietou ve V,, pro
ni% jsme zavedli symbol G,,.

Pozndmka 1. Z (1,8) plynou jakozto podmihky integrability vztahy
B:BiB’K ., ° = 'K,,.°B5, (1,13)

aﬁr

co% je tak zvand Gaussova rovnice pro p¥ipad totalné geodetické variety G,

ve Vo. V (1,13) znadf K, tensor k¥ivosti prostoru V,, K,;.* tensor kiivosti

variety G,. Z (1,13) plyne pak bezprostfedné vzhledem k (1,5) dalsf dalezity

vztah ‘ ‘ :

BiBiB!°K 5 =0, k=p+1,.
k

ktery v dalsich Gvahach pouZijeme.

§ 2. Nutné podminky pro existenci totdln& geodetickych G, ve V,.

Nejdfive uvedeme velmi ]ednoduchy pripa.d totalné geodetlckvch variet
GyveV,.

¢) Vztah (1,11) doké¥eme z (1,10) na p¥. takto: UvaZujme v ndjakém reguldrnim bodé
variety G, p vzéjemnd ortogondlnich geodetickych k¥ivek v G, s tenymi vektory v“
t+=1,2,..., p. Potom platf podle (1,10)

h,.,,v“v"——o pro i=1,.,p k=p+1,. *
k

Pro geodetickou khvku jdouci uvafovanym bodem s teénym vektorem v® = Av% 4 Av®
14 24
i * 0, é % 0, ¢ % j platf rovn®% vztah (1,10), co¥ vede k dal¥im podminkém ' !

hapv® =0, i %7, 4,7¢l,2,...,p. (**)
ks 4

Snadnou dvahou plyne pak z (*), (**), vztah (1,11).
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Véta 2. A. Necht existuje ve V, totding geodetickd varieta G, 8 parametrickyms
rovnicemt (1,1). Necht v kaZdém reguldrnim bodé této variety G, je splnén vztah

. We=BBh,=0. 2,1)
Potom varieta @, je p-rozmérnou nadrovinou ve V,, t. 5. G, = E,.)

B. Jestlite varieta V,; obsahuje p-rozmérnou nadrovinu E;, pak tato nadrovina
je totdiné geodetickou varietou G, ve V,, a plati pro ni (2,1).

Dikaz: Nejdfive dokdZeme &4st A. véty 2. Budiz C n&jaké kiivka v G,
kde @, je totdlné geodeticks varieta ve V,, definovans rovnicemi (1,1). Nechﬁ
parametrické rovnice k¥ivky C jsou

77“=17¢(8): a = 1,---,1’, (2!2)
kde s je obloukem této k¥ivky. Jsou-li »
X4A=X48), A=1,2...n+1a=1..,n, (2,3)

rovnice variety V, v E,,,, kde X“ jsou pravotihlé soufadnice kartézské bodt
v E,,,, potom sloZky teéného vektoru v* k¥ivky C v E,,; jsou

drs
4 — _B:'va == B:B: d—,’i ’ (2:4)
kde
_ o4 _ ota o
B$=a,]..’ Bf=“,7.’ Bi=
Z (2,4) plyne |
(% v4 = ad; By = v%0*0,B4 + B# : T (2,6)

Jest viak vzhledem k (1,8), (2,1)%)
9,B3 = 0y(B4B3) = B;B{9,B4 + Bi0,B; =

= B:Bg (B:'{ayﬂ} —_ haﬂN‘) + B49,B* =

= B (a.,Bz + B:Bz{jﬂ}) = BiV, B!

a tedy :
c c
o,B% = BB {ab} 'y {ab} . (2,6)
Z (2,6), (2,5) plyne potom
d ro e , ,
kP v4= B4'V,v°. , (2,7)

5) T. j. p-rozm¥rnou nadrovinou prostoru E,.; v n¥m¥ le%f V.
%) a vzhledem ke Gaussov® formuli pro varietu V,, v Enu, b j. formuh 8,134 =
= {7 } BA — h,gN4, kde N4 je normélni jednotkovy vektor variety V.
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Necht kfivka definovand rovnicemi (2,2) je libovolnou geodetickou k¥ivkou

v G,. Potom je 'v,v° = 0, coz podle (2,7) implikuje %v‘ = 0. Resenim posled-

xﬁch rovnic je viak pfimka v K, ,, o rovnicich 24 = v4s + 24, kde v4, 24 jsou
. 0o ] [} 0

integraéni konstanty. Geodetiky variety G, jsou tedy piimky, z &ehoz vyply-
va, e () je p-rozmérnym euklidovskym prostorem E, ve ¥, ¢ili, p-rozmérnou
nadrovinou v E,,,, obsaZenou ve V,. Tim je &ast A. véty dokazana.

- Pro diikaz ¢4sti B. véty predpoklidame, fe varieta V, obsahuje p-rozmérnou
rovinu K, prostoru X,,,, kde ¥V, lezf. BudiZ #° = 7%¢) rovnice geodetické
k¥ivky — tedy p¥Hmky v E,. Je-li v* jeji jednotkovy teény vektor v E,, potom
sloZky tohoto vektoru v E, , jsou

A __ PAa__ PRARX,a __ P4 7
v* = Bjv* = B,Bjv* = By .7)

Odtud odvodime snadno vztah

% v4 = B4V 07 — vavfh, N4, _ (2,8)
‘ v v . ) . d
Ponévadi nase kiivka je pf{mkou v E,,,, je a;v‘ =0, a tedy, vzhledem
k tomu, Ze N‘,'B;, y =1, 2,...,n jsou linearné nezavislé v K, ,, dostaneme
z (2,8)
a) Vol =0,
b) ’ 'U‘z’l}ﬂhaﬂ =0.

Z rovnic a) plyne, e kiivka je téZ geodetickou ve V,. Tedy kazda geodetika
v E, je té% geodetikou ve V,, t. j. E, je totalné geodetickou ve V.

Rovnici b) 1ze psét ve tvaru
v?BiBoh, s = vWPwg, = 0.
Ponévadi predchoz{ vztah plati pro kazdy smér +°, plyne z tohoto vztahu
wgp = 0,8) coZ je pravé vztah (2,1). Tim je véta 2 dokézina.

Nynf se obratime k p¥{padim, kdy nenf w,, identicky rovno nule. Nejdfive
viak zavedeme nisledujfef definici:

Definice 2. Necht V, (2 < p < n) je p-rozmérnou varietou ve V,. Varietu
V, nazveme hlavni p-rozmérnou subvarietou prostoru V., jestliZe teény p-vektor
variety V, v kaZdém jejim bodé je p-vekiorem hlavnim (L. j. je tvofen p-linedrné

nezdvislymi vektory leficimi v hlavnich smérech tensoru hqpg ve V,).?)

7) Viz (2,4).

%) Dikaz se prove&e obdobns jékq v analogickém p¥ipad¥ z pozndémky 4.
%) 1. Uvahy v dikaze vity 4, pFed v3tou 5, rovnice (3,7), (3,8).

220



V&ta 3. Neckt G, (2 < p < n) je totdlné geodetickd varieta ve V ,, definovand
rovnicemi (1,1), pro kierou se neanuluje tensor wqe, = BiBih,s v kafdém jejim
bodé. Potom varieta G, je p-rozmérnou hlavni subvarietou prostoru V.

Dukaz: Ponévadz podle pfedpokladu nenf w,, v3ude v G, roven nule,
existujf v G, body, kde aspoii jedna sloZka tohoto tensoru je rizné od nuly.
Ze spojitosti uvazované velidiny plyne pak, Ze existuje celé okolf (obsahujfcf
uvaZovany bod), kde je tato sloZka rtizna od nuly.

JakoZto hlavnf smér v G, nazveme takovy smér u® v G,, ktery vyhovuje
rovnicim

(Wap — 0gap) u* = 0, ) (2:9)
kde
Wap = B:thaﬂ ) (2:10)

o je skaldr v G,. Rovnice (2,9) miZeme téZ psit ve tvaru
(Wi — o) ur =0, kde w; = g®wpy,, (2,9)*
45 je Kroneckerovo delta.
Charakteristick4 rovnice p¥isludna systému rovnic (2,9)*, t. j. rovnice
Determinant [w — gd]] = 0 (2,10)

jest rovnic{ p-tého stupné v o s celkem p-redlnymi kofeny (politéno i s jejich
nisobnosti) v kazdém z uvazovanych bodid variety G,. Z teorie hlavnich
smért tensoru (redlného) je znamo, Ze vZdy lze najit p jednotkovych vzajemng

kolmych vektord e, ¢ = 1,...,p (v pi{padé Ze o; jsou vesmés jednoduché
i

kofeny rovnice (2,10), pak jednoznaéné) takovych, Ze vyhovuji systému

rovnic (2,9) a platf pro né

Waptu® = /0 pro s 7 Juptlou® = 0 pro v %4

i 5  Nlproi=j’ ij Nlproi=j’ (2,11)

kde 7, j probfhajf indexy 1, 2, ..., p.
Necht u° je jednim z hlavnich smérd tensoru w,, v &4, odpovidajici kofenu

t .
o charakteristické rovnice (2,10). Plat{ tedy pro tento smér
i .

(Wap — 0ar) u* = 0, (212

* 1

kteryito systém rovoic miizeme, vzhledem k (1,2), (2,10) psit ve tvaru
Ahap— 0gap) '"’aBg =0, kde wu*= Bjus. (2,13)
i i i i

Slozky u= jsou tedy slozkami vektoru u* ve V,. Z (2,13), (1,56) plyne
i o K L

(haﬂ-_ogaﬁ) u* = z r tp, ) ) (2,14)
i k=p+1'ik k - L .
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pFi demi
r= halua'nﬂ (n‘ = gﬂata) ) (2:15)
ik k
nebot
Japuonf = g,zBau’nf = Bgt,v® = 0
. '’ ik k

vzhledem k (1,5).

Podle predpokladu véty je G, totdlnd geodetickou ve V,. Potom plati
nutnd pro tuto varietu vztah (1,14). Pro tensor kf¥ivosti Kapy variety V,
Vv E,,, plati vBak Gaussova rovnice '

K5t = by, — Weh,, (RS = g%h,,) , (*)

afy

kde f,p je druhym metrickym tensorem va.nety Va. Vzhledem k této Gaussové
rovnici (*) miZeme vztah (1,14) psét ve tvaru

(Ban'hay) (BiBYhgy) = (hagn®Bf) (hoyB3BY) . (2,16)
P’ k :
Nésobenfm vztahu (2,16) vektorem u% (a seétenim pies a) dostaneme, pi§eme-li
< .
uB; = us,
¢ ¢

(unthyy) (BEBhy,) = (hyyn?BY) (hyyusBY),
t % k [

¢ili, vzhledem k (2,15)

. BgBZhM = (han®Bf) (ko uzBY) . (**)
ik k [3
Z (2,13) plyne viak
hoyueBY = aga,.u“B;' = 0f,u°, (2,17)
s i i i i

takZe vztah (**) miZeme uvést na tvar
rBfBZhM = og,,u'(‘k”uﬁBg). (2,18)
Predpokladejme ne]dﬁve Ze by a = 0 t. j. Ze by smér u‘ odpovidal nulo-

vému kofenu charakteristické rovmce (2,10). Ponévads v uvazova.nych bodech
variety G, je tensor wg, = B3B4h,s rizny od nuly, plyne pak z (2,18) r = 0,
ik

k=p+1,...,n. Tedy ¢=0, r-—0=>h,u¢=0(podle(2l4)) To v8ak

[ 4

: <
nen{ mo#né, nebot podle pfedpokladu mé bensor h.p hodnost n a vektor u=

je nenulovy. Je tedy . ,
0*0:1::1,2:---:?: (2,19)
<

v uvafovanych bodech variety G,.
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BudiZ nyn{ »¢ (j = 4) jinym hlavnfm smérem v G,, kolmym ke sméru u'
t.j. i
Fapu®u® = 0. (2,20)

(3 )
Oznadime-li u* = Bzu®, pak vyndsobenim vztahu (2,18) vektorem u® a
i i : i
seltenfm pres b dostaneme

rufB?, hﬂy = ag“u h,,gu‘uﬁ

sk j

coz miZeme vzhledem k (2,15), (2,17) psét ve tvaru

7 0GooU® = 7 0Fect’ .
ki 4 ks ¢

Nésobenim tohoto vztahu vektorem u° plyne ihned (jezto a je podle (2 19).
rizné od nuly a u° je nenulovy vektor) s pfiblédnutim k (2, 20)
i

7‘:0’ k=p—|—l,...,'n. (2121)‘
ik

Z (2,21), (2,14) dostaneme tak
(hap — 0Gap) u* = 0. - (2,22)
[ 1
Systém rovnic

(haﬂ — Ugaﬂ) u* = (

jest viak systém rovnic pro hlavni sméry tensoru h,; ve Vn.1°) Podle (2,22)
je tedy »* hlavnim smérem ve V.

Tedy kazdy hlavni smér v G, pifsludny tensoru wg, v G, leZf v hlavnim
sméru tensoru h,s ve V,, jak plyne z (2,12), (2,22). Obsahuje tedy varieta
@, v kazdém svém bod$ p hlavnich (linedrng nezdvislych) sméri prostoru V,.
Je tedy hlavni p- rozmérnou subvarietou prostoru ¥V, ve smyslu definice 2, tak
jak bylo dokézat.

Vi&ta 4. Necht G, jest p-rozmérnd totdiné geodetickd varieta ve V, (2 < p < m).
Potom existuje v B, o, (v némZ leZi V,) p + 1 rozmérnd nadrovina E, . ,, obsahu-
jict varietu G, '

Ditkaz: Gaussovu rovnici (1,13) mieme pFepsat na tvar

B:BgBZBSKéﬂ'y& = ’Kabcd-
Z (*), (2,10) snadno nahlédneme, Ze tuto Gaussovu rovnici miiZeme pfepsat na
tvar , ' '
Kuvea = 2WipaWhe - - (2,23)

10) 1. rovnice (3,7).
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Necht D, jest symbolem Van d. Waerden-Bortolotti-ho kovariantn{ derivace.!)
Potom miiZzeme (1,8) psat struéné ve tvaru (viz pozn. 11))

‘DB = 0. (2,24)
Pondvad? jest
- ’vowc;b = Dcwab ’ vahaﬂ = Dchaﬂ s (2:25)

miizeme vzhledem k zndmym vlastnostem operace D, psat

D,wy, = DoBiBhoy = BPh,sDB; + B%h, DB +
+ B:BgDahal )

a tedy vzhledem k (2,24), (2,25)
'Vcwab = BngBZVykaﬂ . i (2’26)

Ponévad? pro varietu V, v E,,, jest splnéna Gauss-Codazziho rovnice
Ve = 0, t. j. tensor Vyheps je symetrickym v indexech y, «, B, plyne
odtud a z (2,26) ,

VicWap = 0 . (2,27)

Na rovnice (2,23), (2,27) miZeme se nyn{ divat jinym zptsobem.

Mysleme si, zcela mimo pfedchozf{ avahy, Z#e v euklidovském prostoru
E,,, dimense p + 1 o pravouhlych soufadnicfch % a=1,2,...,p + 1,
je ddna p-rozmérna varieta (nadplocha) ¥V, rovnicemi

Y=yn), a=12...,p+ L b=1..p.

Necht M jsou komponenty jednotkového vektoru normaly variety V, v E,, .
Necht g, jest prvym, w,, druhym metrickym tensorem variety V, a V.
symbol kovariantni derivace pf{slu§ny metrické konexi z tensoru g,, ve V.
Potom pro tuto varietu ¥, plati jednak Gaussova formule

*© 9,B8 = {bec} B2 — w, M, | (2,28)
_ ap
kde B‘; = porl jednak
' oM = Bogedwy,, . (2,29)

Divejme se na systém rovnic (2,28), (2,29) jako na systém parcidlnich dife-

11) Operace D, je takto definovana: Necht 723h- jeo tensorem ve Vp vzhledem k in-

dexiim g, b, c,...., tensorem ve V,, vzhledem k indexam o, B, 7, ... Potom
- DTyl = Tyl + {3} T3l — (&Y 758 + {8} Byr el +
o +{f Byrsdt — {p} ByTsals + ..
Tak miZeme na p¥. vztah (1,8) psat stru¥nd ve tvaru D,Bf = 0. Poznamenejme jeits, %e
operace D, mé aditivni a distributivni vlastnosti.
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rencidlnich rovnic pro M4, B2 Potom podminky integrability téchto rovnic
jsou pravé vztahy (2,23), (2,27).

Vratme se nyn{ k vlastnfmu dikazu nadf véty. Ponévadi G, je podle pred-
pokladu véty totdlné geodetickou ve V,, platf pro ni, jak bylo ukézino (2,23),
(2,27). Tedy podminky integrability rovnic (2,28), (2,29) jsou identicky splnény.
Lze tedy varietu G, vnofit do euklidovského prostoru E,,,, ktery leZf v Euy1
a predstavuje tedy p + 1 d1mens1onalni nadrovinu v E,._,_l, jak jsme chtéli
dokazat.!?) :

Poznidmka 2. MiZeme si nynf poloZit otdzku, jaké je orientace vektoru M
z rovnic (2,28), (2,29) v prostoru B, ,, kde lezi varieta V,.

Jestlize je @, totdln& geodetickou ve V,,, potom podle véty 4 existuje v Enqy
nadrovina E,,,, kterd obsahuje varietu G,. Nechf jsou tedy ¥, a=1,.

p + .1 kartézské soutadnice v K, ,,

y3=y5(na), a=1,...,p+ 1 a=1,...,p, (2,30)‘
pak rovnice variety G, v E, ,.1%) Na8i varietu E,,, v nfZ lezf G,, muzeme
jakoito utvar v E, , popsat rovnicemi

=20, A=1,...,n+1; a=1,..,p+1, (2,31)
p¥i dem# Z* jsou linedrnimi funkcemi nezdvisle proménnych 4% a=1,...,
., + 1. Varietu G, jakoZto Gtvar v E,,, miZeme vzhledem k (2,30), (2,31)
popsat parametrickymi rovnicemi
T4 = Ty (%) . (2,32)
Na druhé stransg je varieta G, jakcito utvar ve V,, p¥i ¢emz Va le¥f v Eppy,
popsdna rovnicemi

zt = z*(&(n%) (2,33)
jak je zfejmé z (1,1), (2,3): Z (2,32), (2,33) plyne pak identita
(YA ®) = (&) -
Z této identity plyne parclalnfm derivovanim podle 7*
B‘-;Bg = BAB: = B, : (2,35)

kde B2 = g;”a jsou konstanty (nebof, jak bylo shora fedeno, jsou z4 lineir-

nimi funkcemi proménnych y3). Symboly BZ, B2 maji difvEjsf vyznam.
Parcidlnim derivovanim podle 7° levé strany v (2,35) dostaneme tak —
vzhledem k (2,28), (2,35) :

o(BABE) = Bto,B: — B ({;b} BE — ME) - {:b} Bf — wa,BAME. ()

1%) Viz na pi. J. 4. Schouten: Einfithrung in die neueren Methoden der Differential-
geometrie II, Groningen-Batavia, 1938, str. 142. .
13) Rovmce (2,30) jsou ijsledkem integrace rovnic (2,28), (2,29).
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Parciélnfm derivovdnfm pravé strany v (2,35) dostaneme podle pozn. ¢), (1,8),
(2,10)

ouBLB2) = BiBtosB + Biout = B3| ﬂ} By —h o) + BB =
iy « b 4__pa)C 4 (b)
= BbeBz — .B:BbhaﬁN = Bc ab — wch .
Pozorovanim pravych stran v (a), (b) plyne
wap(N* — BAM3) =0, (2,36)

Jednoduohy p¥pad, kdy wg, = 0 v kaZdém bodé variety G,, jsme vyidili
vétou 2. JestliZe uvaZujeme varietu G, z véty 3 (tedy w, nenf roven nule
v uvazovaném oboru variety G,), potom plyne z (2,36)

N4 = BiMs. (2,37)

M4 tedy vektor M@ v E,, slotky v E,,, rovny N4, t. j. vektor M splyvé
s normélou N variety Va v bodech variety @,. Nynf miZeme vyslovit tuto vétu:
Vé&ta 5. Budit P bodem variety V, a‘D p-vektor z p hlavnich linedrné nezdvislyjch

sméri tensoru h,, variety V, v tomto bodé' Ezxistuje-li p-rozmérnd totdiné geode-
twkd vaneta G, ve V,, kterd

a) prochdzi bodem P,
0
b) obsahuje v bodé P p-vektor Y,
‘ o 0

¢) neni p-rozmérnou nadrovinou ve V,, potom

1. je G, jedinou totdIné geodetickou varietou p-rozmérnou ve V, s vlastnostmi a),
b), ¢), o
2. varieta G, le¥f v (p + 1)-rozmérné nadroviné E,,,, prochdzejici bodem P,
o

obsahujict p-vektor ‘)) a normdlu variety V., v bodé P
Dﬁkaz Nutné podminka. z véty 3 je v bodé P splnéna. Podle véty 4

existuje (p + 1) rozm&rn4 na.drovma Eyy, ve Va obsa.hu]ici varietu G,. Pro-
chéz{ tedy tato nadrovina bodem P & obsahuje p-vektor hlavn{ ‘)) v tomto

bodé. Bod P je ‘bodem variety V s normélnfm vektorem N‘ v bodé P

Podle poznémky 2 obsahu]e nadrovina E,,,, obsahu;ici Gy, normé.lni vektor

N‘ Aviak bodem P v .E,.+1, normélnfm vektorem N‘ v bodé P a hlavnim
[
-vektorem 5)) je 1.’(7,.,,1 ]akoito utvar v E,.H ]ednoznaéne stanovena.

Exlstuje-li tedy totélnd geodetické p-rozmérné varieta s vlastnostmi a), b),
o), potom tato varieta G, je prinikem variety V, (jeZ je jednoznaéné defino-
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véna v E,,,) s jednoznadéné definovanou nadrovinou E,,, ve V,. 8 tvrzenim
2. véty plati tedy téZ tvrzeni 1. Tim je dikaz véty 5 proveden.

Poznamka 3. Dikaz véty 5 lze snadno sledovat v podetnf symbolice.

Budtez v2, 1 =1, 2, ..., p jednotkové vzédjemnd kolmé vektory v hlavnich
¢
smérech tensoru h,s ve V,, (v*), 1 =1,...,p pak slofky téchto vektoru
i

v bodé P variety V,, jehoZ soufadnice v E,.,, v némz V, lezi, oznadme
0

=243, A=12,..,n+1;a=1,...,n
0

Vektory (v=), majf sloZky v En.,

(?4)0 = ('B:’l_)a)o ’ 1= 1,..., p.

Necht hlavni p-vektor P v bodé P je tvofen uvedenymi hlavnimi vektory
0 0

(v*)y v tomto bodé. Je-li N* jednotkovy vektor normily variety V, v bodé

i 0

P, potom rovnice nadroviny E,., v E,,; jdouci bodem P, obsahujici p-vektor

o 0

P a vektor N“ v tomto bodé, tedy nadroviny obsahujicf G, jsou
0 0 '

(xA — x4 (:4)0 =0 ’ k= P + l, ey M, (2:38)
0

kde x‘ jsou soufadnice bodu P z* soufadnice b&Zného bodu v E,,,, (t )o jsou
pro k =p+1..,n ]ednotkove vzédjemné kolmé vektory v bodé P leZfef
0
v hlavnich smérech tensoru h,s variety V, v bodé P, které jsou kolmé k hlav-
0

nim sméram (v*),, tvotcim p-vektor P v bodé P, tedy

i 0 a
(¥*t)e=0, t=1,...,0;k=p+1,...,n. (2,39)
i

Jsou-li (2,3) rovnice variety V, v E,.,, potom rovnice priniku variety V, s nad-
rovinou (2,38) jsou
@*(f5) —a*) (t)e =0, k=p+1,..,n, ° (2,40)
0 &
coZ je celkem % — p rovnic mezi proménnymi &=, Existuje-li tedy ve V,, totélné
geodetické varieté G, s vlastnostmi a), b), ¢) z v&ty 5, potom lze tuto varietu
G, jakozto Gtvar ve V, popsat rovnicemi (2,40).

Soustava rovnic (2,40) jest soustavou n — p implicitnich vztahd mezi §*
tvaru )
Duts) =0, k=p-+1,...,n. (2,41)
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Jest podle (2,40)
oD, :
; ag — (B
a tedy

D) — (t,B4), = (Bigusn®y = (Big B3,
oke [y v E alanTh

pfi dem% pouZfvame oznadenf »® = ¢g*,, nf = gft,. Tedy
k k k k

AN
(_3—5“.)0 - (ia.)o-

Ponévadi hodnost matice ( ¢,, &, ..., ), jest » — p, miZeme z rovnic (2,41)

P+1p+2 n

tedy z rovnie (2,40) v okolf bodu P vypoéitat jednoznaéné n — p soufadnic

0
jako#to funkce zbyvajicich p soufadnic & Dosazenim do rovnic (2,3) variety
¥V, dostaneme pak v okolf bodu P jednoznaéné varietu p-rozmérnou jakoZzto

0
prinik nadroviny (2,38) s varietou V,.

Poznédmka 4. Vysledky v této praci jsou mocnou pomiickou k hledan{
postatujicich podminek pro existenci totdlné geodetickych subvariet ve V,.
(Postadujfef podminky pro existenci totdlné geodetickych subvariet ve V,

spolu s p¥Hklady budou pfedmétem pozdéjsi III. éasti prace.)
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