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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 88 (1963), Praha 

ELEMENTÁRNÍ DŮKAZ ZOBECNĚNÍ KAKEYOVY VĚTY 
NA MOCNINNOU ŘADU 

JAN KADLEC, Praha 

(Došlo dne 28. dubna 1959 — po úpravě 5. listopadu 1962) 

Je podán elementární důkaz postačující podmínky k tomu, aby mocninná 
řada neměla kořeny, které jsou v absolutní hodnotě menší nebo rovny jedné. 

1. Úvodní poznámka. Známá Kakeyova věta (viz [1]) říká: 

Neehf /}0,.... finjsou reálná čísla, splňující vztah p0> j}%> ... > 0. Definujme 
pro všechna komplexní z funkci F(z) = pQ + Pxz + ... + pnz

n. Nechť platí F(z0) = 
» 0. Potom \s0\ > 1. 

V pracích [2], [3], [4], [5] jsou pro polynom dokazovány věty obdobné větě 
Kakeyově, při čemž jsou kladeny jisté podmínky na jeho koeficienty. Věta, dokázaná 
v této poznámce, se týká mocninné řady. Aplikujeme-li ji na koeficienty tvaru p0 > 
> fi% > ... > fin > /tn+u p^j ss 0 (j > 0), dává Kakeyovu větu jako speciální 
případ. 

2. Označení. Je~li $ komplexní, r reálné číslo, K kružnice o středu s a poloměru r, 
tj. množina všech & pro něž je |£ - s\ = r, označme iK, IK, eK, eK množiny všech £, 
pro něž je po řadě |£ - s\ < r, |£ ~~ s\ S -% |£ - s\ > r, |£ - s| ž r-

3. Lemma, BudK kruSnice, t komplexní číslo, teK9% buď reálné, x > 1. Označme 
f transformaci f(z) = t + r(z — t) (stejnolehlost). Potom Q = f(K) je kružnice 
a platí iK c i Q u {ř}, K nQ » {ř}. Transformace f je pro % = 1 identita. 

Důkaz je možno přenechat čtenáři. 

4. Označenu V dalším buďqp reálné číslo splňující vztah 0 S <P < 2n> Po ž Pí ž 
Ž ... £ 0. 

1 
Označme <*„,, » 0; a 0 -» /ř(); ..., a} = £ &«'** (j = 0,1,...). Dále nechť 

•«e+l - «. - / U l ^ . < + l - «c+l + ße+1Є
Ч°+2)*. 

Kružnici, procházející body a, b, c, které neleží na přímce, označíme K(a, b, c). 
Označme ještě K(e) = K(ae+U ae, a'e+l). Viz obr. 1. 
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5. Lemma. Platí tato tvrzení: 
a) pro všechna e ^ O celá je 0. = \a. - _._i|. Jestliže pro některé e je fi. - O, 

poťom ae_j = ae = . . . = a a /?.+í = O (i - 1). 
b) Jestliže <p 4= O, q> * TI, i?e + 1 4= O, ne/e_í ___n_ z trojic _,_i, a„ _,+ i; fl,+i, 

«» «_+_; «» -.+i. «í+i na P"mce. 
c) K<e) = K(a e + 1 ,a e ! a: + 1 ) . 

Obr 1. 

Důkaz. Tvrzení a), b) jsou zřejmá. Dokážeme c). Položme s — a,. + S, kde 
(1 - eiv)S = 0,+1e

l<«+1*. Vyšetřujme transformaci f(z) = ze1* + ae(l - e1*) + 
+ /3e+1e

i<e+1>". Máme f(z) = s + (z - s) eiq> (otočení kolem s); f(ae+l) «-_;+„ 
/(-_+_) = «_ /(«.) = *.+_• (Například /(a e + 1 ) = aee'» + pe+íe

l^2)" + a,.(l -
- O + J.e+1e

i<e+1>«\)Tedy _ je střed kružnice K<e> a platí K<«> = /(K«'>) = !((_«.,.., 
«_><+.)• 

6. Lemma. Nechť 0 < Pe+1 < fie. Potom 

(1) / K W - z i K ^ u {ae}, 

(2) i r i n K H l - W , 

(3) K<e> n K<--> = {ae} . 

Důkaz. Označme /(z) = ae + (fijfi.+1)(z - ae). Potom /(K«) _. K ^ , . ^ 
ae, a'e) = K<e 1 }; stačí nyní užít lemmatu 3. 
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Čtenář si snadno dokáže následující lemma: 

7. Lemma. Jestliže & + 2 + 0, je iK(e+1> c iK(e\ a tedy /K(ť?+I) cz /K(e). 

8. Věta. Budte p0 gg /?i ž ••• « 0 raí/ná ěft/a. Nechf existuje index j takový, že 

/?;_! > Pj> pj+v Označme F(z) = £/?*zfe pro /a komplexní z, pro která má řada 
/c*»0 

smysř. Nechť F(z0) = 0. Pofam |z 0 | > 1. 
Důkaz. Označme F(z0) = a. Rozeznávejme tyto tři případy: 1) \z0\ = 1, 2) 0 < 

< |z0 | < 1, 3) z0 = 0. Dojdeme vždy ke sporu. 
00 

Ad 1): \zQ\ = 1, tj. z0 = ei<p. Je-li <p = 0, je a = £ /?fc > 0. Je-li <p = 7c, je a = 
oo Jc«0 

88 Z (02* ~ Pik+x)- P r 0 každé k ~ 0 je /?2k - /?2Jt+1 = O a alespoň pro jeden index 
*«-o 

n ž O je /?2n - /?2„+1 > 0; tedy a > 0. 
V dalSím nechť<p * O, <p =1= %. a ) N e c h ť / ^ > pj > pJ+í = 0. Zřejmě O e ě ^ " ^ . 

Podle lemmatu 7 pro fc celé, - 1 á fc á./ - 2, je eK ( k + 1 ) => ěK(fc). Odtud plyne, že 

(4) 0€eK ( ^ 2 ) . 

Užijme (1) pro e « j - 1- Vzhledem k tomu, že a} = a 4= a ^ , dostáváme 

(5) ae /K ( ; ~ 2 ) . 

Ze zřejmé rovnosti eKu~2) n /K ( '-2 ) = 0 a vztahů (4), (5) plyne, že a * 0. 

b) Nechť /?,_! > pj> pJ+1> 0; užijme (2) a (3) na e = j , e = ; - 1. Podle lem
matu 7 je 
(6) KU) cz IKU~2). 

Kdyby nyní bylo aJmt t 6 K(J)
f bylo by a^-t e K^ 1 * n 7Ka) c {a,}; ale a ^ 4= ay> 

což je zřejmě spor. 
Kdyby aj„ x e !KU\ bylo by aJmt e tKUmml\ což je též spor. Máme tedy 

(7) aj^eeKuK ^ ^ 

Z (7) a vztahu KU) n K('~2) c lKu~x> n K ( ^ 2 ) = {a,_-} plyne ř * '* f , ,„ 

(8) K('> n K('~2) « 0, 

Podle (6) a (8) máme 
(9) ŽK ( '>nSK (;~2 )«0> 

Protože 0 = a„x eeK(~X) c ... c eKu~2\ platí znovu (4). Dále: pro n = j je: 
ane~lKSn) cz)KU) a 

(10) aelKP. 

Ze vztahů (4), (10), (9) plyne, že a # 0. 

373 



Ad 2): Nechť O < \z0\ < 1 (tj. z0 = rei(p, kde O < r < 1). Označme w = el>, 
00 

Fx(z) = £ akz
k
9 kde ak = rkpk. Zřejmé F^w) = F(z0) == a, \w\ = 1 a platí a0 £ 

fc=0 

^ ai ž ••• = O, aj^i > a,- > a i+1. Užijeme-li toho, co jsme již dokázali pro případ 
1), vidíme, že Fx(w) 4= 0. 

Ad 3): Jestliže z0 = O, je F(z0) = j30 > 0. Tím je důkaz věty dokončen. 

9. Poznámka. Z důkazu je patrno. že se tvrzení věty dá rozšířit na některé další 
případy, na příklad j?0 > flu cp iracionální násobek n apod. Je zde v podstatě dokazo
vána jistá věta o lomených čarách. 
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Резюме 

ЭЛЕМЕНТАРНОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ КАКЕЯ 
ДЛЯ СТЕПЕННОГО РЯДА 

ЯН КАДЛЕЦ дап КасИес), Прага 

В настоящей работе элементарно доказывается следующее обобщение тео
ремы Какея: 

Пусть /?о-=.01 = --*-=О" пусть существует индекс ] так, что ^-_1 > /?, > 
00 

> Д/ + 1- Обозначим Р(г) = ^рк2
к для всех комплексных г, для которых ряд 

й==0 

сходится. Пусть Я(20) =- 0; тогда \г0\ > 1. 
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Summary 

AN ELEMENTARY PROOF OF A GENERALIZATION 
OF THE KAKEYA THEOREM ON POWER SERIES 

JAN KADLEC, Praha 

In this paper there is given an elementary proof of this generalization of the Kakeya 
theorem: 

Let po g> /?! g> ... ^ 0 and let there be an index j such that p^t > fis > J?i+1. 
Define 

F{z) = ^Pkz
k 

k = 0 

for all complex zfor which this formula is meaningful. If F(z0) = 0 then \z0\> I. 
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