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Casopis pro p&stovéni matematiky, ro&. 96 (1971), Praha

GRAFY, JEJICHZ VSECHNY KOSTRY JSOU SPOLU ISOMORFNI{

BOHDAN ZELINKA, Liberec '

(Doslo dne 16. kvétna 1969) ;

Pod pojmem graf se v této prdci rozumi koneény neorientovany souvisly graf bez
smy&ek a vicendsobnych hran. Stromem se rozumi kone¢ny souvisly neorientovany
graf bez kruZnic, tedy i graf sestdvajici z jediného isolovaného uzlu.

J. SEDLACEK vyslovil hypotézu, kterou zde dokdZeme jako vétu. Nejprve definujme
tfidy grafi 6, a G,. ‘

BudiZ k = 3 pfirozené &islo, T strom, a jeho uzel. Grafem G(k, T, a) nazveme graf
sestrojeny ndsledujicim zplisobem. Vezmeme kruZnici K délky k, jeji uzly budteZ po
fad€ uy, ..., u,. Ddle vezmeme k stromi T, ..., T, vesmés isomorfnich s T'a necht a;
je uzel stromu T; odpovidajici v pfislu¥ném isomorfismu uzlu a stromu T. ZtotoZng-
nim uzlu a; s u, pro kazdé i dostivame graf G(k, T, a). T¥idu viech moZnych grafd
G(k, T, a) pro lichd k oznatime ®,.

Nyni definujme graf G(k, T’, a’, T", a”). BudiZ k = 4 sudé pfirozené &islo, T', T”
stromy, a’ uzzl stromu T’ a a” uzel stromu T”. Vezmé&me kruZnici K délky k, jeji uzly
budteZ po fad€ uy, ..., u,. Nyni budteZ T; pro lichd i od 1 do k — 1 stromy isomorfni
s T' a pro sudd i od 2 do k stromy isomorfni s T”. Pro liché (resp. sudé) i budiZ a,
uzel stromu T; odpovidajici ve zmin&ném isomorfismu uzlu a’ (resp. a”) stromu T’
(resp. T"). Ztotoznénim uzld a; a u; pro kaZdé i dostdvame graf G(k,T’, a’, T”, a”).
Tfidu viech moZnych grafu G(k, T', a’, T", a”) oznadime ©,.

Specidlnim pfipadem grafu z &, je kruZnice liché délky. Specidlnimi pfipady grafa
z ®, jsou kruZnice sudé délky a graf G(k, T, a) pro sudé k. Rizné p¥iklady grafiiz 6,
jsou na obr. 1, grafti z G, na obr. 2.

V dal§im dg(x, y) znamend vzddlenost uzli x a y v grafu G a U(G) znamend mno-
Zinu uzld grafu G (pro libovolny graf G).

Nyni vyslovime zmin&nou vétu.

Véta. BudiZ G graf, jeho# vSechny kostry jsou spolu isomorfni. Pak bud G je
strom, nebo G € ®,, nebo G e ®,.

Zmin&nou vlastnost grafu budeme nazyvat vlastnost (KI).
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V diikazu této véty budeme rozliSovat grafy podle jejich cyklomatickych &isel.
Cyklomatické &slo v grafu G podle [1] je maximdlni poget nezdvislych kruZnic
v tomto grafu a lze je vyjddfit vzorcem v = m — n + p, kde m je po&et hran, n je
podet uzli a p po&et komponent grafu. U souvislého grafu je tedy v=m — n + 1.
Cyklomatické &islo grafu je vZdy nezdporné celé &islo a ur&uje (u souvislych grafi),
kolik hran je tfeba z grafu odstranit, abychom dostali jeho kostru.

Vezmé&me nejprve grafy, pro n&Z v = 0. Takovéto grafy jsou prdv€ viechny stromy.
Strom m4d jedinou kostru — sebe sama — a tedy pro né&j tvrzeni véty plati.

Dile zkoumejme grafy, pro n€Z v = 1. KaZdy takovyto graf obsahuje prdvé jednu
kruZnici. MiZeme tedy kaZdy takovyto graf sestrojit ndsledujicim zpisobem. Vezmg-
me kruZnici K o k uzlech u,, ..., u,, k 2 3 a k stroma T}, ..., T,. V kaZdém ze stro-
mi T, (i = 1, ..., k) zvolime uzel a,. Pak ztotoZnime uzly a;a u; proi = 1,..., k.

Nyni dokdZeme n€kolik lemmat. Pod oznadenim G rozumime graf vy3e popsany.

Lemma 1. Necht G md vlastnost (KI). Budiz S; (resp. S,) kostra grafu G vznikld
odstranénim hrany umq (resp. Ulyey) pro 1S i<k, 1Sh<k (indexy se
berou modulo k). BudiZ §; mnoZina isomorfnich zobrazem kostry S, na kostru S,.
Pro 1 £ j £ k, j # h existuje nejvyse jedno i tak, Ze i + j — 1, i % j a uzel u; je
samodrutny v zobrazeni z §,;. PFitom je-li u; samodruZny v nékterém zobrazeni
z ni» uzly uj_y, u;, ( v tomto zobrazeni samodruzné nejsou.

Ditkaz. Uvazujme mnoZinu v&tvi B, (viz [1]) vychdzejicich z uzlu u; v kostfe S;.
Je-li ¢ stupeit uzlu u; v grafu G, pak t&hto vétvi je bud ¢ — 1 (je-lii = j — 1 nebo
i = j), nebo g. Pfitom kaZd4 z mnoZin B, obsahuje viechny v&tve stromu T; vychd-
zejici za; = uy, a to v poltu @ — 2. (Je-li @ = 2, pak oviem takové vétve neexistuji.)
Mnozmu t&chto vétvi oznaéme B a budiz B; = B; = B. Necht nyni u; je samodruz-
nym uzlem v zobrazeni ¢ € &, Znamend to, Ze existuje vzdjemné jednoznalné
ptifazeni mezi v&vemi z mnoZin B, a B, tak, Ze odpovidajici si vétve jsou spolu
isomorfni. TotéZ plati tedy i o mnoZinich B, a B;. Pfedpoklddejme h + j — 1,
h + j. Budiz B, = {B}, B, }, kde B, (resp. B, ) je vé&tev z B, obsahujici uzel u;,,
(resp. u;_,). Podobn& definujme B; = {B;', B; }. Je tedy bud B; =~ B; a B, = B/,
nebo B, ~ B; a B, = B}. (Symbol & oznaluje isomorfismus dvou grafti.) Pfed-
poklddejme bez Gjmy na obecnosti, Ze uzly u;, 4, 4; po dvou oddé&luji uzly u;, u, na
kruZnici K. Znamen4 to, %¢ B, vznikne z B; odstran&nim hrany u,u,,, a pfipadng&
dal¥ich uzld a hran a je tedy vlastnim podstromem stromu B} . Proto nemiiZe byt
B ~ B}. Je tu tedy pouze moZnost B, =~ B;, B, = B{ a uzly u;_y, u;,, tedy
nebudou samodruZné ve ¢. Pfedpoklddejme nyni, Ze existuji &isla i,, i, takovd, Ze
1S, Sk1Si Skig+j—1,iy #j,i, #£j— 1,1, # jauzelu;je samodruZ-
ny v zobrazeni ¢; € &, @ soucasné v zobrazeni @, € F;;,. Oznatme opét analogicky
ptedelému B, = {Bi, Bi.}, B}, = {B;;, B;}. Mdme B, ~ B;, B, = B}, B, =
~ B;, By = Bj,. Je tedy B = B a B;, = B, coZ je moZné, jak bylo ukdzino
vyse, pouze pfi iy = i2-

i2?
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Lemma 2. Centrum ka%dé kostry grafu G s vlastnosti (KI) je uzel kruZnice K.

Dtkaz. Pfedpoklddejme nejprve, Ze prim&r kostry S; pro n&které i je sudé &islo &
a centrum c; této kostry (které je podle [1] jediné) je uzel stromu T; rizny od u,.
Centrem c, prochdzi alespoii jedna diametrdlni cesta tak, Ze c; je rovn€Z centrem této
cesty. Alespoil jeden z koncovych uzli této cesty je rovnéZ koncovym uzlem stromu T},
ozna¥me jej v. Mdme d(c,, v) = 49, coZ je polomér kostry S;. BudiZnyni 1 < h < k,
h + i a vezm&me kostru S,. ProtoZe S, = S,, kostra S, musi mit tenty? pramé&r i po-
lomér jako S;. Centrum c, kostry S, je op&t jediné (nebof primér je opét sudy) a jeho
vzddlenost od v nesmi pfesahovat 14; tedy je to opét uzel stromu T; riizny od u;.
Existuje-li diametrdlni cesta kostry S;, kterd je celd obsaZena v T, pak tato cesta je
diametrdlni cestou i v S, a jeji centrum ¢, je rovnéZ centrem stromu S,, a tedy ¢; = ¢,
V opa¢ném ptipad& kaZd4 diametrdlni cesta kostry S; md jeden koncovy uzel v T},
druhy mimo T, tedy prochdzi uzlem u; a totéZ plati i pro diametrdlni cesty kostry S,,.
BudiZ D, diametrdlni cesta kostry S; a D, diametrdlni cesta kostry S,. BudiZ v konco-
vy uzel cesty -D; v T;; koncovy uzel cesty D, leZici v T; oznatme w. Cesta D; obsahuje
usek-D; z u; do c;, cesta D), obsahuje isek D; z u; do c,. BudiZ x spole¢ny uzel cest D;
a Dy takovy, Z: tisek cesty D, z x do ¢; a usek D, z x do ¢, nemaji spoleény uzel
kromé& x. Zfejmé nyni -

d(v, w) = d(c;, v) + d(c;, x) + d(cy, x) + d(cy, W) .
Av3ak
d(cy, v) = d(cy, w) = 16,

a protoZe d je primér kostry S,, musi byt

d(v,w) < 6.
Je tedy
d(c;, x) = d(c, x) = 0

a tedy ¢; = ¢, = x. Ale protoZe spoleny uzel x mohl byt totoZny s u;, je bud u;
centrem obou koster S, S, nebo je ¢; = ¢, + u;. Tim jsme dokdzali p¥i sudém 9, Ze
v pfipadé, kdy centrum n&které kostry grafu G je uzlem n€kterého stromu T; riznym
od u;, splyvd toto centrum s centry ostatnich koster. Pfi lichém 4 1ze analogicky do-
kdzat, Ze v pfipadé, kdy centrdlni hrana né&které kostry grafu G je hranou nékterého
stromu T, splyvd tato centrdlni hrana s centrdlnimi hranami ostatnich koster.
ProtoZe pfi isomorfnim zobrazeni stromu na strom se centrum zobrazi opét jako
centrum a centrdlni hrana opét jako centrdlni hrana, centrum (resp. centrdlni hrana)
kaZdé kostry grafu G je samodruZné (resp. samodruZnd) ve viech isomorfnich zobra-
zenich jedné kostry na druhou. BudiZ ¢ isomorfni zobrazeni kostry S; na kostru S,.
Ziejmé lze zvolit ¢ tak, % viechny uzly stromu T; se zobrazi na sebe (nebof viechny
vé&tve stromu T; vychdzejici z u; s vyjimkou nejvySe dvou jsou spole€né viem kostrdm
grafu G). Tedy u; je uzel samodruZny ve viech zobrazenich ze viech &, coZ je spor
s lemmatem 1.
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Lemma 3. Budif uzel u; grafu G s vlastnosti (K1) jedinym centrem kostry S;.
PFi lichém k plati j = i + ¥(k — 1) (mod k) a vSechny hrany kruZnice K obsaZené
v S; patFi diametrdlnim cestdm kostry S;. PFi sudém k plati bud j = i + }(k ~ 2)
(mod k), nebo j = i + 3k (mod k) (pficem# pro obé takovd j je u; centrem kostry S ;)
a vSechny hrany kruZnice K kromé& u;, s 2)U;4 4% @ Uiy a8+ 342y kde indexy se
berou modulo k, patFi diametrdlnim cestdm kostry S;. .

Diikaz. Jestlie nékterd kostra S, grafu G obsahuje viechny diametrdinf cesty
kostry S}, jsou tyto cesty i diametrdlnimi cestami kostry S, (pon&vadZ viechny kostry
grafu G maji tentyZ primé&r). Pak takeé u, je centrem kostry S, a tedy je samodruZnym
uzlem v nékterém zobrazeni jedné kostry grafu G na druhou. Proto existuje nejvyse
jedno h takové, Ze S, obsahuje viechny diametrdlni cesty kostry S;. Proto viechny
hrany kruZnice K s vyjimkou uu,., (kterd se nevyskytuje v S;) a uyu,,, patfi dia-
metrdlnim cestdm kostry S;. JestliZe takové h existuje, je zfejm& budj = h + 1, nebo
j = h — 1(indexy bereme modulo k). Obg kostry S; a S, maji spole&ny podstrom T;.
BudiZ ¢ isomorfni zobrazeni S; na S, takové, Ze viechny uzly stromu T; jsou
samodruZné ve ¢. To lze, protoZe u; je samodruZzny uzel a strom T; je tvofen
vétvemi obou koster vychdzejicimi z uzlu u;. Zbyvaji dv& vétve B;, BT, které nepatii
stromu T;; v&tev B; obsahuje uzel u;,,, vétev B; obsahuje uzel u;_,. Pfedpokl4-
dejme bez Ujmy na obecnosti j = h + 1. Definujme v S, obdobn¥ vétve B,’, B, .
Podobné jako v ditkazu lemmatu 1 mdme B, = B;, B, = B;. Snadno zjistime, %e
vétev Bj obsahuje jako vlastni podgraf v&tev B, a jako dalij podgraf uzlové dis-
junktni s By obsahuje strom T;. Podobn& v&tev B, obsahuje jako vlastni podgraf
vétev B; a jako daldi podgraf uzlové disjunktni s B; obsahuje rovnéZ strom T;.
ProtoZe strom T; k B, v B} je pfipojen hranou u,u; a k Bj v By je pfipojen hranou
u;u;, 1, museji byt uzly u, = u;_; a u;,, stejn€ vzddleny od u; v S, i v S;. Tedy

j+1—i=i—-(j—-1) (modk),
z toho
2j =2i (modk).
Je-li k liché, je
j=i (modk)
a teﬁy Jj = i, coZ nevyhovuje, proto pro k liché neexistuje Zddné vySe zmin€né h

a v3echny hrany kruZnice K obsaZené v S; jsou hranami diametrdlnich cest kostry S;.
Je-li k sudé, pak

j=i (mod k),
z toho vyhovujici feSeni je
j=i+3k (modk),
potom
h=i+3k-2) (modk).
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Lemma 4. BudiZ hrana u s+, grafu G s vlastnosti (KI) centrdlni hranou kostry S e
Pak je zfejmé k sudé a plati j = i + 3k (mod k) a vSechny hrany kruznice K obsa-
fené v S, patf{ diametrdlnim cestdm kostry S;. (Indexy se berou opét modulo k.)

Dilkaz je analogicky ditkazu lemmatu 3.

Lemma 5. Budi# & primér kostry S,. Pro kaZdéj = 1, ..., k je vzddlenost uzlu u,
od libovolného uzlu x stromu T; mensi nex 36 pfi & sudém a mensi nez (0 — 1)
PFi 8 lichém. :

Dikaz. Jak zndmo, v pfipadé d sudého je vzddlenost kaZzdého uzlu stromu od
(jediného) centra tohoto stromu nejvy3e 35 (tj. polom&r stromu), v pfipadé & lichého
je vzddlenost kaZdého uzlu od bliZiiho z obou center nejvy3e 3(6 — 1). Podle lemma-
tu 2 centrum kostry S; je uzel kruZnice K. Uzel u; je ze vSech uzli kruZnice K uzlu x
(patticimu do T;) ngjbliZe, tedy jeho vzddlenost od x nepfesahuje vzddlenost x od
centra kostry S;.

Disledek lemmatu 5. Zddnd diametrdlni cesta kostry S; grafu G s vlastnosti (K1)
neobsahuje uzly stromu T, rizné od u,, kde u, je centrum kostry S ;.

Lemma 6. Necht cyklomatické ¢islo grafu G s vlastnosti (KI) je rovno jedné. Pak
pro graf G véta plati.

Diuikaz. Necht k.je liché, & sudé. (6 je primér kostry.) Pak ke kazdému j € {1, 2, ...
..., k} je vzdjemni jednozna&né ptifazeno i€ {1, ..., k} tak, Ze

j=i+3k—1) (modf)

a kaZdy uzel kruZnice K je (jedinym) centrem prdvé jedné kostry grafu G. Strom T,
je sloZen ze v8ech v&tvi kostry S;,;x-1) v uzlu u;, které neobsahuji diametrilni
cesty. ProtoZe pfi isomorfnim zobrazeni S;, 34—y Na Sy43-1) S€ zobrazi u; na u,,
také T; se zobrazi na T,. Viechny stromy T; pro je {1, ..., k} jsou tedy navzdjem
isomorfni, a to tak, Ze uzly u; si vZdy odpovidaji. Je tedy G € 6,.

BudiZ nyni k sudé, é sudé. BudiZ u; centrem né&které kostry grafu G.

Podle lemmatu 3 je u; centrem koster S;iix-2) Si+s Kdyby byl uzel u;,,
centrem n&které kostry grafu G, musel by byt centrem koster S; .44, Si+yk+2) COZ
nelze, protoZe centrem kostry S;. 4 je u; a existuje jediné centrum, nebof & je sudé.
Proto u;, neni centrem Zddné kostry, ale u;,, musi byt centrem kostry S;, 4+ 2y
a tedy rovné€Z kostry S;.;u+4)- Jdeme-li takto ddle, vidime, Ze centra koster grafu G
jsou prdav& viechny uzly u;, kde j = i (mod 2). Tedy také viechny stromy T; pro
Jj = i(mod 2) jsou isomorfni s T, a to tak, Ze v pfislusném isomorfismu uzel u;
odpovidd uzlu u,. BudiZ tedy j = i (mod 2). Pfi isomorfnim zobrazeni kostry
S;+4-2) Da kostru S;. 4, v némZ je uzel u; samodruiny, se zobrazi (op&t podle
lemmat 3 a 5) uzel u;_; na u;,, a uzel u;, na u;_,. Tedy také T;_, = T;,, apti
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pfislusném isomorfismu uzlu u;_, odpovidd uzel u;, ,. ProtoZe j bylo libovoln€ zvo-
lené &islo kongruentni s i modulo 2, plati pro libovolné h = i + 1(mod 2) vztah
T, = T;+4 a v pfisluiném isomorfismu uzlu a;,,; odpovidd uzel a,.

V ptipadé § lichého je diikaz analogicky, pouze misto center uvaZujeme centrdlni
hrany.

Lemma 7. Neexistuji grafy s vlastnosti (KI) o vétsim cyklomatickém Cisle ne¥
Jjedna.

Dikaz. Kostru grafu sestrojujeme obvykle tim zpisobem, Z¢ postupné odstraiu-
jeme hrany patfici kruZnicim, a takto postupng, po jednotkdch, snizujeme cykloma-
tické &islo grafu aZ na nulu. Proto sta¢i se omezit na grafy o cyklomatickém &isle dvé.
Budi? G takovyto graf. Kostry dvou grafii z G, U &, jsou spolu isomorfni ziejmé
pravé tehdy, jsou-li tyto grafy spolu isomorfni. Proto kaZdy graf vznikly odstranénim
jedné hrany patf¥ici kruznici z grafu G musi byt isomorfni s urditym grafem G’
z &, U G,. Graf G’ obsahuje jedinou kruZnici K'; jeji délka budiZ k. Jeji uzly oznadi-
me uj, ..., Uy; stromy Tj, ..., T, budteZ analogické stromiim Ty, ..., T, vy$e defino-
vanym. BudiZ [(G') = max max d(u,, x). Vznikne-li Gz grafu G’ pfiddnim hrany

15isk xeU(Ty’

spojujici dva uzly kruinicée v G, )pak odstran&énim libovolné hrany této kruZnice
dostaneme z grafu G graf G” o cyklomatickém &isle rovném jedné, ale s kruZnici
délky mensi neZ k. Necht tedy vznikne G z grafu G’ pfiddnim hrany spojujici dva uzly
stroml T, T; pro i + j tak, Ze alespoii jeden z nich neni uzlem kruZnice K’. BudiZ
bez Ujmy na obecnosti koncovy uzel v této hrany leZici v T; riizny od u;. Odstranime-li
hranu incidentni s u; leZici na cest& z u; do v, dostdvdme z G graf G” s touZ kruZnici
jako G’, aviak obdobné definovany strom T} zfejmé& nebude isomorfni se stromy T}
pro h = i (mod 2). Kone&n& vznikne-li G z G’ pfiddnim hrany spojujici uzly téhoZ T/,
pak odstran&nim hrany kruZnice K’ incidentni s u; dostaneme graf G” opét o cykloma-
tickém ¢&isle rovném jedné, ale zfejm& obdobné definované I(G”) je vé&tsi neZ I(G’).

Diikaz v&ty. Je-li cyklomatické ¢islo grafu G rovno nule, pak G je strom; md
tedy pouze jedinou kostru a véta pro n& plati. Pro grafy o cyklomatickém ¢&isle
rovném jedné véta plati podle lemmatu 6. Pro grafy o cyklomatickém d&isle vétSim
neZ jedna plati lemma 7, tedy Zddné takovéto grafy s vlastnosti (KI) neexistuji.
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Summary

THE GRAPHS, ALL OF WHOSE SPANNING TREES
ARE ISOMORPHIC TO EACH OTHER

BOHDAN ZELINKA, Liberec

Let k = Ibea positive integer, T a tree, a its vertex. Construct the graph G(k, T, a)
in the following manner: Take a circuit K of the length k, let its vertices be u,, ..., u;
in this order. Further take ktrees Ty, ..., T; allisomorphic to T and let a, be the vertex
of the tree T; corresponding in the isomorphism to the vertex a of the tree T. By iden-
tifying the vertex a, with u, for each i we obtain the graph G(k, T, a). The class of all
possible graphs G(k, T, a) for odd numbers k will be denoted by ®,. _

Now let us define the graph G(k, T", a’, T, a"). Let k = 4 be an even positive
integer, T', T" trees, a’ a vertex of the tree T and a” a vertex of the tree T", Take
a circuit K of the length k, let its vertices be u,, ..., u, in this order. Let T; for odd
i from 1 to k — 1 be trees isomorphic with T” and for even i from 2 to k trees iso-
morphic with T”. For an odd (even) i let a, be the vertex of the tree T corresponding
in the mentioned isomorphism to the vertex a’ (a”) of the tree T' (T"). By identifying
the vertices a; and u, for each i we obtain the graph G(k, T", a’, T", a”). The class
of all possible graphs G(k, T’, a’, T", a”) will be denoted by &,.

Now the following theorem is proved. '

Theorem. Let G be a finite graph, all of whose spanning trees are isomorphic to
each other. Then either G is a tree, or Ge &, or Ge 6,.
This theorem was expressed as a conjecture by J. SEDLACEK.
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