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EBENE KONVEXE AFFINZWANGLAUFE

HEeLMUT POTTMANN, WOLFGANG RATH, Wien

(Eingegangen am 19. 11. 1986)

.

Zusammenfassung. In dieser Arbeit werden Affinzwangldufe, bei denen alle Punktbahnen
konvexe Kurven sind, studiert. Ohne Differenzierbarkeitsvoraussetzungen wird eine Kenn-
zeichnung der konvexen Affinzwangliufe der euklidischen, pseudoeuklidischen und winkel-
treuen isotropen Ahnlichkeitsgruppe angegeben. Dies geschieht mit Hilfe einer kinematischen
Abbildung, welche die Punktbahnen eines ebenen affinen Zwanglaufs als Parallelrisse der kine-
matischen Bildkurve deutet. Die genannten Zwangldufe sind dann durch ebene konvexe kine-
matische Bildkurven gekennzeichnet. Das Beispiel eines konvexen zentroaffinen Zwanglaufs
mit einer nicht ebenen kinematischen Bildkurve zeigt die Schwierigkeit bei der Erfassung der
konvexen Zwangldufe der gesamten affinen Gruppe. '

Keywords: Affine Kinematics, Convex Curves.
AMS Classification: 53A17.

In der vorliegenden Note wollen wir jene ebenen Affinzwangldufe studieren, bei
welchen jeder Punkt X der Gangebene auf dem Rand eines (von X abhingigen)
konvexen Bereichs der Rastebene liuft. Hierbei verlangen wir nicht, daB jeweils
die gesamte Randkurve k durchlaufen wird, und wir lassen auch zu, daB X auf k
Umkehrlagen besitzt, die Bahn k(X) also im differentialgeometrischen Sinn Spitzen
aufweist. Es soll jedoch ausgeschlossen werden, daB sdmtliche Punktbahnen in
Geraden liegen; dieser Fall wurde bereits in [4] erortert. Da wir — dem Thema
entsprechend — den so definierten ebenen konvexen Affinzwangldufen keine
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen auferlegen wollen, versagen die iiblichen dif-
ferentialgeometrischen Methoden. Hingegen erweist sich eine vor kurzem einge-
fiihrte kinematische Abbildung [4, 5], welche die Punktbahnen eines affinen Zwang-
laufs Z als Parallelrisse einer Kurve ZI' des R® deutet, als adiquates Mittel zur
Behandlung des Problems. Die Losung erscheint zwar im allgemeinen Fall schwierig
und die entsprechenden Zwangliufe diirften geometrisch kaum beschreibbar sein.
Fir Zwangldufe im Sinne gewisser Untergruppen der affinen Gruppe, wie zum
Beispiel fiir die Gruppen der euklidischen, der pseudoeuklidischen und der winkel-
treuen isotropen Ahnlichkeiten, hat die Forderung nach Konvexitit jedoch mehr
Gewicht: Die kinematische Bildkurve ZI' ist eine ebene, im Rand eines konvexen
Bereichs liegende Kurve und demzufolge sind sdmtliche nichtgeradlinigen Punkt-
bahnen untereinander affin. Die einzigen konvexen Affinzwangldufe im Sinne der
euklidischen Bewegungsgruppe sind die krummlinigen Schiebungen ldngs konvexer
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Kurven, die stetigen Drehungen um einen festen Punkt und die Ellipsenbewegungen.
SchlieBlich zeigen wir anhand eines der zentroaffinen Kinematik entstammenden
Beispiels, daB auch nichtebene kinematische Bildkurven auf konvexe Affinzwang-
laufe fiihren kénnen. Damit treten die Schwierigkeiten ans Tageslicht, mit denen die
Losung des Problems fiir die gesamte affine Gruppe verbunden sein diirfte.

I. GRUNDLAGEN

Zur Betrachtung stehen ebene C°-Affinzwangliufe Z = X|Z, festgelegt durch
eine einparametrige stetige Schar von Affinititen «(t): Z — Z (te I = R), welche die
reelle affine Gangebene X mit dem affinen Koordinatensystem (O; x, y) auf die
Rastebene X (0; %, y) abbilden:

(1.1) X = ao(t) + ay () x + ay (1) y,
¥ =ay(t) + ax(t)x + as()y, aye co().

Jede solche Affinitdt o(t) bilden wir nun vermdge der kinematischen Abbildung I
auf den Punkt (ay9, ayy, dy3, a0, G231, @3,) des reellen sechsdimensionalen affinen
Raumes A45(R) ab, womit dem Zwanglauf Z die Kurve ZI' = {«(f) I' | tel} zu-
geordnet erscheint. Wie man (1.1) entnimmt, 148t sich die Bahn k(X) des Punktes
X(x, y) € X als lineares Bild der kinematischen Bildkurve ZI' deuten, und zwar —
nach Einbettung der Rastebene Z in den A® durch Identifizierung der Koordinaten
Ay9 = X, ayo = y — als Parallelriff von ZI' aus einem nur von X abhéngigen drei-
dimensionalen Fernzentrum Z} , des Fernraumes U® von A® auf die Rastebene Z.
Man vergleiche hierzu die Ausfiihrungen in [5], wo sich eine genauere Diskussion
der Fernzentrenmenge & = {Z3, | (x, y) € R?} findet. Hier wird auch der natiirliche
Aquivalenzbegriff behandelt, also geklirt, wie sich die Wahl anderer Bezugssysteme
auf das kinematische Bild auswirkt.

Genauere Kenntnisse benétigen wir fiir gewisse Untergruppen der affinen Gruppe:

1.1. Die Bildpunkte ol der euklidischen Ahnlichkeiten erfiillen den vierdimensio-
nalen Unterraum E*: a,, — a,, = 0, a;, + a,, = 0. Die Lage X' von X zur Zeit ¢,
also das Bild von X unter oc(t), entsteht nun schon durch Projektion des Punktes
«(t) I aus der Schnittgeraden z, , von Z} , mit dem Fernraum E] von E*. Die zwei-
parametrige Projektionszentrenmenge {z,,} ist ein elliptisches Netz N, < EJ,
vermindert um die Ferngerade u der Rastebene Z (vgl. [5, 9]). Die Punktbahnen eines
euklidisch-dquiformen Zwanglaufs lassen sich demnach durch Projektion der Kurve
ZT des vierdimensionalen Raumes E* aus den Geraden eines elliptischen Netzes /4",
im Fernraum E> des E* auf die Rastebene I = E* gewinnen.

1.2. Die Gruppe der pseudoeuklidischen Ahnlichkeiten kann durch a,, = a,, =
= 0 erfaBBt werden. Die Bildpunkte aI erfiillen also einen vierdimensionalen Unter-
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raum F* < A%, in dessen Fernraum F2 man nun als Projektionszentrenmenge
{z,,} ein hyperbolisches Netz A, hat, aus dem die zwei Treffgeradenbiischel der
Ferngeraden u der Rastebene zu entfernen sind [5].

1.3. Die Bewegungsgruppen der euklidischen bzw. pseudoeuklidischen Ebene
erfaBt man durch Schnitt von E* bzw. F* mit jenem quadratischen Hyperzylinder
Q < AS:

(1'2) Ay1dz; — ag2ay, =1,

der die Bildpunkte flichentreuer Affinititen a tragt [5].

1.4. Winkeltreue isotrope Ahnlichkeiten sind durch a,, = 0, a,, = a,, erfaBbar,
ihre kinematischen Bildpunkte fiillen demnach einen vierdimensionalen Unterraum
G* = A® aus. Man hat hier — gewissermaBen als Grenzfall zwischen der euklidischen
und der pseudoeuklidischen Ahnlichkeitsgruppe — fiir die Projektionszentren-
menge ein um das Treffgeradenbiischel der Ferngeraden u der Rastebene vermindertes
parabolisches Netz A, im Fernraum G des G* [5].

1.5. Die in 1.4 enthaltenen Zwanglaufe
(1.3) X = a,(t) + x,
y azo(‘) + ay()x +y,

y
im Sinne der ebenen isotropen Bewegungsgruppe gestatten eine besonders einfache
Behandlung: Vermdge der bereits von S. Lie verwendeten und spéter von K. Stru-
becker [7] aus gruppentheoretischer Sicht studierten ,,Lieschen Abbildung“ y ordnen
wir jedem «(f) den Punkt o(t)y (ay0, a20, a24) des A3(R) zu. Die Bahn k(X) des
Punktes X(x, y) € Z ist schiebungsgleich zur Kurve

(1.4) x(t) = ayo(t), F(t) = azo(t) + azy(t) x .
Dies ist der ParallelriB von Zy auf die Rastebene X (a,; = 0) zur Projektionsrichtung
(0, x, —1). Demnach erhilt man die Bahnen k(X) bis auf Schiebungen durch
Parallelprojektion der Kurve Zy auf die Rastebene Z, wobei die Projektionszentren
Z, , auf der Ferngeraden der Ebene a;, = 0 liegen.

1.6. SchlieBlich betrachten wir noch die zentroaffine Gruppe, deren Transforma-
tionen einen Punkt, 0.B.d.A. den Punkt O fest lassen. Ihre I'-Bildpunkte erfiillen
also den vierdimensionalen Unterraum K* = A4%: a,o = a;, = 0. So wie es bei den
ebenen isotropen Bewegungen bloB oo! wesentlich verschiedene Bahnen gibt, da die
Bahnen paralleler Punkte X, und X, (x; = x;) durch isotrope Schiebungen zu-
sammenhingen, hat man auch hier bloB 00! wesentlich verschiedene Bahnen. Nun sind
nidmlich die Bahnen von Punkten derselben Geraden g 3 O beziiglich O zentrisch
dhnlich. Bis auf Affinitéiten erhilt man hier jedenfalls die oco! wesentlich verschiede-
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nen Bahnen durch Parallelprojektion aus den Geraden eines Regulus # des Fern-
raumes K] von K* [5].

2. KONVEXE ZWANGLAUFE IM SINNE GEWISSER AHNLICHKEITSGRUPPEN

Nun haben wir die Mittel bereit, folgendes Ergebnis zu zeigen:

Satz 1. Ein konvexer Zwanglauf Z im Sinne der Gruppe der euklidischen, der
pseudoeuklidischen oder der winkeltreuen isotropen Ahnlichkeiten besitzt als
kinematische Bildkurve ZI' eine im Rand eines ebenen konvexen Bereichs liegende
Kurve. Z ist entweder eine krummlinige Translation, ein Zwanglauf mit Fixpunkt
oder ein Zwanglauf, bei dem die Punkte eines gangfesten Kreises (im Sinne der
jeweiligen Gruppe) oder einer Geraden auf Geraden laufen und die iibrigen Punkt-
bahnen durch regulire Affinitdten zusammenhdngen; nur in der isotropen Geo-
metrie existieren auch nichttranslatorische konvexe Zwangldufe, wo kein Punkt
auf einer Geraden lduft oder fest bleibt.

Beweis. Wir nehmen im Rahmen eines indirekten Beweises an, die Kurve ZI'
enthalte 4, einen 3-Raum A? aufspannende Punkte o, ..., a,I". Der 3-Raum A3
besitze die Fernebene A2. Wir unterscheiden nun 2 Fille:

Fall 1: Die Ebene AZ enthdlt keine Achse des Projektionszentrennetzes. Demnach
liegt genau eine Gerade z, € A, (bzw. A", &,) in A2. Die Gerade z, sowie jene
Geraden z € A, (N, A',), welche die Ferngerade u der Rastebene X treffen, pro-
jizieren wir aus a,I" auf die Ebene ¢ = a,I'a,'a;I" und erhalten eine Punktmenge
M < ¢, welche hochstens aus 3 Geraden besteht. Nun wihlen wir einen nicht zu IR
gehorenden Punkt P im Inneren des Dreiecks a,I'a,I'a;I". Durch den Fernpunkt
P,e A? von a,I'P geht nach Konstruktion genau eine Gerade z,, ,, des Netzes A",
(A4 A ,), welche zu einem bestimmten eigentlichen Punkt X,(xy, y;) der Gang-
ebene I gehort. Die a-Bilder von X, erhalten wir durch Projektion 4,, ,, der ;I
aus z,, ,, auf Z. Da die Gerade Pa,I" die Projektionsgerade z, ,, (in P,) trifft, be-
sitzen P und a,I" dasselbe Bild. Weiters ist die Einschrinkung von A, , auf die
Ebene ¢ eine reguldre Affinitit, da z,, ,, die Ferngerade e, von ¢ nicht treffen kann.
Damit ergeben sich 4 Lagen X, «,, ..., X, des Punktes X, wobei X,a, im Inneren
der konvexen Hiille von X 1%, - -5 X105 liegt. Dies stellt aber einen Widerspruch zur
Voraussetzung dar, daB wir einen konvexen Zwanglauf vor uns haben. In der
pseudoeuklidischen und in der isotropen Geometrie existiert auch der

Fall 2. Die Ebene A} enthilt eine Achse a des Projektionszentrennetzes. Sei 2
die Menge der Projektionszentren, die nicht ganzin A liegen. Dann trifft jede Gerade
z € Z die Ebene A? in einem Punkt von d = a\ {U}, wobei a die Ferngerade u der
Rastebene in U schneiden mége. Bis auf Affinititen erhalten wir nun Lagenquadrupel

282




Xa,, ..., Xa,, wenn wir ganz in A3 bleiben und aus den Punkten von d auf eine Ebene
7 projizieren, deren von a verschigdene Ferngerade durch U lduft. Es liegt also im
wesentlichen die in 1.5 beschriebene, zur Lieschen Abbildung. y gehorige Situation
vor. Wir spannen nun das Tetraeder «,I"... a,I" in zwei Stiitzebenen ¢,, &, aus dem
-durch a bestimmten Parallelebenenbiischel B ein. Unter der Annahme, es liege ein
Punkt «;I", etwa a,I” zwischen den Ebenen ¢, und &, (Abb. la), kommen wir sofort
zu einem Widerspruch: Die Ebene e, durch o,I" schneidet nimlich das Dreieck
o, I" a,I" a,I in einer Strecke, auf der wir den Punkt P so wéhlen, daB der Fernpunkt
P, von Pa,I" verschieden von U ist. Nun besitzen P und o,I" bei Projektion aus P,
dasselbe Bild und der RiB von a,I' liegt im Inneren der konvexen Hiille der Risse
der drei restlichen Tetraederecken. Bleiben also nur noch die Félle b und ¢ (Abb. 1),
'wo alle 4 Punkte «,I,...,a,I in ¢, und ¢, liegen. Eine stetige Kurve ZI' des F*
bzw. G*, wo bei beliebiger Wahl von 4 paarweise verschiedenen Punkten o, T, ..., a,I"
stets 2 oder 3 in einer Ebene durch a liegen, gehort natiirlich zur Génze einer Ebene ¢
durch a an. Eine Ebene ¢ durch die Netzachse a ist aber fiir Projektion aus jeder
Geraden des Netzes projizierend, weshalb Z ein Zwanglauf mit durchwegs geradlini-
gen Bahnen sein muB und damit im Widerspruch zur Voraussetzung nicht konvex ist.

ol ) o,
al” P oy
a3l
o, “ ! .l
> [ £ € i€2 & fsz
© ® ©

Abb. 1

Wir haben nun gezeigt, daB die Bildkurve ZI' eines konvexen Zwanglaufs Z eben
sein muB. Da Z nicht geradlinig ist, muB eine Projektion A,,,,, €Xistieren, welche
zwischen der Trigerebene ¢ von ZI' und Z eine reguldre Affinitdt induziert, weshalb
ZTI nur im Rand eines konvexen Bereichs K < ¢ liegen kann. Die nichtgeradlinigen
Bahnen sind offenbar simtlich zu ZI' und daher auch untereinander affin. Zur
Bestimmung der Punkte mit geradlinigen Bahnen fassen wir ¢ als Schmiegebene
einer C?-Kurve ZI' = E* (bzw. F*, G*) auf. Wir identifizieren damit die gesuchte
Punktmenge mit der Wendekurve des C2-Zwanglaufs Z an der betrachteten Stelle
und erkennen sie als Kreis oder Gerade, bzw. als leere Menge (vgl. [4]). Somit laufen
im ersten Fall die Punkte eines euklidischen, pseudoeuklidischen oder isotropen
Kreises k (eventuell Nullkreises ko) oder die Punkte einer Geraden auf Geraden der
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Rastebene. Insbesondere bleibt der singuldre Punkt P, von k, fix und die iibrigen
Bahnen hiingen durch Drehstreckungen (im Sinne der jeweiligen Gruppe) mit dem
Zentrum P, zusammen. Im 2. Fall wird die Ferngerade e, von ¢ von keinem Projek-
tionszentrum getroffen, weshalb e, bei einem elliptischen oder hyperbolischen Netz
A, bzw. A", nur die Ferngerade u der Rastebene £ sein kann. Dies 148t uns Z als
krummlinige Translation erkennen. Bei einem parabolischen Netz 47, ist e, in dem:
zwar zu A, nicht aber zur Projektionszentrenmenge gehdrenden Biischel mit dem
Scheitel U enthalten, e, ist jedoch verschieden von der Netzachse a. Dies ist der im
Satz erwidhnte Fall eines nichttranslatorischen Zwanglaufs, wo kein Punkt auf einer
Geraden lauft oder fest bleibt, sofern nicht e, = u und damit Z translatorisch ist. [
Unser Beweis begriindet auch den

Satz 2. a) Das I'-Bild eines euklidisch-dquiformen Zwanglaufs mit durchwegs
geradlinigen Bahnen liegt in einer Geraden des E*. Geradlinige Zwangliufe im
Sinne der pseudoeuklidischen oder der winkeltreu-isotropen Ahnlichkeitsgruppe
besitzen als I'-Bild entweder eine geradlinige Kurve des F* bzw. G* oder eine
Kurve in einer Ebene, deren Ferngerade Achse des Projektionszentrennetzes N,
bzw. A, ist.

b) Die konvexen Zwangldufe aus Satz 1 sind genau die I'"1-Bilder von Kurven,
die in nicht unter a) genannten Ebenen des E* (bzw. F* oder G*) liegen und dem
nicht ganz in einer Geraden liegenden Rand eines konvexen Bereichs angehiren.

Im Falle der euklidischen und pseudoeuklidischen Bewegungsgruppen ist ZI"
auch noch an den quadratischen Zylinder Q (1.2) gebunden, woraus wir schlieBen

(vgl. [4]):

Satz 3. Die konvexen Zwangldufe im Sinne der euklidischen oder der pseudo-
euklidischen Bewegungsgruppe sind krummlinige Translationen, stetige Drehungen
um einen festen Punk toder euklidische bzw. pseudoeuklidische Kreuzschieber-
getriebe.

Die Bahnen euklidischer Kreuzschiebergetriebe liegen bekanntlich in konzentri-
schen Ellipsen oder in Geraden, die Bahnen der pseudoecuklidischen Gegenstiicke
gehoren Hyperbeln oder Geraden durch den gemeinsamen Mittelpunkt O dieser
Hyperbeln an. ZT ist hier nur auf einen Hyperbelast beschréankt.

Mittels der euklidischen kinematischen Abbildung von W. Blaschke und J.
Griinwald (vgl. [1]) folgt aus Satz 3 der

Satz 4. Die einzigen nicht ganz in einer Geraden oder in einer absoluten Ebene
liegenden Kurven k des dreidimensionalen quasielliptischen Raumes, fiir welche
simtliche k enthaltenden nichtabsoluten Clifford’schen Linkszylinder konvexe
absolute Schnitte besitzen, sind die in quasielliptischen Schraublinien mit der
Quasitorsion T = 3 liegenden Kurven. ‘
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Diese quasielliptischen (und auch elliptischen) Schraublinien sind Raumkurven

3.Ordnung und bei K. Strubecker [6] ausfiihrlich behandelt (vgl. auch W. Wunderlich
8].

[ I*?iir die ebene isotrope Bewegungsgruppe ist die Vielfalt der konvexen Zwanglaufe
groBer als in der euklidischen oder pseudoeuklidischen Geometrie. Hier kann — wie
der 2. Fall im Beweis von Satz 1 zeigt — eine beliebige, in einer Ebene ¢ liegende
konvexe Kurve als Liesches Zwanglaufbild Zy gewahlt werden, wenn nur & nicht
parallel zur Ebene a,, = 0 ist. Genau auf die hier vorliegende Situation kénnen wir
bei Betrachtung von Zwangldufen im Sinne der 3-gliedrigen Gruppe der isotropen
Ahnlichkeiten mit fixem Ursprung kommen:

(2.1) f = a“x,

Yy =axx+azy.
Die Bahn des Punktes X(x, y) ist bei x = 0 affin zur Kurve:
(2.2) 56_ = au(t) N S" = azl(t) + azz(t) y/x .

Diese Kurve erhélt man aber — wie der Vergleich mit (1.4) zeigt — als Parallelri3
der kinematischen Bildkurve ZI' = A%: (0, ay,(f), 0,0, a,4(t), a5,(t)). Die oo!
Projektionszentren sind auf der Ferngeraden der Ebene a,; = 0 versammelt. Die
Bahnen der zum Fixpunkt O(0, 0) parallelen Punkte X (x = 0) licgen ohnehin auf
.der isotropen Geraden X = 0. Damit haben wir auch den

Satz 5. Ein konvexer Zwanglauf Z im Sinne der Gruppe der isotropen Ahnlich-
keiten mit fixem Ursprung besitzt als kinematische Bildkurve ZI' eine ebene,
im Rand eines konvexen Bereichs liegende Kurve.

3. BEMERKUNGEN UBER ALLGEMEINE KONVEXE AFFINZWANGLAUFE

Die Vermutung, daB fiir jeden konvexen Affinzwanglauf die kinematische Bild-
kurve ZI' eben sein muB, trifft leider nicht zu. Dies wollen wir durch folgendes
_Beispiel begriinden:

Zur Betrachtung mogen Zwanglaufe im Sinne der zentroaffinen Gruppe stehen
(vgl. 1.6). Wir wihlen einen Unterraum A* = K*, dessen Fernebene A2 den Regulus
A < K2 nach einem (nichtzerfallenden) Kegelschnitt k, schneidet. Nun geniigt es
offenbar, eine nichtebene Kurve k = ZI' = A3 zu finden, fiir welche simtliche
Parallelrisse aus den Punkten von k, auf eine geeignete Ebene konvex sind. Nach
Anwendung einer passenden Affinitét gelangen wir schlieBlich zu folgendem Problem:
‘Man gebe eine nichtebene Kurve des euklidischen R® an, welche bei Parallel-
projektion in Richtung der Erzeugenden eines Drehkegels stets eine im Rand eines
.konvexen Bereichs liegende Kurve liefert. Hierzu betrachten wir die Umschwung-
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kurve [3]:
(3.1) =cost, y=sint, z=¢cos2t, te[0,2n), £+0.

Abb. 2. Umschwungkurve k mit konvexem ParallelriB kP (¢ = 1/7).

Diese in Abb. 2 dargestellte einfach geschlossene Kurve 4. Ordnung kann als Schnitt
des Drehzylinders x? + y* = 1 mit dem parabolischen Zylinder z = g(1 — 2y?)
gewonnen werden. ¢ soll nun so bestimmt werden, daB der in z = 0 liegende RiB k?
von k fiir simtliche zur z-Achse unter dem Winkel /4 geneigten Projektionsrichtun--
gen konvex ausfillt. Hierbeli ist zu erzwingen, daB k? reguldr, doppelpunktfrei und
wendepunktfrei ist. ,

a) Regularitdt und Doppelpunktfreiheit: Ein Doppelpunkt (oder eine Spitze)
von kP kann nur auftreten, wenn die Verbindungsgerade zweier Punkte (bzw. die
Tangente in einem Punkt) von k ein Projektionsstrahl ist. Die Sehnenkongruenz.
von k erscheint bei Normalprojektion auf die yz-Ebene als Bisekantenmenge eines
in z = &1 — 2y?) liegenden Parabelbogens. Siamtliche dieser Geraden sind gegen
die y-Achse nicht stirker geneigt als die Tangenten in den Endpunkten P,(1, —e¢),
P,(—1, —¢) des Parabelbogens. Fiir |¢] < 1/4 ist dieser Neigungswinkel kleiner als
/4. Da der Winkel zwischen einer Geraden g und der Ebene 7,: z = 0 den Winkel
zwischen deren AufriB g” und der y-Achse 7, " nicht iibertreffen kann, ist bei Isl < 1/4

286



jede Gerade der Sehnenkongruenz von k gegen m, unter einem Winkel 8, < n/4
geneigt und kommt daher als Projektionsstrahl (B, = n[4) nicht in Frage.

b) Wendepunktfreiheit. Die Kurven k? sind bis auf Drehungen um den Ursprung
durch

(3.2) x=cos(t +a), y=sin(t+ &)+ £cos2t
erfaBt. Ein Wendepunkt von k? tritt bei 4 = xj — Xy = 0 auf:
4 =1+ 2¢(2sin(t + a)cos2t — sin2fcos (t + «)) = 1 + 24e.

Sicher gilt —3 < A < 3, so daB 4 fiir |s| < 1/6 nicht Null werden kann und dann k?
wendepunktfrei ist. ‘

Als Folge von a) und b) stellt damit die Umschwungkurve (3.1) fiir |¢] < 1/6 das
gesuchte Beispiel dar. Auf die Angabe des zugehorigen Affinzwanglaufs wollen wir
hier verzichten.

Eine geometrische Beschreibung samtlicher konvexer Affinzwangldufe diirfte
demnach schwierig sein. Selbstverstédndlich fithren ebene konvexe Bildkurven ZI,
sofern sie nicht zu geradlinigen Zwanglaufen gehoren, auf Losungen des Problems,
aber eben nicht auf alle. Durch zusitzliche Forderungen gelingen jedoch weitere
Aussagen, wie zum Beispiel:

Satz 6. Ist der Wendepunktort bei einem konvexen C3-Affinzwanglauf Z stets ein
reguldrer Kegelschnitt oder ein eigentliches Geradenpaar, so ist die Bildkurve ZI'
eben und eine im Rand eines konvexen Bereichs liegende Kurve.

Beweis. Da eine konvexe Kurve keine Wendepunkte enthilt, muB jeder Punkt
des Wendepunktorts einen Flachpunkt durchlaufen. Ist die Schmiegebene o der
Bildkurve ZI' nicht stationir, so ist dies nach [4] nur mdglich, wenn genau eine
eigentliche Wendegerade existiert oder alle Punkte Wendepunkte durchlaufen. Da
der letzte Fall nicht stindig eintreten kann, da sonst alle Punkte auf Geraden wandern,
und der erste im Satz ausgeschlossen ist, mufl o stationir und die Bildkurve ZI' eben
sein. [J
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Souhrn

ROVINNE KONVEXNI AFINNI POHYBY

HeLmuT POTTMANN, WOLFGANG RATH

V préci se studuji jednoparametrické pohyby v afinni roving, jejichZ viechny trajektorie jsou
konvexni kiivky. Bez pfedpokladu o diferencovatelnosti jsou takové pohyby charakterizovany
v grup@ euklidovskych, pseudoeuklidovskych a Ghly zachovavajicich isotropnich podobnostnich
transformaci. Tohoto cile je dosaZeno pouZitim kinematického zobrazeni, které umoZiuje
vytvofit trajektorie afinniho pohybu jako rovnob&Zné pruméty pevné kiivky v kinematickém
prostoru. Pro uvaZované specialni pohyby je tato kfivka konvexni a rovinna.

Priklad centroafinniho konvexniho pohybu, jehoZ kinematickym obrazem neni rovinna
ktivka, naznaluje obtiZnost feSeni daného problému pro obecnou afinni grupu.

Pe3ome

BBIITVKJIBIE JABUXEHHSA B AO®MHHON IUIOCKOCTU

HeLMUT POTTMANN, WOLFGANG RATH

CraThbs 3aHHMAETCA OQHO-TIAPAMETPHYECKMMHU ABHKEHUSIMHU B abdUHHOM ILUTOCKOCTH, BCE TpaeK-
TOPHH KOTODPBIX— BBHINYK/ble KpuBbie. be3 npeanonoxenus auddepeHunpyeMOCTH 3TH IBHKEHHUS
XapaKTepU3yIOTCA B IPYINIC €BKIHOBbIX, NICEBAOEBKIMIOBBIX B H30TPONHBIX COXPAHIIOLIUX YITIBI
nono6HeIX npeobpa3oBanuil.

JIna noxa3aTenbCTBA MCIONb3YETCS KHHEMATHYECKOE OTOOPaXeHue, KOTOPOE JAET BO3MOXKHOCTE
NOCTPOUTh TpaekTopun adhdHHHOro ABHXKEHHA KaK NapajulebHble NPOSKUMH HEKOTOPOW KPHBOK
B KHHEMATHYECKOM IIPOCTPAHCTBE, MABJIAIOLICHCHA BBIIYKIION IUIOCKOM IJIA 3THX CHELMAIbHBIX
JBHXCHUINA.

ITpumep neHTpo-addUHHOrO BEHINYKJIOrO OBHXECHHS, KHHEMAaTHYECKOE OTOOpakeHHe KOTOPOro
He ABJIAETCS IUTOCKOX KPUBOM, IOKA3bIBAET, YTO PEIIEHUE NJAHHOK NpoGieMsl Anst oouteit adhduHHOK
TPyIIIbl HE ABJIACTCA OYEBHUIHBIM.

Anschrift der Verfasser: Institut fiir Geometrie der Technischen Universitit Wien, Wiedner
Hauptstrasse 8-10, A-1040 Wien, Osterreich.
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