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1968 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALIUM. TOM 27 

Ira matematické analýzy přírodovědecké fakulty 
Vedoucí katedry: Mř. prof. RNDr. Miroslav Laitoch, 

POZNÁMKA O JISTÝCH NELINEÁRNÍCH 
DIFERENCIÁLNÍCH ROVNICÍCH 3. A 4. ŘÁDU 

JANVORÁČEK 
(Došlo 12. 6. 1967) 

Věnováno p . prof. dr. O. Borůvkoví k 70. narozeninám 

V této poznámce je uvedeno několik vět o vlastnostech řešení diferenciálních 
rovnic 

x'" + ax" + g(x') + h(x) = Q(t), (1) 
x" + ax'" + bx" + h(x') + k(x) = Q(t), (2) 

kde^ a, b jsou kladné konstanty. 
Úvahy se opírají o obecnou větu, uvedenou v odstavci 1., která je zobecněním 

známé věty (sr. např. [1]) na případ, že funkce V závisí jen na některých slož
kách řešení uvažované soustavy. 

1. Buď dána soustava diferenciálních rovnic 

x\ =fi(xx,Xz, ...,xn,ť) (i= 1,2, ...,n), (3) 

kde fi jsou funkce spojité v En+1. Dále buď pt < p2 < ... < pk &-tice (k < n) 
přirozených čísel z intervalu <1, n}. Je4i V(xPl, xPz, ..., xpJ funkce k pro
měnných, pak dosazením složekxPl(t), x1h(t), • • •, xPk(t) řešení xx(t), x2(t), ..., xn(t) 
soustavy (3) za proměnné xPí, xpn, .... xPk do funkce V vznikne složená funkce 

k 

proměnné t. Tuto složenou funkci označíme stručně Vx(t). Pro výraz £ | xPi \ 
budeme užívat symbolu || x ||,,. ' ;=! 

Věta 1: Nechť existují spojité funkce V(xPl, xPi, ..., xPk), u(xPl, xP2, ..., xPk) 
kproměnných a kladná konstantaP tak, ze u(xPl, xJh, ..., xPk) > 0pro \\x \\k ^ P. 
Nechť dále V(xPl, xP2, ..., xPk) má v Ek spojité parciální derivace podle všech 
proměnných a splňuje vztahy 

, , ^ + r ^ " ^ ' --- '^ = +°° ' w 
* dV 

I -fa-fvt ^ —u(xPl,xp%,..., xPk) při 11 x | \ k Z P. (5) 

Potom, pro každé řešení soustavy (3), které existuje na intervalu neomezeném 
zprava platí 

lim sup \\x(t) \\k ú D, (6) 

a 



kde konstanta D je společná pro všechna uvazovaná řešeni soustavy (3). Je-li 
k — n, pak všechna řešení existují na intervalu neomezeném zprava (a platí (6)). 

D ů k a z : Zvolme číslo Q > P a označme 

M(Q)= Max V(xPl,x1H,...,xPk). (7) 
n*ii.se 

Podle vlastnosti (4) funkce V existuje R(Q) > Q t ak . že platí 

Min V(xih , xp , xPk) > M(Q). (8) 
\\.r.\\h->fí(Q) 

Uvažujme nyní řešení xx(t), x2(t), . . . , xn(t) soustavy (3), existující n a inter
valu <ř0, + co), pro k teré plat í | | x(t0) | | , <, Q. K d y b y existovalo t2 > t0 t ak , 
že || x(t2) | | , = R(Q), existovalo by i tx > t0, tx < L tak, že 

l !*(*i)l l* = & Q < \\x{t)\\* < R{Q) (9) 

pro všechna t e (£___, t2) (předpokládáme, že l2 > l 0 je nejmenší z čísel, pro k t e r á 
platí |i x(t.>) | | , =- R(Q)). Pro všechna t z intervalu <£_,, t2) pak platí podle (5). 
(3) a (9) 

áVJt) 
, ( ' i " f r / , • 

t akže Vz(t) je v t o m t o intervalu klesající. To je ovšem ve sporu s t ím, že podle 
(7), (8). (9) a definice čísla l2 plat í 

Vx(tx) < M(Q) < Vf(t2). 

Z toho t e d y usuzujeme, že pro všechna t > t0 platí nerovnost 

l l*(*)ll* < R{Q)-

Předpokládejme nyní, že na intervalu -/ = <l0, + co) existuje řešení ,/;,(/+ 
x2(t). .... xv(t) soustavy (3), pro které plat í nerovnost 

\\x(t) | | , > P (10) 

pro všechna teJ. Označme 

u --- Min u(xPl, xPi, xPk) na množině R(\\ x(i0) | | ,) > | | x | | , > P. (11) 

P r o všechna t > l0 platí podle (10), (5), (11) nerovnost 

dF<-<° 
a t e d y lim Vc(l) = — o o . To je ovšem spor, nebot funkce V je podle (4) 

í-*-fao 
zdola omezená. 

P r o každé řešení soustavy (3), které existuje na intervalu neomezeném zprava 
tedy je 

l i m i n f | |a;(í) | | , < P, 

takže pro ně musí p lat i t i (6), kde D = R(P). Věta je t ím dokázána, n e b o t 
tvrzení pro k = n je obsahem již zmíněné v ě t y z [1]. 
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2. N y n í si vš imneme diferenciální rovnice (1). V celém t o m t o odstavci 
předpokládáme, že g(y), h(x) &Q(t) jsou spojitými funkcemi svých p r o m ě n n ý c h 
na intervalu (— oo, + 0 0 ) . 

Věta 2. Nechť existuji kladné konstanty H, Q, G, e. tak, ze plati nerovnosti 

! h(x) I % H, " | Q(t) \ í Q pro všechna x, t, (12) 

g(y) sgn y ^ 4(H + Q) + e pro \y\ % G. (13) 

Potom všechna, řešení diferenciální rovnice (1) existují na intervalu neomezeném 
zprava a existuje kladná konstanta D tak, ze pro všechna řešení platí 

lim sup I x'(t) I < D. lim sup | x"(t) \ S D. (14) 
f->+oo ; .-i-oo 

D ů k a z : Převeďme rovnici (1) v ekvivalentní soustavu 

x' = y, y' = z. 2' - —flB - g(y) h(x) + Q(t) (15) 

a u v a ž u j m e funkci 

"«*-> = -•+•-/.*> *H ( r T ^ i ^ T T + , W ' 
kde a a r/ jsou k ladné kons tanty . Z (13) snadno plyne, že platí lim V(y, z) — + 00 
pro I y I + [ z I -^- + 00 a stejně jako v [2] lze ukázat , že při v h o d n é volbě 
parametrů a a n je možno nalézt *5 > 0 a P > 0 tak, že pro [ y | + |z | S; P 
platí 

| > + í ( - ^ ~ *»> ~ A<*> + «'» s (I 1-«iTŤTTTiT)' 
Podle věty 1 a podle (15) je t í m (14) dokázáno pro všechna řešení, k t e r á existují 
na intervalu neomezeném zprava. 

Uvažujme n y n í řešení x(t), y(l), z(t) soustavy (15), k teré existuje na intervalu 
<ř0, tj). Podle existenční věty ([3], str. 125. vě ta 3), užité na soustavu (15), 
p lat í při /, < + 00 aspoň jeden ze v z t a h ů 

lim sup I x(t) I == + 00, (16) 

lim sup I y(t) I = + 00, lim sup | z(t) \ — + 0 0 . (17) 
t-tt-t— «-*•«,— 

Položme nyní U = j y(t0) \ + \z(t0) \ + P. Z d ů k a z u věty 1 víme, že n a <í 0, tx) 
musí b ý t j y(t) | + | z(t) \ < E(U), t a k ž e nemůže plat i t (17). Užit ím (15) a v ě t y 
o střední hodnotě však p o t o m dos táváme pro všechna t e <í 0 , tx): 

I x(t) — x(t0) I = I y(0) I (t — ř0) < R(U) (tx - t0), lo<0 < t, 

takže nemůže p lat i t ani (16). Z t o h o plyne, že všechna řešení soustavy (15) 
a t edy i rovnice (1) existují n a intervalu neomezeném zprava a vše je dokázáno. 
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Věta 3. Nechť jsou, splněny předpoklady věty 2 a navíc předpokládejme, ze 
existuji kladné konstanty c, m, hx, Qx tak, ze 

\ g(y) — c y \ rš m pro všechna y, (18) 
t 

\ f Q(s) d.s | < Qx pro všechna l, (19) 
o 

h(x) sgn x ^ m při \ x \ j£ hx. (20) 

Potom jsou všechna řešení rovnice (1) omezená. Platili místo (20) dokonce 

lim inf h(x) sgn x > m, (21) 

pa/č existuje konstanta Dt tak, ze pro všechna řešení rovnice (1) platí vztahy 

lim sup | íc(t) ! <= L\, lim sup | ÍC'(Í) | ^ D . , ' (22) 
M- + O0 t->+CO 

lim sup | x"(ř) ! ^ Dj. 
í-*+co 

D ů k a z : P o z n a m e n e j m e nejprve, že za našich předpokladů plat í tvrzení 
v ě t y 2. Zvolíme-li t e d y pevně řešení x(t) rovnice (1), existuje T t a k , že pro 
v šechna t ^ T p la t í nerovnosti 

| x'(t) | ^ D + 1, | ÍC*(Í) 1 £ I ) + 1. (23) 

Položme nyní a(;?y) = g(í/) — c y a pišme (1) ve t v a r u 

cx'(t) -= Q(í) — rc"'(l) — «:r"(l) — a(x'(l)) — ft(a:(í)). 

Z t é t o iden t i ty (x(t) znamená zvolené řešení) vychází integrací v mezích tx, 
t > tx a násobením funkcí sgn x(ť) 

c(x(t) — x(tx)) sgn x(ť) — f Q(s) ds sgn #(l) — / [h(x(s)) + a(íe'(s))J ds sgna;(l) + 

+ [x"(tx) — x-"(l) + a(x'(tx) — »'(*))] . sgn x(ť). (24) 

B u d l! St T a předpokládejme, že pro všechna l ^ lx je | :e(l) | ^ hx a t e d y 
sgn :c(l) = konst . Z (24) p a k p lyne užitím (23) nerovnost 

c í x(t) | < c ! x(tx) ! + 2QX — f [h(x(s)) + oc(x'(s))] ds + 2(a + 1) (D + 1). 

P r o t o ž e plat í | cc(y) \ ÍŠ m pro všechna y, dos táváme nakonec užitím (20) 

c | x(t) \ <c\ x(ťx) I + 2[QX + (a + 1) (D + I)] . (25) 

Z t o h o již plyne, že pro všechna řešení rovnice (I) plat í pro všechna t ^ tx 

bud (25), nebo nerovnost 

c ! *(*) | < chx + 2 [ & + (a + 1) (2) + 1)], 



nebo dokonce nerovnost \x(t) \ <. hx. Tím je dokázáno první tvrzení věty. 
Abychom dokázali i druhé tvrzení uvažme, že z (21) vyplývá existsnce 

kladných konstant h2, d tak, že platí 

h(x) sgn x > m + d jakmile | x \ > h2- (26) 

Kdyby existovalo t2 ^ T tak, že řešení x(t) by pro všechna t > t2 splňovalo 
nerovnost i x(ť) \ > h2, dostali bychom z (24) (kde místo tt píšeme t2) užitím 
(26) vztah 

c i x(t) | < c | x(lt) I + 2[& + (a + 1) (D + 1)] — <5(ť — ř2), (27) 

z čehož plyne nesprávný vztah lim c | x(ť) \ = — oo. Pro každé řešení rovnice 
f~+ + co 

(1) tedv platí 
lim inf \x(t) | ^ hz. (28) 
f->+QO 

Zvolme e > 0. Podle (28) mohou nastat pro x(t) jen dva případy: 
1. Existuje t tak, že pro všechna t ^ t je | x(í) | S h2 + e. 
2. Ke každému lY existuje t > N tak, že | a;(í) | > h% + g. Potom můžeme 

vytvořit rostoucí a divergentní posloupnost {ř;,} (& = 1,2,...), jejímiž členy jsou 
právě všechna čísla th . j ^ T', pro která je | x(t,}l | = h2 + e. Uvažujme libovolné 
t ^ tx. Je-li | x(ř) | > h2 + e, existuje index &]_ tak, že tkl ^ t < řfcl+1 a sgn ÍC(Í) = 
= konst. pro všechna ř z intervalu <řAl, í^+i); z (24) (kde místo tx píšeme tk) 
potom dostáváme nerovnost 

c ! x(t) j ^ c(/*2 + fi) + 2[Q + (a + 1) (D + 1)]. 

Tím je vše dokázáno. 
Věta 4. Nechť jsou splněny předpoklady věty 2 a nechť dále existují kladné 

konstanty c, m, Q l 5 <5, h3 tak, ze platí (18), (19) a funkce h(x) splňuje vztah 

h(x) sgn x < —m — d pro všechna | x \ ^ h3. (29) 

Potom existují řešení rovnice (1), pro která platí 

lim | x(t) | =. + oo. (30) 
f-*+00 

Důkaz: Užijeme konstanty P a funkce ^(f/) z důkazu věty 2 a funkce 
a(y) z důkazu věty 3. Buďtež x'0 a XQ dvě libovolná reálná čísla a označme 
R = R(\ X0 I + | .ro ! + P). Dále buď ještě e > 0 a 

£ - Max / -L (QX(L7 + m ) + #(# + OTO)) + £? &3j . (31) 

Všimněme si funkce V(x, y, z, t), definované vztahem 
* t y 

2cV(x, y, z, t) = 2a f h(s) ás + (z + a.y + c.r — /"#(*) ds)2 + 2 / a(s) ás. (32) 
o o 6 

Snadno vidíme, že při \y \ ^ R, \ z \ ^ R platí 

lim V(x, y, z, t) = + oo, (33) 
I.-K + C0 
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neboť J h(s) ás roste nejvýš l ineárně, zat ímco d r u h ý sčítanec v (32) roste kvad-
o 

ratiek} ' v x. Dále označme symbolem S u p (k) s u p r e m u m funkce V(x, y, z, t) 
n a množině \x\ <, k, \y\SR, \z \ <_ R — o o < t < + o o . Z (33) plyne, 
existence čísla h(S) > S t akového, že pro všechna x, y, z, t, pro k t e r á platí 
nerovnosti \x\ >, h(S), \y \ < R, \ z | <1 R, — o o < t < + co, plat í t a k é 

V(x, y, z, t) > Sup (S): (34) 

Uvažujme nyní řešení x(t) rovnice (1), splňující počáteční p o d m í n k y x(t0) = 
= x0, x'(t0) = x'0, x"(t0) = x"0. Dokážeme, že p l a t i l i p ro x0, x'fí, x'0 v z t a h 

| x0 | > S, (35) 
p a k pro x(t) platí (30). 

Za t í m účelem dosaďme do V(x, y, z, t) za x,y,z funkce x(t), x'(t), x"(t). 
Vznikne t a k složená funkce t, k t e r o u označíme s tručně Vt(t) a pro jejíž derivaci 
podle t p lat í 

ňV (t\ 1 l 

- ^ = -x(h(x) + a(x')) + —fQ(s) ds(h(x) + a(x')) -

x'oc(x') x"h(x). 
c c 

Z d ů k a z u vě ty 1 víme, že pro všechna t >. t0 p la t í | x'(t) j ^ R, \ x"(t) | ^ R. 
Můžeme t e d y derivaci o d h a d n o u t t a k t o : 

á ~ P Z ~x(hx) + oc(x')) — i (Q1(H + m) + R(H + m)) > 

^ —x(h(x) + a(x')) — (ÓS — e). 

Z (35), (31) a (29) plyne — x0(h(x0) + ot(x0)) > — | « 0 | (sgn x0h(xQ) + m) > á*Sf, 

t a k ž e je v > ř; > (>- ^ e spojitosti uvažovaných funkcí vyplývá, že ne

rovnost 
dVx(t) 

át 
> 8 > 0 (36) 

zůstane zachována ještě v intervalu <ř0, t^), v němž plat í 

| x(t) | > >Sf. (37) 

Předpokláde jme nyní, že je tx < + oo a že | íK(řj) | = 8. P o t o m z (35), (34) 
a z definice čísla Sup (S) dos táváme nerovnost 

VJh) < Sup (8) < V:t(t0), 

což je ve sporu s nerovnost í (36), k t e r á plat í pro všechna t z intervalu <t0, tx). 
Nerovnost (37) t e d y plat í pro všechna t >, t0 a pro s te jná t p lat í i (36). Z t o h o 
plyne lim Vx(t) = + oo a z t o h o opět (30) uvážíme-li, že v (32) jsou y, z 

Í - + 00 
í 

i fQ(s) ás omezené, 
o 
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Závěrem ještě vys lovíme větu o existenci periodických řešení. 
Věta 5. Nechť rovnice (1) splňuje předpoklady pro platnost vztahů (22) (sr. 

větu 3). Jsou-li navíc řešeni (1) určena, počátečními podmínkami jednoznačně 
a funkce Q(t) je periodická, pak existuje aspoň jedno periodické řešení rovnice 
(1)- ' 

D ů k a z t é t o vě ty je možno provésti z n á m o u m e t o d o u pomocí Levinsonovy 
topologické transformace T (viz n a p ř . [4]). 

3. V t o m t o odstavci si všimneme diferenciální rovnice (2). V celé t é t o části 
předpok ládáme, že h(y), k(x), Q(t) jsou spojité pro všechny h o d n o t y proměn
ných. Protože důkazy vět 2', 3', 4', vyslovených v t o m t o odstavci jsou zcela 
analogické d ů k a z ů m vět vět 2, 3, 4 z odstavce 2, n e b u d e m e t y t o důkazy již 
podrobně provádět a upozorníme jen n a odlišné věci. 

Věta 2', V diferenciální rovnici (2) nechť h(y) má spojitou derivaci h'(y) pro 
všechna y a tylo další vlastnosti: 

lim h(y) | = + oo, h(y) sgn y > O pro \y \ ^ 1. 

h'(y) <: d, O < d < ob pro \y\ ^ I. 

Jestliže existují konstanty K, Q tak, ze | k(x) | ^ K, | Q(t) \ ^ Q pro všechna x 
a t, existují i všechna řešení rovnice (2) na intervalu neomezeném zprava a existuje 
kladná konstanta D' tak, že pro všechna řešení platí 

lim sup I x'(t) | <* D', lim sup | x"(t) \ S D', lim sup j x'"(t) \ S D'. 
tW + « «->+<» í~>+co 

D ů k a z : Převeďme rovnici (2) v ekvivalentní soustavu x' = y, y' -= z, 
z' = w, w' = — a w — bz — &(?/) — k(x) + Q(t) a označme C = Max (sup h(i/), 

ah + 1). Stejně jako v [5] se d á ukázat , že jsou-li óx a da k o n s t a n t y , vyhovu
jící nerovnostem 

< 6 < . ah — d > ad*, > O, 
a c 

p a k funkce V(y. z, w) definovaná vz tahem 

2V(y, z, w) = (1 + 2a)fh(s) ás + ó2by2 + [a(a + I) + b(óx + 1) — 
o 

— d2] ^ + (1 + Sx) w* + 22(1 + dx) h(y) + 2biy(a,z + w) + 
on 

+ 2(o + 1) 2«; (1 + a.) Z 9 ? (y), 

kde 

1 pro y < — 2 

m á t y t o v lastnost i : 

lim V(y, z, w) = + oo pro | y \ + j z \ + | w j -> + oo, 

1 pro y > 2 

(p(y) = J sin ~ pro ! ,y | 2Š 2 
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existují k ladné k o n s t a n t y P, U tak, že p r o | y I + i z i + I w \ > P platí 

Věta 3'. íVec/?f 7'sott splněny předpoklady vfay 2' « ' « ^ * c 'předpokládejme, že 
ty c, m, kv Q[ tak, že platí (1S) a ^ i e 

Zbytek ú v a h y jo zcela analogický důkazu věty- 2-
Věta 3'. íVec^' jsow SJC 

existuji kladné konstanty 

\h(y) —cy\ <, m pro-všechny y (38) 

fc(.c) sgn a- > m při \ X \ ^ kv (39) 

Potom jsou všechna řešeni rovnice (2) omezená. 
Plati-li místo (39) dokonce 

lim inf A:(x) sgn o; :> ,ni, 
I x | - + 00 

2>a& existuje konstanta D[ tak, že pro všechna řešení rovnice (2) platí nerovnosti 

lim sup ! x(t) \ < D[, lim sup i x'(l) \ ^ Di> 
í ^ + « 3 í - + 00 
lim sup | x"(t) \ < D[, l im sup i x'"(t) I ^ Dí • 
OM-oo í-*+co 

l ) ů k a z je zcela analogický d ů k a z u vě ty 3. 
Věta 4'. Nechť jsou splněny předpoklady věty 2' a nechť dále existují kladné 

konstanty c, m, Qly 6, k3 tak, že platí (19), (38) a funkce k(x) splňuje vztah 

k(x) sgn x < — m — d pro všechna \ x \ 2: kz. 

Potom, existují řešení rovnice (2), pro která platí (30). 
D ů k a z je analogický d ů k a z u vě ty 4; jako srovnávací funkce můžeme užít 

funkce V(x, y, z, w, t), definované v z t a h e m 

2cV(x, y, z, w, i) = 2bf k(s) ás -f 2a f (5(s) ás + 
o o 

+ (w + az + by + cx — f Q(s) ds) 2 , 
o 

kde fi(y) — h(y) — cy. 
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Z u s s a in m e n f a s sung 

E I N E B E M E R K U N G Ü B E R B E S T I M M T E N I C H T L I N E A R E 
D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G E N 3. U N D 4. O R D N U N G 

Jan Voräcek 

In der Arbeit werden einige Eigenschaften der Lösungen der Differentialgleichungen 
(1), (2) untersucht. 

Zuerst wird ein allgemeiner Satz über künftige Beschränl -v Komponenten 
der Lösungen des Differentialgleichungsystems (3) angeführt. Der Beweis wird mit 
bekannten Methoden ([1]) geführt. Mit Hilfe dieses Satzes werden weiter Sätze über (1) 
bewiesen: Wenn (12), (13) gilt, sind die Ableitungen aller Lösungen künftig beschränkt, 
gilt dazu noch (18), (19), (20) sind auch alle Lösungen beschränkt. Wenn anstatt (20) 
gar (21) gilt, sind die Lösungen von (1) künftig beschränkt. Dagegen kann (1) auch 
divergente Lösungen mit künftig bescl gen besitzen und zwar wenn (29) 
statt (20) gilt. Ähnliche Sätze beweist man auch für (2). 
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