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1969 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS — TOM 30
FACULTAS RERUM NATURALIUM

Laboratof optiky ptirodovédecké fakulty
Vedouci laboratofe: prof. RNDr. Bediich Havelka, doktor véd

METHODEN DER BERECHNUNG DER
UBERTRAGUNGSFUNKTION

JIRT KEPRT
( Eingelangt am 13. Funi 1968)

Die optische Ubertragungsfunktion D(p) berechnet man bei den Systemen
mit der sphérischen Aberration [s. 6] aus dem integralen Ausdruck:

D(o) — * f f cos [2 70V U0, w, @)] dv dw, )
7 Ac?
Sy
Wo o = L Ac die reduzierte Raumfrequenz, A die Wellenldnge des verwendeten

Lichtes und ¢ die Blendenzahl des optischen Systems sind. Das Integrations-
gebiet S; ist ein Viertel der ganzen Integrationszone, welche der gemeinsame
Teil zweier Einheitskreise mit den Mitten in den Punkten -+ o (Abb. I) ist.
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Die Funktion U(v, w, @) ist das Polynom, welches man in der Form:

U2, w, 0) = 4i[2Pi] + 43[4 Ps] + 45 [6 Ps] + 4; [8P2], (2
wo

P=9v 3

Py =o' + vw’ + o™ ©)

P, = v° + 20w + v o' + o2 (—130 v* + 2’0102) + oo (5)

P,=v + 30w + 3030t + vt +
+ o%(7v° + 10 v® w? + 30 w*) + o* (7 2% + 3 vw?) + b 6)

anschreiben kann.

Die Koeffizienten A,, A;, A;, A, driicken den Korrektionszustand des
optischen Systems aus und sie werden in einer anderen Arbeit abgeleitet.
Es gilt im Fall der sphérischen Aberration der siebenten Ordnung:

d= o= Dy 1 G (7)
16 M 12 M 8 M
wo Py, Q;, M die Parameter sind, die den Korrektionszustand des optischen
Systems charakterisieren [s. 1].
Die Defokussierung x,, resp. die Entfernung der Bildebene von der Gauf3schen
Paraxialebene driickt man mit Hilfe des Koeffizienten A, aus, denn

1

A1:*‘4—77 (8)

wobei 5 die Lage der Bildebene x, als das Vielfache der sphérischen Aberration
Ax; definiert. Es gilt:

Xg=mndx. )

Weiter werden wir noch die partiellen Differentialquotienten der Funktion
U(v, w, 0) brauchen. Bezeichnen wir -

oU _ ~ B
oy = U@ )= A2+ A4 Q] + A6 O] + A B O],
ov
(10)
wo
Q; =3 0% + w? + ¢ , (11)
0; = 5v' + 6%u? + vt + 20 (50° + ) + ¢! (12)
Q; = 7% + 159* w* + 9 o*w' + w® + ¢¥(35v* -+ 300%° + 3uwt) +
+ 30%(7 0% + w®) + of (13)
ist. Ahnlich
0 - — —
O U w0 = ABRI+ A [24R] + 4,[6R), (19
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WO : , .
Ry=vw (15)
R=v*w+ow®+ ovw ' (16)
R,=30°w+60°w® + 30w’ +202(50°w+3vw’)+30tvw (17)
ist.

Die Hopkinsmethode

Die Berechnung des Integrals kann man mit Hilfe der Methode von Hopkins
durchfiihren. Besserer Ubersicht wegen bezeichnen wir:

S0, w) = 27 i‘ U (o, 0), (18)

dann kann man in der Komplexbezeichnung den Ausdruck (1) als
1 if (v, w)
Do) — —”e do dw (19)
= .
S

beschreiben. Die Integrationszone S = 4 §; ist das symmetrische Gebiet und
da die Funktion U(v, w, ¢0) wegen der Veridnderlichen v ungerade ist, kann man
die Beziehung (1) in der Form (19) ausdriicken.

In kleinem Gebiet des Punktes v, wy, der in der Integrationszone S liegt,
ist es moglich die Funktion f(v, w) mit Hilfe der Taylor — Entwicklung zu
ersetzen:

Sfv, w) = S(@o> wo) + fo(0os Wo) [0 — 0] + fulos wo) [0 — wp] . (20)

Es gilt also im elementaren rechtwinkligen Gebiet S; = 4 ¢ d:

v+ 8 wo+ €
f f 7@ dy dop — etf @) f 170 0w [0=2,] dg f e @0 0) [W=10] G
S; v, — 0 wy— €

J

1)

Der Mittelwert der Funktion ¢//®*) im Gebiet S; ist dann

TGy — 1 17 @0 eif.,,(vi,,w.,)a — e~y o, we) & . et oW e o=y, (v, u)ei )

46 1 fo (0 > Wo) i fu (Vo> o)

(22)
oder besser
eif (5;"’7;') — eif('[)o‘ w, sin [fv('vm wo) 6] sin [fw(vos ‘wo) 8] (23)
Y folwpw)d T fu(e mo)e
v\¥0> “o. w\%0> %o

Wenn wir weiter den Mittelwert auf dem elementaren Gebiet S; als

el €p1) = Fy (v, w) (24)
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bezeichnen, dann gilt der Mittelwert iiber die ganze Zone S, im Falle der glei-
chen elementaren Gebiete, als aritmetischer Durchschnitt der Mittelwerte.
Wir konnen schreiben

Flen= > Foa. (25)

Die optische Ubertragungsfunktion, resp. der Ausdruck (19) bekommt dann
die Form:

D(o) = Jlt f D Fwa). , (26)

Die Integrationszone S = n S; ist aber in Wirklichkeit das Stetigkéitsgebiet,
das sich expliziet

S=2(arccos o — o J/1 — 0% ' 27)
ausdriicken lafit.
Das elementare Gebiet S; = 40¢ hat die Mitte in den Punkten v, = p
und w, = ¢, fiir welche (Abb. 1) gilt:
0< g< |1 —p2,
0<p<|1—¢—o,

wenn wir das Integrationsgebiet S; = Z und die Anzahl des Elementargebietes

(28)

n "
ny = " erwigen.

Dann koénnen wir sagen, dafl

sinfi siny

Fj(p, q) = cos . - (29)
Y
ist, wo wir wieder den realen Teil der Beziehung (23) erwigen.
Im Punkt p, ¢ bestimmt man fortschreitend «, §, y. Bezeichnen wir:
P, = 4”9?1, Py = 12759715 > (30)
P; = 8npP ,, P, = 167oP;,
dann '
Ax;
o« = % (AP, + Ay Py + A Py + A; Py). (31)
C
Ahnlich '
Ql = 47';98 3 Q5 = 127t@8 Q5 3 (32)
Qs = 8mpe Oy, 0, = 16mpe Q7 »
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dann

Ax,
B=— (A O+ 4, 05 + A; 05 + A4, Q7) (33)
Auch .
R; = 16mp¢ 53 s R, = 32n0¢R, , (34)
R5 = 487'[@3 R5 )
wobei
Ax,
Y = (A3 R + As Ry + A4, R;). (35)

Zum Belsplel fir e = (S = 0,005 ist im Fall der Raumfrequenz ¢ = 0,05;
g=0,995 < 0,998 = |/ — p% Fiir ¢ = 0,505 ist dann pma = 0,805 <
\0813—l/l—q — 0.

Die Methode von Steel

Die Integralsfuntion (1), resp. (19) konnen wir in eine Potenzreihe entwickeln:

D(p) = Jf cos [f(v, w)] do dw = —fJ‘ do dw —

Sy

— 2 ([ fo, wydo dew + ... (36)
f J |

Im Falle der optischen Systeme, die mit kleinen sphérischen Abberrationen
belastet sind, resp. bei Systemen, wo eine giinstige Korrektion der sphérischen
Aberration eine solche Kontrastiibertragung in der giinstigsten Bildebene
sichert, daf} sie sich der Ubertragungsfunktion des physikalisch vollkommenen
Systems nihert, kann man den Integrationsausdruck (1) durch den vereinfachten
Ausdruck (36) ersetzen, aus dem wir die ersten zwei giiltigen Glieder der Ent-
wicklung verwenden. Wir legen folglich:

_ 4 _ 2 " . _
Do) =~ Sf f do dw ”S,f j f (0, w)dv dw 37)
fest. Oder besser
Do) — & f f do dw — 8 20? (%") f f U? (0, w, )do dwo . (38)

Sy

Die Funktion U('z), w, 0) ist nach der Beziehung (2) das Polynom dessen
Quadrat man in der Bezeichnung:

Uv, w, 0) = AIX, + A3X, + AiX, + A3 X, + A, 4. X5 +
+ A A; X + 4,4, X, + Az A Xy + Az A Xy + A4;4,X;, (39)
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anschreiben kann, wobei X;, X,...X;, die Polynome des Typs Zk; v*" w?"
sind, wo m, n die ganzen Zahlen sind, fiir welche, falls wir den Fall der sphiri-
schen Aberration siebenter Ordnung untersuchen

m+n<T7; 0=n=<6

gilt. -
Wenn man den Ausdruck (39) im Sinne der Relation (38) integriert, erhilt
man die Integrale des Typs:

H,p\on = f f 22" 2* do dw , (40)
s,

oder besser
it Vi—wt-e .
Hmwnzf j 2" @2 do dw . (41)
0 0
Falls man die Integration fiir v durchfiihrt, erhélt man
Ji—e

1 on (1)1 o3 2m +1
me en — T w 1 — w? — dw . 42
an 2m + 1 f (V 9) (42)
0

Wenn wir die Substitution -

H,

w=sinx, fir0 <x <«
einfithren, dann ist
/T — o2 =sina, resp. a«=arccosp.
Falls wir weiter bezeichnen, daf3
x=arccos g = Ry, und ¢=]1— g®= Ry, (43)

ist, kann man die Berechnung der Integrale (42) auf die Berechnung der rekur-
renten Beziehungen

. .
Ry0= ; [0” e+ (P — 1) Rpss0l (44)

wo
2=p=28—n)

ist und weiter

Rpwn = = o0 e — 21— DRyl (45)
fiir

1<#n<L6
iberfiihren.
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Danach kann man den integralen Ausdruck (42) als Summe:
2m + 1

H2m>2n = om + 1 Z( l)l (2m T 1) 9 R2(77L+1)"7:.27l (46)

i==0
ausdriicken.
Die rekurrenten Beziehungen (44), (45) und (46) kann man dann durch An-

wendung von automatischen Rechenmaschinen fiir eine beliebig gewdhlte
Raumfrequenz ¢ berechnen.

Bezeichnen wir:

[] %, do dw = N; (o) (47)
Sy

und weiter
27 0* Nj (o) = T; (o) - (48)

Dann kann man die Ubertragungsfunktion unter der Voraussetzung kleiner
Aberrationen mit Hilfe des Ausdrucks

~ D(e) = Dy(o) — Ds(o) - _ . (49)
bestimmen, Wwo
Dy (o) = (arc cosp — o J/1 — 02 (50)

die Ubertragunosfunktlon des physikalisch vollkommenen Systems (Tab. 1)
ist und wobei

Tab. 1
4 DO(@) i
S _ . a l
0,1 0,872888572 |
0.2 0,747060079 |
0.3 0,623837667 |
0.4 0,504631578
05 0391002221 |
0.6 0284756082 |
0.7 0,188120407 |
0.8 0,104088041
09 0,037386076

Do) = (”2") [A3Ty(0) + A3To(o) + ATy(o) + ASTi(0) +

+ AJAaTs(Q) + AlAsTG(Q) + A1A7T7 (0) (51)
+ A3A5T8(0) + A3A7T9(@) + A5A7T10(0)]
ist.
Die Ausdriicke Tj(0) kann man wieder tabellarisieren (Tab. 2). Folglich,
wenn man die Aberrationskoeffizienten A, 4;, A5, A, kennt, kann man leicht

durch Anwendung der Beziehungen (49), (50), resp. (51) die Ubertragungs-
funktion bestimmen.
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Die approximative Integrationsmethode

Genauer, resp. mit einer beliebigen vorher gewihlten Genauigkeit berechnet
man die Ubertragungsfunktion D(¢) durch Anwendung approximativer Inte-
grationsmethoden. Falls wir von der geregelten Grundbeziehung (1)

1i—¢ Vi—w—e
D) = f f cos [ (0, w)] dv dw . (52)
7T

0 0

ausgehen, wird es klar, daf§ die Integrationszone durch die Ungleichheiten

- (53)
0o =<|J1—a*—op

bestimmt wird.
Wenn man eine bestimmte Anzahl von Schritten mit dem gleichen Intervall
Aw an der Achse w wihlt, so gilt fiir ein bestimmtes w;, daf3

0o =|l—wt—o ’ (59
ist. '
Bezeichnen wir:
Vi |
[ cos [f(o w)] do = F () (55)

0

Bei geniigend feiner Teilung, resp. fiir 4= — 0 bekommt man eine hinrei-
chende Anzahl der Werte F(w;), welche die Funktion F(w) definieren.
Dann schreiben wir v

Ii—e
Ty = [ Fw)dw, - (56)
. D(@) =+ T@)- | (57)

Die Berechnung der Beziehungen (55) und (56) kann man dann auf einer
automatischen Rechenmaschine durch Anwendung einer geeigneten Integra-
tionsmethode (von Simpson, resp. Gaufl) durchfiihren.

Einige Ergebnisse

In der Praxis fiihrt man die Ubertragungsfuntionsberechnung meistens mit
Hilfe der approximativen Methoden durch.

Wenn wir die automatische Rechenmaschine nicht zur Verfiigung haben,
dann ist die Berechnung der Ubertragungsfunktion mit Hilfe der Gauff oder
Simpson Methode sehr miihevoll und an die Zeit anspruchsvoll. In diesem
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Fall ist es besser die Methode von Hopkins anzuwenden, denn es ist mdglich
die Polynome P;, Q;, R; fiir die passende Teilung des Integrationsgebietes im
voraus auszuwerten. Zum Beispiel mit Hilfe der Hopkinsmethode ist der
bestimmende Wert D(0,4) = 0,2253 (fiir das System mit sphirischer Aberration

. 7 9
der siebenten Ordnung 4, = —, Ay;= — —, Ay =, Ax;, = 64 Ac,
g 4 16> “° g’ ™M 16 k
Ay = — ?90 bei dem Interval Ao = Aw = 0,1 genauer, als der Wert D(0,4) =

= 0,2236 bei der Teilung dv = Aw == 0,03 wo die Simpsonmethode angewen-
det wurde.

Die vorteilhafteste und unvergleichlich schnellere Methode der informativen
Bestimmung der Ubertragungsfunktion, bei den mit kleinen Aberrationen be-
lasteten Systemen, ist die Steelmethode. In der Tab. 1 wird die Funktion
Dy(p) angefiihrt, in der Tab. 2 werden die Polynome T; als Funktionen der
Raumfrequenz o tabellarisiert.

Die Tabellen 3, 4, 5 geben immer in der Zeile 1 die Werte der Ubertragungs-
funktion D(p) an, die mit Hilfe approximativer Methoden, resp. mit Hilfe der
Beziehungen (55), (56) berechnet wurden. In der Zeile 2 werden diejenigen
Werte angefiihrt, die durch Anwendung der Beziehung (49), resp. (50), (51)
bestimmt sind. Der Verlauf des Kontrastes wird immer in der giinstigsten
Bildebene bestimmt.

Tab. 3 Die Ubertragungsfunktion des optischen Systems welches mit der sphirischen Aberration

1 . .
Axy, == 16 Ac* und den Parametern P, = 0, Q, == 0, resp. # = 5 charakterisiert wird.

|

|

e | 0,1 0,2 0,3 \ 0,4 0,5 0,6
| !

1 -0,792 0,641 | 0,515 0,413 0,329 0,250 ' 0,162 0,077 0,025
! l
\
|

2 [ 0,784 i 0,632 0,507

Tab. 4 Die Ubertragungsfunktion des optischen Systems welches mit der sphirischen Aberration

4 . .
Ax,; = 16 Ac? und den Parametern P, = 3,6 und Q, = 3,8, resp. 7 = 5 charakterisiert wird.

0 0,1 \0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 09 |

1 0,836

|

0,657 0,514 0,410 0,345 0,275 ‘ 0,183 0,102 0,037
\
i

2 0,835 | 0,650 0,501 0,400 0,342 0,275 0,182 0,102 0,037




Tab. 5 Die Ubertragungsfunktio n des optischen Systems welches mit der sphirischen Aberration

,fix,; = 16 Ac*und den Paremetern P, = 1,57, Q, = 0,65, resp. 1) = 721% charakterisiert wird.

i [ " _W; i —
| o 0,1 l 02 | 03 04 | 05 0,6 07 | .08 |09 |
z 1 . |
I 1 | R E
E 1 0,770 ‘|0,614 0,519 | 0,418 | 0,319 | 0,247 ‘ 0,165 0,075 | 0,033 |
USRS, S N S S S I ]
i | ; | \ l
|2 0,765 i 0,604 | 0,512 | 0,412 | 0,312 | 0,236 | —0,041 k —0,156 ' —0,499 ;
| ! 1

Es ist ersichtlich, daf} sich die in der Tab. 3, 4 angefiihrten Fille nur sehr
wenig voneinander unterscheiden, so dafl sich praktisch im Diagramm der
Unterschied gar nicht bemerkbar macht.

Eine andere Situation tritt fiir den in der Tab. 5 angefiihrten Fall ein, wo fiir
o > 0,6 ein bemerkbarer Unterschied entsteht, resp. die in der Zeile 2 ange-
filhrten Werte sind nicht richtig. Noch deutlicher tritt diese Tatsache in den

Beispielen hervor, die in den Abb. 2, 3, 4, 5, 6 angefiihrt wurden (A7 = %,
Ay = — %, Ay = 196 , Axp, = 64 Ac?, Axg = 3,2 262) . Die voll ausgezogenen

Kurven bezeichnen die Ubertragungsfunktionen, die durch Anwendung einer
approximativen Methode von Simpson berechnet wurden, die gestrichelten
Kurven bezeichnen die Ubertragungsfunktionen, die durch Anwendung der
Beziehung (49) berechnet wurden.

Dfo)
)
8
05 A" 8o
05 L
0 . \\_/, 1 0
‘-
\-
\ .
\

Abb. 2
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Dfo)

05

Abb. 3

Dro)

05

Abb. 4 \
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D(o)

0.5

Obwohl es sich in der Abb. 4 um die Kontrastiibertragung in der giinstigsten
Bildebene handelt, wo die Aberrationen minimal sind, so daf§ die Kurven prak-
tisch identisch sein sollten, ist es ersichtlich, daB fiir ¢ > 0,5 die Werte, welche
durch Anwendung der Beziehung (24) bestimmt wurden, unrichtig sind. Diese
Tatsache erkliren wir dadurch, daf8 die in der Tab. 2 eingefiihrten Werte T;
fiir die Frequenzen ¢ > 0,6 nicht geniigend genau sind.

Aus den iibrigen Abbildungen ist es ersichtlich, dafl die Benutzung der
Methode von Steel fiir die Fille der nicht geniigend kleinen Aberrationen nicht
geeignet ist.
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SHRNUTI

METODY VYPOCTU OPTICKE FUNKCE PRENOSU

JIRf KEPRT

V ¢lanku jsou uvedeny tfi mozné metody vypoctu pienosové funkce optickych
soustav, zatizenych otvorovou vadou. Obecné jde o vypocet integralni funkce (1),
ktery nelze provést explicitné¢ bez pouziti urcitych aproximaci. -

Podle Hopkinse je vyhodné pouZit prvni ¢leny Taylorova rozvoje exponentu
integrované funkce (19), coz vede k velmi dobrym vysledkim i pfi pomérné
hrubém déleni integracni oblasti. Vypodet pfenosové funkce D(o), pro jednotlivé
prostorové frekvence ¢, je pak mozno provést uZitim souctu (26).

Steelova metoda predpokladd Taylortv rozvoj integrované funkce (36) jako
celku, coZ vede pfi pouziti prvnich ¢lent na vypocet integrala (40), které se daji
explicitné vyhodnotit pomoci rekurentnich vztahd (44), (45), (46). Vypocet
vlastni pfenosové funkce pak provadime pomoci vztahu (49), resp. (50) a (51),
pfi¢emz vyrazy T; jsou tabelovany a uvedeny v tab. 2.

Prakticky nejcastéji pocitame hodnoty prenosové funkce uzitim pribliznych
integracnich metod, a to bud Simpsonovy nebo Gaussovy. Rozdélime interval
jedné ze dvou nezavisle proménnych v, w na urcity pocet dilti a integrujeme pak
v kazdém bodé w; podle druhé proménné v. Postup vypoctu vystihuji vztahy
(55), (56) a (57). ]

Srovndni vysledkt a vhodnost pouziti uvedenych metod je pak ukizina na fadé
priklada.
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PE3IOME

METObI BBIYUCJIEHWAH ONITUYECKON O YHEINN TEPEHOCA

PR REIIPT

B crarbe npueefgeHsl TPH BO3MOMHBIX MeTOAA BBIYUCIEHNs (YHKIUN
[lepenoca ONTHYEeCKMX CHCTeM IIPU Hajnuduu cepudeckoii abeppauun. Peun
uaeT ¢ BLIMHCICHHM ABOiinoro murerpaia ciaoskuoil gynknuun (1), koropoe
ne1b3d HBHO NpoBecTH 0e3 NPUMEHeHM: ONpelejeHHON MOocieIoBaTelh-
HOCTH PelieHus.

[To I'onkuHCY BBHIFOAHO UPHMEHSATH CPBLIE YWICHH PA3BUTHS SKCIOHEHTA
noguaTerpanphoil Gpynruun Teitnopa (19), yTo Bemer K OYeHL XOPOLIUM
pesyiabTaTaM # IpPH OTHOCHTEIBHO TIpy0OM [elleHMH HHTerpupoOBaHHON
obaactu. Borancaenue pynkinuu nepernoca D(e) mas oTAENILHBIX ITPOCTPaH-
CTBEHHBIX 4aCTOT ¢ MOKHO II0TOM HPOBECTH IIyTeM HpuMeneHus cyMMsl (26).

Merox Crasma mnpepmosiaraet pasBuUTHE HOXHHTETPAIBHON (QyHKIMH
Teitopa (36) B unexoM, YTo Beger HpU yHOTpeGIEHUM IEPBHIX UYIEHOB
K BblYMC/IeHNI0 uATerpanos (40), KoTopble MOMHO fBHO OLEHHUBATH € T10-
MOUIbLIO PEKYPPeHTHLIX oTHomenuii (44), (45), (46). Briyucienue coberBen-
Holl YHKIMU IepeHoca IPOBOIUTCH MOTOM € I1OMOILI0 oTHommeHus (49),
uinn (50) u (51), npudem ¢yuruun T;(p) BBIUNCTEHL W NPUBEIEHB B Ta-
onuie 2.

B meiictBuTebHOCTH MBI 4allie BCEr0 BBIUMCIHAEM BeJIMYHHB (HYHKIUH
liepeHoca INpuMeHeHneM IPNGIN3UTeIbHbIX HHTErPalbHBIX METOAO0B, HMEHHO
metoga Cumncona miam I'ayca. Murtepsas onmoit u3 gByX HE3aBHCHMBIX
nepeMeHHbIX v, W AeJIUM Ha: OPefesIeHHOe KOJINYecTBO yacTeii U MHTerpu-
pyeMm I[0TOM B KaikJ[oM INYHKTe w; 110 BTOpoii mepemenunoii v. Ilociegosa-
TENBHOCTL BRIYMCIACHMIT npexycMaTpuBaloT orHomenus (55), (56) u (57).

CpaBHenue pe3yiabTaToB M HOGXOMsIIEe IPUMEHEHIE TPUBEICHHBIX MeTO-
JIOB IIOKA3aHo0 IMOTOM HA PAXE NPUMeEpPOoB.
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