Sbornik praci Pfirodovédecké fakulty University Palackého v
Olomouci. Matematika

Josef HoSek

Jacobische Differentialgleichung mit hyperbolischen Phasen die der primitiven
Funktion zur Quadratwurzel aus ihrem Trager gleich sind

Sbornik pract Prirodovédecké fakulty University Palackého v Olomouci. Matematika, Vol. 20 (1981), No. 1,
65--75

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/120110

Terms of use:

© Palacky University Olomouc, Faculty of Science, 1981

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/120110
http://project.dml.cz

1981 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS
FACULTAS RERUM NATURALIUM — TOM 69

Katedra matematické analyzy a numerické matematiky prirodovédecké fakulty Univerzity Palackého-
v Olomouci
Vedouci katedry: prof. RNDr. Miroslav Laitoch, CSc.

JACOBISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNG
MIT HYPERBOLISCHEN PHASEN
DIE DER PRIMITIVEN FUNKTION
ZUR QUADRATWURZEL AUS ITHREM
TRAGER GLEICH SIND

JOSEF HOSEK
(Eingelangt am 31. Marz 1980)

Es gebe eine Differentialgleichung

@
y'+ 00y =0,

wo die Funktion Qe Cf und Q(t) > 0 fiir # €. Dabei sei j ein beliebiges offenes.
Intervall und die die Differentialgleichung (Q) sei im j nichtoszillatorisch.

Problemstellung: Es sollen alle Funktionen von (Q) so bestimmt werden, daf3
die erste hyperbolische Phase a irgendeiner Basis (v, v) von (Q) mit dem Trager (Q)
genau einer primitiven Funktion zur Funktion \/Q im offenen Intervall i < j gleich
ist. Also, daB fiir jedes tei

NLAOEINIIG! M

gilt.

Bemerkung 1.
Die Losung dieses Problems fiir die erste Phase der oszillatorischen Differential-
gleichung (Q) befindet sich in [6].

Satz 1.

Existiert eine erste hyperbolische Phase o irgendeiner Basis (u, v) der Differential-
gleichung (Q) mit | u(t) | < |v(t) | fiir t € i < j und gilt fiir alle t € i die Beziehung (1),
dann stellt der Triger Q im Intervall i die Lésung der nichtlinearen Differentialgleichung
zweiter Ordnung

47"z — 522 — 3223 =0 )
dar.

65



Beweis: Nach [4] befriedigt die erste hyperbolische Phase « der Differential-
gleichung (@) im Intervalli = j die nichtlineare Differentialgleichung dritter Ordnung

—{o, 1} + 22 = —0(r), 3)
d. h.
{teh o, t} = O(1),

"

' " 2
wo das Symbol {a, t} = (_a_) - (_a_) die sogenannte Schwarzsche Ableitung

20 20’
der Funktion o in ¢ ist. Da fiir jedes ¢ € i die Beziehung (1) gilt und
(x"(t) — .i(i)v_
2 Jow

w1 0"(1) L0
o (0—7 = T s
Jo® JONIO)
so ist nach Einsetzen in (3) und nach einer kleinen Anderung

1200"-0% 5 0%, _

Nach ciner weiteren Umformung ergibt sich schon (2), wo natiirlich Q anstatt z
geschrieben wird.

Satz 2.

Ist die Funktion Q (mit Q(t) > O fiir t €) eine Losung der nichtlinearen Differential-
gleichung (2) im Intervall j, dann befriedigt jede primitive Funktion o zur Funktion \/Q
fiir t € die nichtlineare Differentialgleichung dritter Ordnung (3). Die Funktion o ist
also die erste hyperbolische Phase im j irgendeiner Basis (u, v) von (Q) mit dem Tidger Q.

Beweis. Ist « eine beliebige primitive Funktion zur Funktion/Q im Iatervall j,
dann e e C}, o'(1) > 0. Dann ist

0@1) = o'(1),
Q'(t) = 2a'(1) a"(2), “@
0'(1) = 2[a(t) + o'(2) 2"'(1)].

Nach Einsetzen dieser Ausdriicke in (2) und nach kleiner Abdnderung erhalten wir
" " 2
i_oc“ — i(fx*) — 2% =0 -
2 O(, 4 ar

—{o, t} + a? = —a

woraus

Setzen wir an der rechten Seite der letzten Identitdt im j den Ausdruck aus (4) ein,
so erhalten wir (3). Also die Funktion « ist tatséchlich die erste hyperbolische Phase
im Intervall j irgeneiner Basis (u, v) von (Q).
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Vereinbarung.
Die Menge aller reellen Zahlen wird im weiteren Betrachtungen mit R bezeichnet.
Alle positiven Losungen der nichtlinearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
sind nach [2] von der Form

z(t) = —1-— wo c € R, beliebig 5)
Q2 J2t+¢)?
1
() = s, wo c € R, beliebi &)
O=G 5o £ |
16a2

z(t) = wo a€R — {0}, beR, beliebig. ©6)

[(at + b)* — 3217
Bemerkung 2.

Wird ¢, = —cin (5') gesetzt, dann 14Bt sich die Funktion (5") auch in der Form (5)
ausdriicken. Im folgenden werden wir also die Differentialgleichung (Q) blo8 mit
den Trigern (5), (6) betrachten und diese nacheinander mit ¢, und ¢, bezeichnen.
In beiden Fillen existiert stets ein offenes Intervall j bei beliebig gewdhlten Kon-
stanten a, b, ¢ so daB fiir alle # € j entweder 2 /2t + ¢ # 0 oder (at + b)*> — 32 #0.

Es sei in diesem Zusammenhang noch bemprkt daB nach [5] die Differential-

gleichung (Q) mit dem Trager ¢,(¢t) = —— im Intervall j zu sich selbst

begleitend ist. @ \/Zt +¢)?

Satz 3.
Es sei « cine beliebige primitive Funktion zur Funktion \/Z, ! = 1,2, im Inter-
vall j,. Dann ist die Funktion o die erste hyperbolische Phase der Basis

< sinh cx(z‘) cosh «(1) )
V1a(0) VI (0O}
im Intervall j, der Differentialgleichung (@) mit dem Triger

4B I = 1’2

0]

Beweis. Es gilt vor allem fiir tej,, / = 1,2, a e C3 , o'(t) > 0. Nach Satz 2 gilt
fiir jedes 1 € j,
~f{ou,t} + &F = —q(t), =12

und der Schluf3 des Beweises folgt aus [4].

Folgerung.
Ist o eine belicbige primitive Funktion zur Funktion \/q;, dann ist die erste hyper-
bolische Phase der Basis
(Smh a(t) C,‘ZShﬁ(Q)
Va® Y
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im Intervall j, der Differentialgleichung (Q) mit dem Triger q,. Der Beweis folgt
aus Satz 3, wenn bedenkt, daB «'(t) = \/q,(1), I = 1,2, tej.

Satz 4.

Es sei o eine erste hyperbolische Phase im Intervall j,, I = 1,2, der Differential-
gleichung (Q) mit dem Tréger g,, die eine primitive Funktion zur Funktion /g, in j,
ist. Wenn o auch eine primitive Funktion zu derselben Funktion \/g, im j ist,dann

ist o, ebenfalls eine erste hyperbolische Phase der Basis (u,, v;) im Intervall j, der
Differentialgleichung (Q), wo

u, (1) = sj“hﬁ_(i) cosh k + i—‘liﬂ"ﬁkmh k,
Jal® NETO)

u,(t) = s:nh 0] sinh k + c4os_h_oit)cosh k
\/ q,(1) \/ q,(1)

und k € R eine geeignete Konstante, / = 1,2,

Beweis. Aus den Eigenschaften der primitiven Funktionen o, o; zu derselben
Funktion \/E,— , | = 1,2 im Intervall j, ergibt sich die Existenz einer solchen Konstante
k e R, daB

o,(t) = aft) + k, tej,. (8)

Nach [4] ist die Funktion o, auch eine hyperbolische Phase der Basis (,, v,) der
Differentialgleichung (Q) im j, und in Bezug auf die Folgerung folgen daraus die
Beziehungen fiir die Funktionen u, v,.

Fall 1
1 c
Fir (1) = ——=———, j, = (—»———_——, ), ¢ € R ist nach der Folgerung die
@2t +¢)? 22
Funktion

In (22t + ¢)
2J2 7
wo t €j,, eine erste hyperbolische Phase der Basis
(\/2 \/it + ¢ sinh _ln“(Z-\ZZ_t_j“c_) , \/57§t + c cosh M——{-_c))
22 22

im Intervall j; der Differentialgleichung (Q) mit dem Triger q,. Aus Satz 4 folgt,
daB die Funktion

at) =

In (2/2t + ¢)
22

eine erste hyperbolische Phase der Basis (1, v;) im j; derselben Gleichung ist, wobei

u(t) =23t + ¢ c[smh Lﬁgjﬁﬁ cosh k 4 cosh MY+ k]
2 ,

ay (1) = + k, 1€j,,keR,
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—=[ .. InQJ2t+¢) . In (2./2t +¢) ]
=+/2./2t h—NY2 T 7 §inh k + cosh ——Y—_—~Z coshk |.
vy(1) = V2.2t + c[sm WG sin 23
Fall 2

. _
Fir ¢,(t) = E%, ja= (i\/za_ b , oo), a >0, a, beR ist unter
at + -

Beriicksichtigung der Folgerung die Funktion

(x(t): _1:__ ln(ﬁw), tejz
2,/2 at+b+42

eine erste hyperbolische Phase der Basis

(}_\/(awb)h—s?sinh 1 1n(at+b——4\/§)’

2 a 22 \at+b+42
SR /-
_1_\/(at+b) 2 1~ln(at+b—4\/g))’

2 a 2.2 at + b+ 4./2

im Intervall j, der Differentialgleichung (Q) mit dem Tréger q,. Aus Satz 4 ergibt
sich, daB auch die Funktion

—4./2
() = m(‘””’ J%)Jrk, tej,, keR
C2y/2 at + b +4./2

eine erste hyperbolische Phase der Basis (u,, v,) im Intervall j, der Differential-
gleichung (Q) ist, wo natiirlich

O (CEL e fomn [ 2 (2 P o+

2J2 \at+b+42
+cosh[ L 1n(“’+b_4\/3)]sinhk},
2.2 at+b+4./2
e 45
vl(t)=l\/—(ﬂi—l—))———§—2—{sinh[ l_ln(at+b 4‘/E>]sinhk+
2 a 22 at +b +4./2 /.

+ cosh[ 1_ ln(at +b _4\/%)]coshk}.
22 at+b+4./2

In [4] wurde ein vollstindiges Phasensystem der ersten hyperbolischen Phase «
von (Q) mit der Bezeichnung [o] definiert.

Satz 5.

Es sei a eine beliebige primitive Funktion zur Funktion \/717, I=1,2, im Inter-
vall j;. Die Menge aller primitiven Funktionen zur Funktion \/q;, ! = 1,2, bildet
in Interval j; ein vollstindiges Phasensystem [o] der ersten hyperbolischen Phase o

69



von (Q) mit dem Triger ¢,. Jede Phase dieses vollstindigen Phasensystems [o] ist
im Intervall j, eine wachsende Funktion.

Beweis. Es sei a; eine beliebige primitive Funktion zu \/E, I'=1,2, im Inter-
vall j,;. Dann gibt es eine Konstante k € R so, daB fiir alle ¢ € j, die Bezichung von (8)
gilt. Da «, die erste hyperbolische Phase im j, von (Q) mit der Eigenschaft (8) ist,
dann nach [4] «; € [«]. Umgekehrt, fiir jede erste hyperbolische Phase o, €[]
im j, von (Q) gibt es eine Kounstante k, € R, fiir die (8) im j, gilt. Folglich «; ist in
diesem Intervall eine primitive Funktion zur Funktion /g, . Ferner fiir jede oy € [«]
gilt /(1) = \/q,(t) >0, tejy, I = 1,2, so daB o, im Intervall j, notwendig wach-
send ist.

Bemerkung 3.

Es ist klar, daB im vollstindigen Phasensystem fiir jede Zahl t, €, genau eine
erste hyperbolische Phase o, von (Q) mit dem Tréager q,, / = 1,2, existiert. Fiir diese
gilt a,(z,) = 0.

In [1], [3] wurde erste hyperbolische Hauptphase und rechtsseitige (linksseitige)
hyperbolische Nullphase der Differentigleichung (Q) eingefiihrt. Von diesem Gesichts-
punkt aus werden wir uns nun mit der Differentialgleichung (@) und dics mit dem
Trager q,, | = 1,2, befassen.

Lemma 1.

Jede primitive Funktion o zur Funktion \/g; ist im Intervall (»— 0, - -C-«,_) und
v

(— 2\c/§ , 00), ceR, cine erste hyperbolische Hauptphase von (Q) mit dem
Trager ¢q,.

Beweis. Eine leichte Rechnung ergibt, daB fir te(—oo, —«2{/—5)

1 —
oty = ———=1In |2 /2t + c| + k, keR,
® N 12/

gilt
a'(t) = . >0 sgno'(t) =1
12y2t+cl ’
. v : ®
lim a(t) = — 0, lim  af) = co.
t— —w c
=(-5%)-

Analog, fiir te(~§c‘___, w)

22

1 —
at) = —— In (22t +¢c)+ k, keR,
N n(24/2t + ¢
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gilt , 1 ,
o0(t) = ————>0, sgn o'(t) =1,
® 22t + ¢ gn (19)
lim  «t) = —oo0, lim o(f) = co.
c t— 00
r—»(—z—vf)Jr

Aus Satz 2 und aus den Beziehungen (9), (10) ergibt sich sofort fiir die Funktion «
das nach [6] geforderte Resultat.

Lemma 2.
Die Menge aller primitiven Funktionen zur Funktion /g, im Intervall
(——oo, _‘c_:), (im Intervall (-—if, oo)) bildet ein vollstindiges Phasen-
22 2.2

system einer ersten hyperbolischen Hauptphase

af) = 27 In |22t + | ’ (1
1 =
(a(l) = —2—\/5 In(2/2t + c)) (12)

der Differentialgleichung (Q) mit dem Tréger ¢, .
Die Menge aller primitiven Funktionen zur Funktion /g, im Intervall

(—— 0, ~Li_—c—) , (im Intervall (— L +_C , — -C;)) , ce R, bildet ein voll-
\ 2.2 22 22

stindiges Phasensystem der rechtsseitigen (linksseitigen) hyperbolischen Nullphase
(11) von (Q) mit dem Trager ¢q,. Die menge aller primitiven Funktionen zur Funk-

tion \/Z im Intervall (——Cf: s 1 —f ), (im Intervall (:Tc, oo)), ceR,
227 22 22
bildet ein vollstindiges Phasensystem der rechtsseitigen (linksseitigen) hyperbo-
lischen Nullphase (12) von (Q) mit dem Tréger ¢, .
Beweis. Die erste Behauptung folgt aus Lemma 1 und Satz 5. Alle weiteren lassen
sich beweisen wenn man bedenkt, daB jede Funktion (11), (12) bei Beachtung der

Eigenschaften (9), (10) und in Bezug darauf, daB
lim o) =0, lim o(t) =0,

1+c 1-c

tﬁ(“E’V?) ToE
im zugehorigen Intervall die rechtsseitige (linksseitige) hyperbolische Nullphase der
Differentialgleichung (Q) mit dem Triger q, ist, fiir welche «'(¢) = \/m gilt, so
daf} wieder Satz 4 anwendbar ist.

Lemma 3.
Die Menge aller primitiven Funkticnen zur Funktion \@ im Intervall

(——oo, __fr_\ﬁaib_>, a>0, (im Intervall (—oo,ﬂ%:i) ,a< O) bildet ein
a
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vollstdndiges Phasensystem der linksseitigen hyperbolischen Nullphase

_ at+b—4\/§ , 13
1) 2\/2 n(at+b+4\/§>’ (43

(oc(t)=— 1_1n(‘”+b“4@)), (14)

2.2 at+ b+ 42
von (Q) mit dem Triger g,. -
Die Menge aller primitiven Funktionen zur Funktion ./g, im Intervall

A2+ b ’ 4\/2a— b>’ a> 0,(im Intervall (4\/2a— b > T 4\/251_'r : ),a <0)

a
bildet ein vollstandiges Phasensystem der ersten hyperbolischen Hauptphase
) = _____ln M_E_ (15)
\/2 at + b+ 4./2
(a(t) - In| 8+ b =442 ) (16)
2.2 at + b+ 4/2

von (@) mit dem Triger q,.
Die Menge aller primitiven Funktionen zur Funktion \/q,_ im Intervall

2 —
(4\/‘1 b oo), a>0, (nn Intervall (—i\iz;l—t—b—, oo) , a < O) bildet ein

vollstindiges Phasensystem der rechtsseitigen hyperbolischen Nullphase (13), ((14))
von (Q) mit dem Tréger g, .
Die Menge aller primitiven Funktionen zur Funktion \/qz im Intervall

( 42+b _%) a0, (1m Intervall (—_Z—, 4_*/-2;_“) a> 0) bildet im

a
vollstindiges Phasensystem der rechtsseitigen (linksseitigen) hyperbo]iﬁghen Null-
phase (152 und die Menge aller primitiven Funktionen zur Funktion \/q, im Inter-
vall (—‘}l/z—i, ~£), a <0, (im Intervall (——b—, —w) ,a< O) bildet
a a a a
ein vollstandiges Phasensystem der rechtsseitigen (linksseitigen) hyperbolischen Null-
phase (16) von (Q) mit dem Tréger gq,.
Beweis. Bezeichnen wir fiir a > 0:

j1=(——oo,—4‘/§+b), jzz(_4\/§+b 4\/§—b>,

’

a a a
. 4./2-b
(..J._ )
fira < 0:
. 4\/2+b 42-b  4J2+b
J1 =§ — 0, a s a >

(3.0

72



Man iiberzeugt sich ohne Schwierigkeiten, daB jede Funktion (13), (14), (15), (16)
im entsprechenden Intervall eine primitive Funktion zur Funktion \/;1—2 darstellt.
Also es gilt

(1) = \/q2(0). (17)

Eine leichte Rechnung ergibt fiir die Funktion o aus (13) bei a >0, te€j,;, [ =
= 1,3,

' 4a . :
o (t) = (a—t_l,T)Z“:“:;? > 0, sgn a (t) = 1, (] 8)
lim o(t) = 0, lim a(t) = oo, (19)
t——o H(__4_]/2—+b4)_ .
lim  a(f)= —oo,  lima(r) = 0. (20)

t—+ oo

t*(@)-}-

Fiir die Funktion o aus (15) bei a > 0, t €j,, erhalten wir

4a
H=———— >0, =1, 21
0=y 70 s @n
lin;ﬂ oa(t) = — o0, li?/l— a(t) = 0.
,..(__“_Z'JL)J, ,..(i?)_

Analog 148t sich fiir die Funktion « aus (14) fiir den Falla < 0, t€j,, I = 1,3, be-
rechnen, daf

’ 41al ' . .
()= ————— >0, sgna'(t) =1, lim a(t) =0,
W= it —n gn (1) Jim o)
lim at) =0, lim a(t) = — 0, lim a(f) = 0.
PTG a)z+b t- o
e (25=2)- (=)

Tritt der Fall a < 0, t €, ein, so hat die Funktion o aus (16) die Ableitung

o'(f) = -I(a}%[zh)lzm >0, sgna(t)=1
und ferner
lim oty = —o0, lim a(t) = 0.
- (1Y2;1)+ A

Aus der Beziehungen (17), (18), (19), Satz 5 (aus den Bezichungen (17), (21), Satz 5)

1aBt sich die geforderte Behauptung fiir die Funktion o aus (13) (fiir die Funktion «
aus (18)) in den entsprechenden Intervallen j,, @ > 0, (j,, a < 0) ableiten. Bei den
iibrigen Intervallen ist der Beweis analog. Wir beschrinken uns im Beweis den
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4_\_/_%i_b., _..l_.)_)’ a > 0’ denn
a a
fiir die anderen Intervalle verlduft der Beweis vollkommen analog. Da fiir die Funk-
tion « aus (15) im betrachteten Intervall (17) gilt, lim o(f) = 0, so stellt die Funk-
b

to——
a

tion o, nach (21), Satz 2, eine rechtsseitige hyperbolische Nullphase der Differential-
gleichung (Q) mit dem Tréager ¢, dar. Dann geniigt es schon den Satz 5 anzuwenden,

letzten Teiles vom Lemima 3 auf das Intervall ( -
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SOUHRN

DIFERENCIALNI ROVNICE JACOBIHO TYPU
S HYPERBOLICKYMI FAZEMI ROVNYMI
PRIMITIVNI FUNKCI KE DRUHE ODMOCNINE
Z JEJIHO NOSICE

JOSEF HOSEK

Prace obsahuje feSeni problému nalézti vSechny funkce Q spojité a kladné v inter-
valu j takové, aby prvni hyperbolicka faze n€které baze neoscilatorické diferencidlni
rovnice

y'+00y=0

(Q(t) > 0 pro t ) byla pravé rovna v j n&které primitivni funkci k funkci +/Q.
Reseni tohoto problému je tizce spjaté s existenci kladnych feSeni nelinearni dife-
rencialni rovnice 2. fadu
47"z — 52’ — 322% =0,
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kter4 Ize explicitn€ vyjadrit v podstaté ve tvaru

)= — o
1) 22t + ¢
resp.

16a*

92() = mi—:&‘]—; )

kde a # 0, b, ¢ jsou libovolné realné konstanty.

PE3IOME

ANOPPEPEHUVIAJIBHOE YPABHEHUWE TUITA
AKOBU C TUNNEPBOJIMYECKUMU ®PAZAMU
PABHBLIMU MEPBOOBPA3HONM ®VHKIUU
K KOPHU OT ETO HOCUTEJI A

NOCH® I'OIIEK

PaGora comep:UT peuende mpoOsieMbl HaiiTw Bee (ysknum Q HeUpepbIBHBIE
¥ IT0JIOXKATENbHbIE B MHTEpBajie j M Takue, 4ToObI IepBasi runepbosmyeckas daza

HeKOTOporo Gasuca Hekoyebmromwerocs auddepeHnuaIbHOro ypaBHeHUA

Y +00y=0

(O(t) > 0 mna tej) paBHATACh B j KaK pa3 HEKOTOPoil mepBooOpasHOi GyHKIuMH

10 oTHOMeHMIO K QyRKIHH /Q.

Peluenue stoit HpO6J'IeMI>I OYE€Hb TECHO CBA3AHO C CYHIECTBOBAHUEM IIOJIOKHTECIIb-

HBIX pelieHud HesMHEHHOro muddepeHnHaNbHOrO ypaBHEHHA 2-ro pona
42"z — 52'2 — 3273 = 0,

KOTOpBIE MOXHO BHIPa3dTh B SBHOM BHIE IO CYIIECTBY ClleqyIoIuM oGpa3oM

1
2,0 = m
WK
2
q,() = 16a

[(at + b)* — 32]*°

rae a + 0, b, ¢, IPOU3BOJILHBIE BEIECTBEHHEIE MOCTOSIHHEIE.



		webmaster@dml.cz
	2012-05-03T18:53:58+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




