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MULTIABBILDUNGEN UND ANORDNUNGEN
DER MENGEN

FRANTISEK MACHALA

(Vergelegt am 30.April 1989)

In def vorliegenden Arbeit werden Multiabbildungen einer
Menge A in ihre Potenzmenge & studiert. (Ferner wird kurzer
nur von den Abbildungen in & geschrieben.) Die Menge aller Ab-
bildungen ¢ : A — QA mit g(x) 7 @ Yxe&A bezeichnet man mit
4nA.7nX ist eine Untermenge von 4nA’ die alle Abbildungen §
enthalt, welche eine Bedingung (x) erfullen. Fur jede Abbildung

E MA und jede Menge B € A wird ein Kegei Ug (B)e A defi-

niert. Durch eine Abbildung ? & 7nA la3t sich stets eine
Quasianordnung §§ in der Menge A bestimmen und jede Quasi-
anordnung la3t sich nach dieser Weise definieren. Dabei alle
s0g. konjugierten Abbildungen aus mh bestimmen genau eine
Quasianordnung. Eine Relation ﬁg ist genau dann eine Anordnung,
wenn § injektiv ist. Alle Kegel von §§ gehen in die Kegel
von § genau dann uber, wenn f € 7nz.

Die Unter- und Oberkegel bilden ein wichtiges Mittel beim

Studium der angeordneten Mengen [2]‘ Sie werden auch zur Defini-
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tion der modularen und distributiven angeordneten Mengen ver-
wendet, die eine Verallgemeinerung der modularen und distribu-
tiven Verbande darstellen [1] Unter anderem zeigen wir, da3
die Unter- und Oberkegel einen selbstandigen, auf der Anordnung
unabhangigen Apparat bilden.

Sei A eine nichtleere Menge und a- 2A die zu A gehorige
Potenzmenge. Mit ImA bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen
f_: A — A mit f (x) # 8 VxeA und mit 'm: die Menge solcher

Abbildungen von ’MA, welche die folgende Aquivalenz erfullen:

() a € f(b) > f(a) = f(b).

Wegen f(a) 15 g(a) fur a€A, fe M,, folgt aus (x)
ae E(a).

)
Definition 1. Abbildungen f, §f € 'mA hei3en dual, wenn
fur a, be A gilt f'(a) < f’(b) <= §(b) & f(a).

Definition 2. Abbildungen f f’e M, sind konjugiert,
wenn fir a,beA gilt f(a) € f(0) = f'(a) < ¢().
Wenn die Abbildungen f, f' konjugiert sind, so schreiben wir
f~f"

Satz 1. Ist E eine Abbildung aus m , dann gibt es in ’m:
genau eine Abbildung, die zu f dual ist.

Beweis. Es sei em . Fur ein beliebiges Element a € A
setzen wir f'(a) = {x€Al f(a) € fOO}. Wegen f(a) € f(a)
gilt a € f'(a), also f'(a) # B. Deshalb ist f’ e ’mA.

Die Abbildung §° ist dual zu i Nehmen wir f'(a) e f‘(b)
an. Dann ist f(a) < f(x) =)§(b) §(x) und wegen
f(a) € € (a) erhalt man f(b) < f(a). Gilt umgekehrt f(b) (4
s f (a), dann f(a) ! f(x) =) f(b) = f(x) und daraus

') ¢ fo. :

f'e ’m: : Ist a € g,(h), dann f(b) < f(a) und
f@ e f). ais f(a) € j’(n) folgt g(a) € f(b) =
=) f(b) < f(x). Wegen f(a) < f(a) gilt f(b) < f(a),

was a € f'(b) bedeutet.

Es sei f"e ’m.: eine andere zu f duale Abbildung. Dann
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X € "(a)<=> f"(x) =S f"(a)<=) f(a) < f(x). Dies aber be-
deutet §"(a) = {xe€A | fa)C (0} = §'(a), also ¢" = ¢

Satz 2. Die Beziehung ~ ist eine Aquivalenzrelation und
die Restklassen-Menge ’mA/»v ist zu ’m: aquivalent.

Beweis. Es ist offensichtlich, da3 ~r eine Aquivalenzre-
lation bildet. Ist € A dann gibt es nach Satz 1 genau
eine Abbildung ‘e ’mz, die dual zu ist. Durch eine weite-
re Anwendung diesen Satzes ergibt sich, da3 es auch genau eine
zu £ duale Abbildung "€ M} gibt. Nach Definition 1 gilt
dann  f(a) € f(b)<=7 f'(b) = f'(a)(——-——) §"(a) = f"(b), woraus

f ~~ §" folgt. Damit ist eine Abbildung Y/: m, — On; mit

f~ C f) beschrieben. Es seien f, I3 ’mA konjugierte Ab-
bildungen. Dann fN f , £ ~ ‘f(f) impliziert ~ Y( f)
und nach Satz 1 folgt daraus l/(“) = 'f( f ). Deswegen induziert

Y eine Abbildung 7 der Menge " M,/~ aut die Menge /M,:_
Aus der Gleichheit Y(f) = () folgt auch umgekehrt f~ §
und Y ist eine injektive Abbildung.

Bezeichnet man mit /m: eine solche Kquivalenzklasse, die
< lmA enthalt, dann ergibt sich in Folge des Beweises des
Satzes 2 /m: N /m: = {‘/( f )}. Den Begriff der dualen Ab-
bildungen kann man auch auf die Aquivalenzklassen von -~ er-
weitern: Sind fl’ ?26 ’mA dual, so gilt fl(a) s fl(b)(=>
(=) fz(b) S Ez(a). Aus fl ~ fl’ §o §, folgt dann
c . . c _
fia) € §ime=fi(a) S f1(b) und fya) € f,(0)¢=>
= §,(a) §,(b). Dies aber bedeutet fl('a) € §1(b') =>
& fa) & F) =) £,(0) & f,(a)¢=> f(b) € f,(a) und
die Abbildungen f', f sind dual. Man kann also eine folgende
Ry 2 . fF 7t
Definition ausdrucken: Zwei Aquivalenzklassen /mA’ I»IA von

~~ sind dual, wenn es duale Abbildungen fl € ’m%, §2 € 'mz
gibt.

n

n

Satz 3. Ist die Abbildung f € MA injektiv, so ist injek-
tiv auch jede zu f konjugierte und duale Abbildung.

Beweis. Es seien konjugierte Abbildung f, § < /M, gege-
ben, wo f injektiv ist. Dabei nehmen wir an, da3 " nicht in-
jektiv ist. Es gibt also a,b € A, a # b mit f'(a) = f'(b).
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Aus dieser Gleichheit folgt f(a) € §(b) und zugleich f(b) €
S f(a). Da fwf gilt, ergibt sich daraus f(a) s f(b) und
f(b) < f(a), also f(a) = f(b). Dies ist aber ein Widerspruch
zur Injektivitat von f. Ahnlicherweise 133t sich auch im Falle
einer dualen Abbildung von f vorgehen.

Dann gilt f(a) S §<b><=> a = b= f(b) < g<a) und ist
selbstdual. Auderdem ist § injektiv und fur f'é. /mgf\ ’mz
ist £(a) = {aj vaea.

Bemerkung. Es sei § € M, mit §(a) S f(b)<= a = b.

In den folgenden Beispielen bedeutet 7Z die Menge der gan-
zen Zahlen und % die naturliche Anordnung von Z.

1. Wir definieren Abbildungen fl’ EZ’ §36 /mz durch
folgende Vorschriften:

fl(a)={x€Z\x§a% Yya€ezZ,
fz(a) = {x € 7| x ist gerade, x < a} Y ae€zZ,
f3(3)={x€le§a—5} Va€Z.

Alle Abbildungen fl’ fz, 53 sind konjugiert und fl
1
ist genau eine in /hLK enthaltene Abbildung aus ’MA . Die Ab-
bildung f'(a): {xez| a<=><} Y a € Z ist dual zu ?l’
f2, ?3' Alle angefuhrten Abbildungen sind injektiv.
2. Wir definieren Abbildungen ?l, §2 € /h’lz durch:
f(@ ={xez | Ixllal vaez,
§2(3)={x621|x|§]a+1|} YaelZ.

Die Abbildungen §l, €2 sind konjugiert und §1€ /m§
Eine Abbildung f mit f'(a) = {erI lal % \xl} ist dual zu
fl, f,. Beide Abbildungen §,, §, sind nicht injektiv.
3. Wir definieren f,, §,, f5€ /mzﬁ
(i) Ist a gerade, dann §l(a) = {XGZLX € + l}
Ist a ungerade, dann fl(a) = {xez]|x a} .
(ii) Ist a gerade, dann fz(a) = {xéZ‘lx < aj .
Ist a ungerade, dann fz(a) = {xsZ\x € a - 1§
(iii) fz(a) = {xe‘.le ist gerade, x £ a}

A o
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Alle drei Abbildungen sind konjugiert und keine ist injek-
tiv.

4. Wir definieren fl’ §2 (=3 /mz‘;

fl(a):{xezlx:ka vkeZl,

fz(a)={x62 x = 2ka VkeZ}.

Die Bilder der Elemente von Z in fl sind Hauptideale des
Ringes Z. Die Abbildungen fl’ ?2 sind konjuglert und injektiv.
Die Abbildung f (a) = {xez |3 kez,a = kxg ist dual zu

f10 §2
5. Wir definieren
fl(a) = {a} Vvaez,
§2(6)={x52|a-3§x§a+3} Y ael

Die Abbildungen fl’ ?2 gehoren zur Aguivalenzklasse, die
in der Bemerkung beschrieben ist.

Definition 3. Zu = /mA definieren wir eine weitere Ab-
bildung Ug : A — A durch Ue (B) = b2 §(b) fir Be A,
B # @ und Uf(ﬂ) = A. Die Menge Ug(B) nennt man ein duECh die
Abbildung bestimmter Kegel der Menge B. Speziell fur B =
= {a} ist U (f{ap = f(a), in diesem Fall schreiben wir kurz
f(a) = Ug(a).

Satz 4. Eine Abbildung U: & —» A ist durch eine Abbil-
dung fé:/mA bestimmt, d.h. U = Uf , genau dann, wenn
u(sy) mit B, € A fur alle y€J gilt.

U ) =
UGEBY) =y
Beweis. 1.Wir nehmen an, da3 u-=u fur eine- Abbildung
6/”1 gilt. Dann ist U(B) = re:B g(b) fi'r jede nichtleere

Menge B & (A und U(P) = A. Es sei B .—ng By mit By # @ Vv <€ .

. .o A‘V . . s

Fur ¥y € J 1a3t sich By = 4 U {b é schreiben und folglich
b’ e B, .

U (gl - U v s . i i
lJSB{L} _V€J<hf“vL.J~{b k ). Nach Vorangehendem ergibt sich

bV e B,
, AN Moy o N
dann UCB) = [0 f(o) = 0 ,,’f_\ f(b ) = yle'y UBy) . detzt
setzen wir voraus, da3 von B ‘ve]-v die Mengen B, leer fur
4 €J1°CJ3 sind. In diesem Falle ist B' =p Y J-By -, 8, = B,
wegen U(@) = A erhalt man VQJ U(Bv) = eAJ_'J'Bv' und daraus
folgt unsere Gleichheit.
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i 2. Es sei U:A— 4 eine Abbildung mit U(v‘”eIJB ) SIA u(B,).
Fur x € A setzen wir f(x) = U(x). Ist B eine nichtleere Menge,
dann B = bLéjB[bl und nach unserer Voraussetzung gilt U(B) =

= U Yglb) = Qg UD) = Qg f(b). Fiir eine beliebige Menge
Be A ist BU @ = B, woraus U(B U @) = U(B) = U(B) N u(g@)
folgt. Dies aber bedeutet U(@) = A. Damit ist U = Uf bewiesen.

Bemerkung . Es sei Ug :d— A eine durch fe’mA bestimmte
Abbildung. Sind B,C€ A& mit B € ¢ gegeben, dann durch Anwendung
des Satzes 4 ergibt sich Ug (BucC) = Uf () = U§ (B) N Uf (c)
und folglich Uf (c) Ug(B).

Definition 4. Sind die Abbildungen §, g'e ’mA dual, dann
hei3en die zugehorigen Kegel U§ (B) und Uf-(B) der Menge Be 4,
auch dual.

Satz 5. Sind die Abbildungen §,~ f'e Ihl: dual, dann gilt
B S Ug(C)¢=C Ug -(B) und Ug [ur(ug(a))] = Ug(B) fir B,Ce 4.
Ist f injektiv, dann U;(a)f\ Uf'(a) = {a}l Vv aeA.

Beweis. Nach Definition von U; gilt Ug(C) = CQC Uf(c) =
= Cgcﬁ(c) fur C&€ A . Daraus und durch Anwendung von (%) erhalt
man schrittweise B < Ug(c)<=rbe f(c) VbeB VceC¢= f(b)
€f(c) vbeB VesCe=r§'(c) < g'(b) VbeB VceC<=)c ¢
€ f(b) VbeB VceCé=ce Qg (b)) veet=cC S Ug: (B).

Jetzt beweisen wir, da3 B € Uf'Uf(B) fur beliebige Be A
gilt. Ahnlich wie im Teil 1 bekommen wir eine Reihe von Aquiva-
lenzen: x€Ug(B)¢=yxe f(b) YbeB&=>§(x) S f(b) VbeB (=)
= f’(n) S §(x) vbeB¢=be Up -(x) VYbeB. Zugleich gilt
y€ U"U§(8)<=)yeur(x) Ver?(B). Durch Vergleichung beider
Ergebnisse ergibt sich B £ Uf'Uf(B). Fur Uf(B) gilt speziell
U((B) & Ug Uy(U;(B)). Nach der Bemerkung ist au3erdem
Ug(Ug-Ug(B)) € Ug (B) und daraus folgt unsere Gleichheit Ug(B) =
= Ug[Ug-CugeN].

Es sei f injektiv. Nach Folgerung von (x) ist a€ U¢(a)
und an;'(a), also aeuf(a) n Uﬁf(a). Ist ein x in Ui(a)f\

N Ug-(a) enthalten, dann xeUg-(a) = U;»(x) < Ug-(a) =
=) U((a) € Ug(x). Zugleich ist aber xe Uf(a) und Uf(x) = Ui(a).

Es gilt dener Ug(a) = Ug(x), also f(a) = f(x) und aus der
Injektivitat von f folgt a = x. '
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Definition 5. Es sei % eine Relation in einer Menge A.
Durch die Vorschrift a £ b<=>b £  a ist eine inverse Relation
£ zu * gefiniert. Die Menge Uz (B) = {x& Alb & x VbeB}
bzw. Lg (B) = {xeA|x $b vbeB} hei3t ein Ober- bzw. Un-
terkege—l der Menge B € A im Hinblick auf %. Eine reflexive
und transitive Relation nennt man eine Quasianordnung. Die
Menge aller Quasianordnungen in A bezeichnen wir mit QA' Jede

antisymetrische Quasianordnung ist eine Anordnung.

Satz 6. Durch die Vorschrift a §§ b<=)§(a) = g(b) 1a3t
sich zu jeder Abbildung fe ImA eine Quasianordnung gg be-
stimmen und auch umgekehrt zu jeder Quasianordnung $ existiert

eine Abbildung f aus lmA mit & = §§ . Die Relationen ég ,

e;
$ §' sind inverse Quasianordnung‘}’genau dann, wenn f , f
dual sind. Die Mengen ’mA/~ , QA sind aquivalent. Die Rela-

tion §§ ist eine Anordnung genau dann, wenn f injektiv ist.

Beweis. Wir betrachten eine zu f = /mA gehorige Rela-
tion £ € . Fur a,beA gilt f(a) S f(a) => a §§ a, a §§ b A
Ab §§ c =>§(a) € E(b)/\ f(b) € f(c) =)§(a) < f(c) =)
=a '='§ c und %¢ ist eine Quasianordnung. Dadurch ist eine
Abbildung Y: M, — Q, mit Y(f) = {f festgelegt. Sind § ,
f'e 'm.A konjugiert, dann a §f b <= f(a) < f(b)<=) f(a) £
sj(b)<=ya ' bund Y(F) = ¥Cf7). Ungekehrt gilt auch
(f) = ¥ f’) = f ~ f’ und ¢ induziert eine injektive Ab-
bildung 7 mlA/N — Q,.

Es sei % eine Quasianordnung. Fir a € A setzen wir ¢ (a) =
= {chIx b a}. Wegen aef(a) ist §(a) # @ und darum e ’»I.A.
Gilt f(a) = f(b), dann a € f(a) = ae f(b) =>a £ b. Umge-
kehrt sei a £ b. Fir x€A mit x £ a ist x 2 b und f(a) gf(b).
Daraus ergibt sich__‘/( f) = g’ ‘/’ ist eine Abbildung auf die
Menge Q, und auch Y ist eine Abbildung auf Q). Die Mengen
’mA/~, Q, sind aquivalent.

» sind f, €' M dual, dann gilt a fg b= §(a) € §(b) ¢=>
P f'(b) s f'(a)<==)b '=“§' a und gg s §§' sind inverse Quasi-
anordnungen. Sind gf ’ gf' inverse Quasianordnungen, dann

la3t sich auf ahnlichem Wege beweisen, da3 f, E dual sind.
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Es sei fé /}h’A injektiv. Dabei nehmen wir an, da3 a (:'g
¢ bAb ¢ a. Nach Definition von éi ist §(a) © g(b)/\g(b) s
s f(a), also f(a) = f(b). Dies bedeutet a = b, weil f in-
jektiv sind. Die Relation E ist Anordnung. Ist umgekehrt
¢ eine Anordnung, so gilt f(a) = g(b)/\ §(b) 5f(a) =ya = b,
weil §§ antisymetrisch ist. Daraus ergibt sich f(a) =
= §(b) =»a = b und g ist injektiv.

Satz 7. Es sei fe ’WLA und ‘f’(f) = éEQA. Dann gilt
Ug(B) = L (B) fur jede Menge B e (L genau dann, wenn Eq IM,X

Beweis. Vor allem beweisen wir, da3 unsere Behauptung fur
die Mengen B = {af, a € A gilt. Nach Definitionen 3 und 5 ist
Ug(a) = E(a) und Lg (a) = {xeAlx % a}. Ist fe /m,:, dann
xe fla) e ) S fa)e=rx 2 a=rxely (a), was Ug(a) =
= le (a) bedeutet. Es sei umgekehrt Ug(a) = Léf (a), also
f(a) Tl (a) = {xeA|x < afl . Dann gilt x € f(a)<::)x =
H a<:t>§(><) < g(a) und folglich f& /WLX Fur eine beliebige

(b) = (b) =

nichtleere Menge erhalt man U?(B) =

WS
bhe beB &
=Ly (B). Aus B = ¢ folgt UE(B) = Le

Bemerkung. Sind die Abbildungen f, §'€ /WLA dual, dann
sind ‘f , §§‘ inverse Quasianordnungen und fur die zugehori-
gen Kegel gilt UE(B) = Lé? (B) = Ug (B) bzw. Uf'(B) =
Sl (B) = Uz, (B).

—:.e‘ -y

]
S

Bemerkung. Durch jede von den Abbildungen fl’ ?2, §3
im Beispiel 1 ist eine (naturliche) Anordnung £ der Menge der
ganzen Zahlen bestimmt. Alle Kegel von fl gehen in die Kegel
von £ Uber. Den Abbildungen fl’ ?2 im Beispiel 4 entspricht
eine Anordnung, die durch das Dividieren in Z definiert ist.
Die Abbildungen in 5 bestimmen die Gleichheit auf Z und die
Abbildungen in 2 und 3 Quasianordnungen in Z. Fur fl flie3en
stets die zugehorigen Kegel zusammen.
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SOUHRN

MULTIZOBRAZENI A USPORADANT MNOZIN

FRANTISEK MACHALA

V préci se studuji (multi)zobrazeni f mnoziny A do mno-
ziny AL = 2A. KazZdému zobrazeni f je mozné pritadit jediné
kvaziuspotadani §€ , pricemZ tzv. konjugovand zobrazeni uréu-
Ji totéZz kvaziuspofddani. Relace éf je uspotddéni, prévé kdyz
je E injektivni. Pro kazdé zobrazeni f a kazdou mnoZinu Be A
se definuje kuzel UE(B)é a. VSechny kuZele prislusné ke
jsou soutasné kuzele kvaziuspofadani §€ , prdvé kdyz § splnu-

Jje podminku (x).
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PEGKME

MYJETHOTCBPAKEHIY. ¥ YIIOPALOUEHNSA
MHOXECTB

®. MAXAJIA

B pefore uayyenTcHs /MyAbTH/OTOOpEXEEMS f MHOXeCTBE A
B uHoxecTBe (L = 2. KexnoMy oToGpamerun f MOXHC TNpKCOeRK-
EUTh HEKOTCPOE KE&3KYNODPSALOUERME "if ¥ T.HE8. KCHUTWPOREH-
Hhe oTCcOpaxeHUs ONpPeleNsrT TO Xe CeMoe KBEeSKYNORSIOYeHKEe.,
Coowaomenneﬁf fAABAAETCA ynopsALOUeHKeM TOrIe U TOJLKO TOrAs,
Korna f MHBEKTHEHO. JJAS XexXRoro orcOpaxeEus f K KEeEICTO
uMHcXecTBe B € {, onpeneasercs KOHyC Uf (B) € Q.. Bce KOHycH
CCOTBETCTBYDI/ie OTOCpPEeREeHUK f SBASAKTCA CIAHOBPEMEHHO KOHY-
ceMy KPEeSHynopaAOoueHus =§ TOrA& ® TOABKO TOIZ8, KOTLS f
UCIIOAHSET ycaoBue /% /..
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