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Правильные множества по заданному модулю 

Анатолий А. Карацуба 

АЬ51гас1: Конструктивно построены правильные множества по модулю, равному 
степени фиксированного нечетного простого числа. Число элементов этих множ
еств не превосходит сколь-угодно малой положительной степени модуля. 
Кеу \Л/огдз: АскНиуе соп^гиепсез, спагасйег зитз, 1.п§опотеЫс зитз 

Маг.петаЫс5 5иЬ|ес1 ОаззЖсаЫоп: Р п т а г у 1П05; Зесопо'агу 11К06 

В [1] поставлен вопрос о существовании правильных множеств по задан
ному модулю т при условии, что количество элементов этих множеств не 
превосходит тЕ, и конструктивно построены правильные множества для 
т = р ^ , р"-фиксированное нечетное простое число. Напомню опреде
ления из [1]. Пусть т " - н а т у р а л ь н о е число, т = т\ > 0, Ет"-полная 
система вычетов по модулю т , А ^ Ет, | |_4| |-количество элементов А. 

О п р е д е л е н и е 1. Множество А называется базисом Ет порядка к = к(А), 
если каждое I Е Ет представляется в виде 

х\ 4- • • • -+- Хк = I ( т о ё т ) , 

хх,. . . ,Хк € А, и существует такое /1 Е Ет, что 

х\ Н -г- Хк-\ ^ 1̂ (тос! т) 

При ЛЮбыХ XI, . . . , Хк~\ € А. 

О п р е д е л е н и е 2. Множество А называется правильным (с"-правильным 
по модулю т ) , если оно является базисом Ет порядка к = к(А), и сущест
вует абсолютная постоянная с ^ 1 такая, что 

к = к{Л) ** сю1р]| • 
В [1] поставлен вопрос о существовании правильных множеств А с 

условием | |А | | ^ т е , 1 > е > 0, т > т\(е) > 0. Вопрос возник в результате 
занятий автора проблемой Варинта ([2]-[4] , [11]). В [1] доказана сле
дующая теорема. 

This paper was partly supported by grant N° F 1247/1997 Ministry of Education of the Czech 
Republic (MSMT). 
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Т е о р е м а 1. (А. А, Карацуба [1]). Пусть р ^ 3, р^-простое число, N "-нату
ральное число с условием 

N ^ т а х ( 5 1 2 0 0 0 , 5 1 2 р 1 5 ) , 

т = р^, е "-произвольное число из промежутка 

8 
3/lOgP . / 1 1 \ 

Тогда существуют с^-правилъные множества А по модулю т с условием 
|| А|| ^ т6 и с верхней оценкой порядка к = к(А) вида 

* < 9 > ё т 

log IIA | | 

Правильными множествами А сформулированной теоремы будут вы
четы по модулю т чисел вида х п , х = 1,2,... , [ т е ] , [ х , т ) = 1 где п~-про-
извольное простое число из промежутка (32е"~2, 64е~2]. 

Подобная проблема, но в более общем виде, рассматривалась М. В. 
^ ъ Ь а п з о п ' о т в [5]. 

Т е о р е м а 2. (М. В. ^ ъ Ь а п з о п [5]). Еуегу /1пйе дгоир С о/ огйег п Наз а Ьазгз 
В о/ ога*ег 2 зисН ЬкаЬ 

\В\ < 2 ( п 1 о 6 п ) 1 / 2 - г - 2 , 

апё, /ог еиегу к ^ 3 апй 6 > 0, 1кеге ехгзЬз ап гпЬедег М = М(к,5) зиск 1каЬ 
еVе^у {гпйе дгоир С о/ огйег п ^ М каз а Ьазгз В о} к зиск 1ка1 

\В\ <(к + 8)(п\о%п)х/н. 

В [5] также изложена история рассматриваемой проблемы (проблема 
КоЬгЬасЬ'а для конечных групп). 

На работу М. В. КаЪЬапзоп'а [5] мне указали профессор Т. ^исЬак и 
профессор Т. ЗсЬоеп (13*ь СгесЬ апс! 51оуак 1п1егпаИопа1 СопГегепсе оп 1ЧитЪег 
ТЬеогу, Оз1;гаУ1се, ЗерЪетЪег, 1-6, 1997), которым я глубоко благодарен . 

Конструктивное построение правильных множеств по модулю т имеет 
самостоятельный и н т е р е с В частности, такие множества могут найти 
применения в прикладных вопросах. 

Как отмечалось в [1], правильными множествами по модулю т , по-
видимомы, будут множества вычетов чисел вида дх, х = 1,2,... , [ т е ] , где 
д"-фиксированное натуральное число, взаимно-простое с т , показатель 
которого по модулю т , достаточно велик, в частности, если #~-первооб
разный корень по модулю т , т " - п р о с т о е число, множества вычетов чисел 
х*, х = 1,2,... [ т е ] , (хут) = 1, где хх* = 1 (тос! т ) . 

В настоящей статье построены новые правильные множества для мод
уля т = р ^ , р"-фиксированное нечетное простое число. 
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Модули такого вида интересны тем, что для них решены некоторые 
проблемы теории чисел, к которым, в общем случае, пока нет никаких под
ходов. Этот феномен был обнаружен А. Г. Постниковым [6], и применен 
затем М. Б . Барбаном, Ю . В. Линником, Н. Г. Чудаковым [7] к проблеме 
распределения простых чисел в коротких арифметических прогрессиях, 
автором [8] а затем - В. Н. Чубариковым [9] к проблеме границы нулей 
2,-рядов Дирихле, М. М. Петечуком [10] - к проблеме делителей Дирихле 
в коротких арифметических прогрессиях. Отмечу также, что если расс
матривать задачу о сложности вычисления дискретного логарифма числа 
х по тос! т , то в этом случае легко получить верхнюю оценку сложности 
вида 0(1о& с т) , с > 0, с"-абсолютная постоянная. 

Ниже считаем, что 0 < е < 0.1; р"-нечетное простое число. IV ^ N1 
(р;е) > 0, А^-натуральное число с т = рм (р - 1). 

Т е о р е м а 3. Пусть т = р ^ (р - 1), <5 = р^"1"1, д "-некоторый первообразный 
корень по модулю ^} тйх = тй9х. Тогда числа вида тсЛа;, (х,р) = 1, х = 
1,2,..., [ т е ] , образую правильное множество А по модулю т , причем 

к = к(А)^^Щ\+3' 
Доказательство. Определим целое число 2 ̂  10 неравенствами: 

1 1 
- ^ е < I " * - 1 

Пусть 1е\ = 1, У == т е 1 , /"-произвольное целое число, з"-натуральное 
число, г = 8 -г•2^. 

Рассмотрим сравнение: 

т о ! XI + тс1х2 4- • • • 4- тйхг = I (тос! т), 

1 ^ х , ^ У , (х,,р) = 1, ^ = 1,2,. . . ,г. 

Пусть К — К (У т ; г) "-количество решений (1). Пользюясь свойством 
полной рациональной тригонометрической сумм:л, находим: 

т — 1 1 rn~í / > \r K = Yl ( Yl e2ni£LÍ^ ) e~27TÍ™ 
m a=0 \<X<Y ' 

(2) 

где штрих в сумме означает, что (х,р) = 1. 
Выделяя слагаемое при а = 0, найдем: 

т 

где У! "-количество х <1 К, (х,р) = 1, 

K=±Y{+R, (3) 

\R < max Y^ e 
0<a<ml --—' 

0<x<>-

2-ri-iiná^ \8 

1 m ' l
t ' o, ^ 4 ) 

771 č-^ Z ^ X 
m 

a=0 0<æ<V 

e2яi-' 
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Сумма в первом множителе правой части (4) равняется 5, 

5 = Е *<")> 
0<п^У 

где х ( п ) " - н е г л а в н ы и характер Дирихле по модулю ^. К | 5 | применима 
оценка тригонометрической суммы из [8]: 

| 5 К с 1 У е х р ( - с | ^ ) . (5) 
Ьg^Q 

где с\ > 0, с > 0"-абсолютные постоянные. 
Далее, сумма И7, 

^=4E £ e - ^ • (6) 
а=0 0<.г^У 

равняется количеству решений сравнения 

ind x\ + • • • + ind xř = ind t/i + • • • + ind u* (mod m) 

1 ^ x j , yj ^ y, ( x j , p ) = (i/;,p) = 1, I = ! , . . . , * . 

n^У* 

2 t j L ! \ - г - i v - ү j - Ì ™ v J ** -i \ t 2 —ì 

(7) 

(9) 

Из (7) находим: 
хх ...хь = у ! ...уь {тоА^). (8) 

Так как У1 = т < $, то из (8) следует, что 

-С1 . . . 2* -= Ух . . . уЬ . 

Поэтому, для кУ выполняется оценка: 

^ = Е г '( п) ^ 
п ^ У 

<^12{1У)-1-1У1(1\о%У + е-1) 

Из (4)-(9) находим: 

| Д | ^ с^У'ехр ( - С 5 1 0 ! ' У ) < 2 ( ^ ) - ( - 1 ^ х 
н \ \о%2С) ) (Ю) 

х (Ио%У + 11 - I ) ' 2 - 1 . 

При я = 1 из (10) находим: 

| Д К У г + 1 т - с е ' ( 1 о § г о ) е 7 2 , 

где постоянная в знаке <^. зависит только от е. 
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Следовательно 

К = ~У?Ь+1 + 0{У1+1т-сеЦ\о^т)е^) 
т 

и при т ^ гп\(е) > 0 получаем: 

К ^ ±-У™+1 - с2(е)У1+1т-сеЦ\о%т)е* * > 
т 

Отсюда следует, что каждое / представимо в виде (1) и число слагаемых 
в левой части (1) равно 

21 + 1 = 26Г/1 + 1 ^ 2е~1 + 3 ^ 2 - ^ ^ + 3, 

Теорема 3 доказана. 

Замечания. 1. В доказанной теореме е может стремиться к нулю при т —> 

+оо, но не быстрее, чем I/-0

1

б'°^г

т• 

2. Если в (10) взять 5 = е^ 1, то оценка для к = к(А) примет вид 

1о&т 

^ 3 1 ^ | Щ + 3 ' 

и е может стремиться к нулю при т —> +оо, но не быстрее, чем л/ °1^^-,т • 
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