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praci, uvefejnénych v riznych casoplsech upozoriiujeme aspoii
na tato souborna dila:

M. v. Ardenne: Die Kathodenstrahlrohre und ihre Anwendung
in der Schwachstromtechnik, Berlin, 1933. — J, F. Rider: The
Cathode — ray tube at work, V. vyd., New York, 1937. — P. E.
Klein: Die praktische Verwendung des Elektronenstrahloszillo-
graphen, Berlin, 1936.

Fysikdlni vdstav Masarykovy university.

V Brné v tinoru 1939.

Ulohy o zrcadleni na p¥imce.
Karel Lerl.

Mnohé partie ve sbirkach jsou chudé zastoupeny piiklady.
Takovou partii je na p¥. osova soumérnost; chei v dal§im vyznaditi
takovou dosti obsdhlou skupinu piikladé na osovou soumérnost.
Jsou to ulohy o zrcadleni. MuZeme je rozt¥iditi ve tii skupiny:
zrcadleni «) na pifmce, ) na dvou pfimkach, y) na t¥ech a vice
piimkéach. Primku nazveme zrcadlici a zndzornime ji stejnym
zpusobem jako rovinné zrcadlo ve fysice, paprsky pak opat¥ime
Sipkami. Paprsek dopadajici a odraZeny jsou riznobézky, jejichZ
osami soumérnosti je -jednak zrcadlici primka, jednak kolmice
dopadu. Pro paprsek odrazeny plati jednoduchy zdkon, ktery
odvodil jiz Euklid ze symetrie pfedmétu a obrazu u rovinnych
zrcadel; draha paprsku je minimalni, jak bylo znamo jiz Heronu
Alexandrijskému. Dopadne-li paprsek kolmo na zrcadlici piim-
ku, probihéd pak ve sméru opaéném celou svou puvodni drahu,
jak jiz uvedl Kepler ve svém principu o obraceni cesty svételného
paprsku.*) Tytéz zdkony plati nejen v optice, nybrz i pii razu
dokonale pruznych téles (na p¥. koule se sténou), jak udal lanskroun:
sky roddk Jan Marek Marci (1595—1667) ve svém spise ,,De
proportione motus,...“ (Pragae, 1639), jehoz priorita musela
byti dasto obhajovéna (viz ¢lanky dr. Fr. J. Studniéky a J. Smo-
lika).

«) Zékladni Gloha, kterd jest uvedena v uéebnicich i ve sbir-
kich zaroven s diikkazem o minimélni draze, je: Stanoviti na
p¥imce z bod C tak, aby spojnice jeho s danymi body 4 a B na
téze strané piimky lezicimi, tvofily stejné thly, t. j. jinymi slovy:

*) Podle novych osnov jsou Zdci jiz v III. t¥. sezndameni se zdklady
optiky, tedy ulohy ty jsou v kvart® moZné. — Stylisace tiloh jest ovSem
mnohy struénéjsi.
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z bodu A vésti paprsek, aby po odraze na piimce z dospél do
bodu B. Paprsku odraZenému (pii jinych tlohach) jakoZ i pa-
prsku dopadajicimu lze pak predepsati rizné podminky (jako
smér), na pf. aby paprsek byl teénou nebo seénou (kruznice)
dané délky atd. Lze tedy hlavné strojné tlohy o kruZnicich uvésti
na takovy tvar, aby se jednalo o zrcadleni. Na pt.: Ke kruZnici k,
vésti teény tak, aby po zrcadleni byly tednami kruznice k, (obé
pred pifmkou z); nebo piiklad 8 v Rozhledech matematicko-
ptirodovédeckych, r. 1931/32, R 29: Pred zrcadlici pfimkou z
dany jsou kruZnice ki, k,, ks a body A,, 4, A; Jest sestrojiti
takovou kruznici k, aby chordala ch; (k, k;) po odrazu na piimce 2z
prochazela bodem A4; (¢ = 1, 2, 3). Koneéné neéini zde zadnych
potizi ani probrati vliv pohybu pfimky 2z (posunuti a otoceni)
na polohu obrazu.

B) Zakladni tlohou je tato: Jsou dany dvé zrcadlici primky
21, 2o (svirajici ostry thel); z bodu M vésti paprsek na z, tak, aby
po odraze na 2, a 2z, prochazel bodem N. Na misto bodi M, N lze
pak obdobné uvésti smér paprskid, kruZnice, k nimz paprsky
jsou teénami nebo seénami dané délky, atd. Zaroven mozno udati
tlohu, nefeSitelnou kruzitkem a pravitkem, na p¥.: Jsou dany
piimky z,, 2, a bod M, z n&hoZ jest vésti paprsek tak, aby tsek
odrazeného paprsku mezi ob&ma piimkami z,, 2z, mél predepsanou
délku (pouzitim vétve konchoidy Nikodemovy, ktery ji pouzil
pii délickém problému a trisekei tGhlu). Koneéné druzi se sem
i skupina aloh, jichZ dikaz spoéiva budto na dvojici thli nebo na
vnéjsich thlech trojihelnika. Na pt. je-li 2, | 2,, paprsek dopada-
jici na 2, a paprsek odrazeny od z, jsou rovnobéiny (souhlasné
thly jsou si rovny). Pro tuto skupinu bych vytkl tlohu, jejimi%
obménami nebo &iselnymi Gdaji lze vytvoriti radu dal$ich, sloZi-
tych a zajimavych tloh. Dvé pimky z,, z, sviraji ostry thel «;
z bodu M uvnitt Ghlu dopada paprsek na z, tak, Ze se pfiblizuje
k priuseéiku P piimek z,, z,. a) Po kolikdtém odrazu poéne se od
ného vzdalovati? b) Ve kterém piipadé prochdzi praseéikem P?
c) Kolikdty odraz je posledni? d) Otodenim z, k 2, tak, Ze
X 2Py = %, projde paprsek z M viemi body odrazu na z,

jako v prvém piipadé, pii éem% k-ty odraz prvého piipadu se stane
odrazem nk-tym.

a) Priseéikem P vedme postupné piHmky z, 24, 2, ..., od-
chylené navzajem o tyz Ghel: < (22,) = < (2235) = <X (252) = . . .
... = o; paprsek z bodu M prodluzme; necht protind z,, zg, 2, . . .
v bodech A,, A, A,, ... Sestrojime-li jednotlivé body odrazu
uvnitt dhlu < 2.2y, ziskdme body A’p, A', . . . PHmky 2, 2,, 25, . . .
znazoriuji ndm st¥idavé zrcadlici p¥mky 2y, 2, 2y, 25, . .., jeito
paprsek s svird s nimi tytéZ hly jako paprsek odrazeny s p¥im-
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kami z;,z,, a body A4;, 4,. 4;. ... jsou homologické s body A’,,
A'y, A, ... Padne-li tedy pata kolmice vedené z P na s mezi
piimky 2,4, a 2,4, nastane vzdalovani se paprsku od bodu P
mezi z-tym a x 4 l-vym odrazem. Je jasno, Ze < (sz,) = f -+
+ (n—2) &, kdez f = < (s2,). Plati tedy f + (x — 1) x < 90°
a f+ xx > 90°, z Cehoz

90° — 90° — B

<x << + 1,

éimz je x urdeno.

b) Ze znazornéni je patrno, Ze paprsek prochiazi bodem P,
jde-li jim bez odrazu. '

¢) Posledni odraz bude y-ty, pii éemz

180° —
ﬁ+y“2180°-y2,—89a -,
anebo
180° — 180° —
04 (6.9

d) Uvedené tvrzeni plyne piimo ze znizornéni.

y) Vsimnéme si nyni dloh se tfemi zrcadlicimi p#imkami.
Na pt.: Bodem M uvniti A ABC jest sestrojiti paprsek tak, aby
po odraze na strané BC a pak po odraze na AB a AC dospél k témuz
bodu na strané BC, kde po prvé dopadl.

Paprsek necht dopadne na BC pod thlem ¢, na AB pod &,
na AC pod ¢, a po druhé na BC pod dhlem &, Pro tyto thly plati
vztahy plynouci z trojahelnfku 4,BC,, 4B,C,, 4,B,C, kde A4,.C,,
B, 4, jsou body dopadu: & = —¢; e =0 —¢& =0 —f + &,
gg=7y—o«+ f—e¢, takie & + & =y + f— «. Paprsek do-
padne na BC v bodé 4,, po odrazu prochazi bodem M, soumérnym
s bodem M podle BC; dopadne na AB v bodé C; a po odrazu
prochazi bodem M,, soumérnym s M, podle strany AB; dopadne
na AC v bod& B, a po odraze prochizi bodem M, soumérnym
s M, podle AC. M4 dopadnouti na BC opét v bodé A4,. Jde zde

patrné o konstrukei trojiahelnika o strang M, M, jehoz t¥eti vrchol
lezi na dané p¥imce BC, a jehoZ thel pifi tomto vrcholu se rovnd
180° — (g9 + &). Geometrické misto vrcholi nad tseckou je kru-
hovy oblouk, jeZ protne pfimku BC v hledaném bodé A4,. — Pii
fefeni této Glohy byla podéna toliko kostra postupu, aviak ze-
vrubny rozbor by byl velmi zajimavy a slozity; ukazal by, na ¢em
vSem zavisi moZnost fefeni vitbec. Obménami a zavedenim. jinych
podminek pro drahu paprsku, jako na pf. smér, délka tseku,
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nékolikandsobny odraz na dvou stranach atd., ziskali bychom
tlohy slozit&jsi.

Mgjme nyni obecné n-tGhelnik A4, 4,, 4;...., 4, a uvnitf
body P, Q. Jak je nutno vésti z bodu P paprsek, aby po odrazu
na strané 4,4, a po nasledujicich odrazech postupné na stranich

A,A,, A A,. . . .. A, A, prochazel bodem Q? Konstrukee je snadnou
vzhledem k té vlastnosti, Ze odraZzeny paprsek prochdzi vidy
bodem soumérnym. Sestrojme tedy postupné body soumérné
podle stran: ku P bod P, podle 4,4, ku P, bod P, podle 4,4,
atd.. aZ koneéné dojdeme k bodu P, jimz ma prochéazeti odrazeny
paprsek, ktery ma viak ziroveil prochdzeti i danym bodem @.
Tedy spojnice P, stanovi na posledni strané bod dopadu; zpét-
nym postupem az k bodu P mizeme stanoviti drahu Zadaného
paprsku. Uloha je ziejmé nefesitelnd, vyskytne-li se pfi postupném
zjiStovani bodtt dopadu néktery z nich na prodlouZeni strany
a nikoliv na strané samé. Vhodna volba podminek nim opét podet
aloh rozhojni.

d) Tento vyklad zakon-
¢ime kratkou avahou o sta-
noveni poétu obrazi.v klinu
zrcadel. Jako vzdy uvazuje-
me vse toliko v roviné kolmé
k priseénici zrcadel, jdouci
sviticim bodem, takze i dii-
véjsi nazvoslovi ponechame.
Déany jsou zrcadlici piimky
2z, 2" a pruseéfkem P opiSme
kruzZnici, jdoueci sviticim bo-
dem, jez protne piimky =z,
2" v bodech B, resp. B'.
Pro jednoduchost vyjadfeni
volme polomér jeji » = 1. Na této kruznici se museji podle zikoni
0 Rdrazu nachazeti obrazy bodu 4 (viz obr.). Uhly AﬁB, A?JB',
BPBf’o’znaéme @, resp. ¢', «. Paprsky vychdzejici z bodu 4 a do-
padajici na z, odrazeji se tak, jakoby vychézely z bodu 4, (leZfciho
na kruznici tak, ze oblouky 4,8 = AB, tedy A4, = 2¢). Paprsky
zrcadlem z odraZené dopadnou na 2’ a odrazi se tak, jakoby vy-
chazely z bodu A4,, jehoZ poloha je stanovena @’ = A’E'. Je
tedy oblm&%(' A4, uréen Ghlem 27— 2p — 2¢’. Pokraéujeme-li
takto a méfime-li stdle oblouky z A4 ptes B, tu obdriime

AAgy i1 = (2n + 2) ¢ + 2n¢’,
AAzy = 2m— 2np — 2n¢’.

‘A,
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Druhou skupinu obrazi obdrzime, sledujeme-li paprsky vy-
chazejici z A a dopadajici na zrcadlici pfimku 2’. Oznaéme obraz
vznikajici takto po k-té reflexi 4’;. Jde nyni o to, abychom usta-
novili indexy poslednich obrazii v obou skupinich. Patrné bude A4;
tenkrate poslednim obrazem, jestlize paprsky tento obraz vytvotu-
jici, byvse jednou zrcadlici piimkou odraZeny, nezasahnou jiZ
druhou zrcadlici piimku, t. j. jestliZe nazpét prodlouZeny protinaji
prodlouzenou zrcadlici pfimku za pruseéikem P. V tomto piipadé
se v8ak Ay nalézd mezi body C a C’, v nichz BP a B’P kruznici
po drubé protinaji. Je-li & liché, tu se posledni reflexe vyskytla
v zrcadle z. Pak muZe arci A; zapadnouti do bodu (', avSak
nikoliv do bodu C, nebot v tomto pripadé by A; splynul s pred-
chézejicim obrazem, jenZ vznikl reflexi na 2’ a jenZ by pak musil
platiti za posledni. Proto je

180° — @' < Adgyyy < 180° + ¢,
aneb
180° — @' < 2ng + 2n¢’ + 2¢ < 180° + ¢.

Ponévadz « = ¢ + ¢’, lze posledni nerovnost psati ve tvaru
180° —¢' < 2n 4+ 1) & + ¢ — ¢' << 180° + ¢;
priétenim ¢’ — ¢ dostaneme
180° — @ < (20 + 1) o6 < 180° + x — @,
z Gehoz délenim « vyjde nerovnost:

180°

AP <oy < 10

;‘p_{_l.
o

Obdobné mame v piipadé, kdy posledni do oblouku CC’ zapadajici
obraz ma sudy index:

180° — ¢ < AAg, < 180° + o,

aneb
180° — ¢’ < 360° — 2np — 2np’ < 180° + ¢,
éili
o__ °___
180 <p+1>2n2 180 (p'
« = &

Jsou tedy meze pro &islo 2n tytéZz jako pro 2n + 1 a proto vychézi
piesné podet nedarkovanych obrazii x z nerovnosti

o ___ 1 o _
M<x<¥+ 1.

[0

Podet obrazii z', vznikajicich paprsky, jez dopadaji nejd¥ive na
piimku zreadlici 2, vychézi obdobné z nerovnosti
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180° — ¢’
x

180° — ¢
S <—— P

+ L

Potet vech obrazt jest z + a’. Vysledek lze vysloviti takto:
Rozdéluje-1i svitict bod dvé zreadlici piimky v hlu & na &asti ¢ a ¢,
nalezneme podet vznikajicich obrazii timto zptsobem. Doplnék
tihlu @ na 180° délme thlem «; vyjde-li déleni beze zbytku, zazna-
menejme si podil, nevyjde-li déleni beze zbytku, zaznamenejme
pak nejblize vysii celé ¢islo. Stejné tak uditime s thlem ¢'. Soudet
obou takto ziskanych &isel udava podet obrazii.

Diskusi by oviem zasluhoval téZ piipad, kdy oba posledni
obrazy na oblouku CC" se kryji, coz pfenechivame jiz Gtenafi
samotnému.

Pozniamky k metodice trigonometrie.
Karel Lerl.

1. Mnozi didaktikové zahajujice novou partii geometrie snazi
se konkretnimi tlohami z praktického Zivota uéiniti ji zajimavou
a ukdzati pravé na t&chto alohach dulezitost a nutnost této ¢asti
z dtivodu praktickych. Zajem Zaku se vzbudi jen konkretnosti, od
niz se pfechdzi pozvolna k abstraktnim pojmam. Tohoto hlediska
musi byti dbano téZ na podatku vyuky trigonometrie, kdy poéiname
pojmem ,,gontometrickd funkce*. Zde lze vhodné volenymi piiklady
z prakse ukdzati, %e funkce ty jsou nutnymi. Didaktik Hdfler*)
klade na prvé misto funkeci tangens. Definice goniometrickych
funkei pro ostry thel spolu s vétou Pythagorovou slouzi vyhradng
k praktickym piikladim, zejména k FeSeni pravothlého trojuhel-
nika. Potom nésleduje rozsiteni pojmu funkce pro kazdy thel (tedy
i zdporny); grafické znazornéni pribéhu funkei umoziiuje snadnéjsi
vniknuti do podstaty tabulek a jejich pouzivani. Z vlastni gonio-
metrie nutno probrati zatim jen nejdulezitéj$i vzorce a vztahy,
nebot pieddasné jejich hromadéni je didakticky zavadné. Ziku
neni dosud totiZ z probraného uéiva dostateéné znamo, jaky budou
miti tyto vztahy adel a pouziti. P¥ilisné hromadéni vzorct vede
zadka jen k bezmySlenkovitému memorovéni vzorcii, jichz pak
pouzivé soudasné toliko ku strohému upravovini vyumélkovanych
vyrazi a pod. Isolovanou abstraktnosti nevzbuzuje se prazadna
¢innost, ba spife naopak zmensuje se ji duSevni pohyblivost a postup
vyuovani se stava tézkopadnym. Na dikladné probrani a doplnéni
goniometrie je dosti ¢asu aZ ve vlastni trigonometrii. Zakonéenim
tohoto tvodu jest tprava béinych vyraza k logaritmovéani, p¥i
¢emz se z tychz divodi omezujeme na véci podstatné.

*) A. Hofler, Didaktik des mathem. Unterrichts, str. 263 a nésl.
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