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Gasopls pro pastovani matematiky a fysiky, rot. 75 (1950)

SUR LES PROPRIETES AFFINES DES CORRESPONDANCES
. ANALYTIQUES.

VACLAYV ALDA, Praha.
(Regu lo 16 Juillet 1949.)

I. Soit donnée une correspondance analytique C entre deux espaces
affines & n > 2 dimensions. Les coordonnées linéaires dans les deux
espaces sont des fonctions de n paramétres ul, ceny Uy les points corres-
pondants 4 = (xl, Ly ooey Xp) €6 B = (Y3, Yg, -+, y,,) sont ceux qul appar-
tiennent aux mémes systémes de valeurs de ul, veey Up.

Nous supposons qu’on a dans tout le domame considéré
-D(xl: ceey xn) D(yl/l’ (i ynl

= = Dy o) T PV Dy, ) T )

Les vecteurs g resp. g (¢ =1,..., n) sont alors linéairement indépen-
dants et il existe une afflmte T telle que o :

TA =B, . , (2y)

TdA = dB; (24)

c’est ce que nous appelons laffinité tang&nte (& la correspondance C au
point 4).

Son module est ) »
n D(yy, ..+ Yn)
D(zy, .o s, Tp)

. Attachons au point 4 du.premier espace un repére mobile qui -
consiste du point 4 et de n vecteurs I, ..., I, tels que [/, ... Iy] = 1.
Pareillement attachons au pomt B un repére consistant de B et de n

vecteurs Jy, ..., Ju avec [J; .. J,] = 1.
11 existe des formes de Pfaff b, T8, o, 7 telles que
d4 = o'l;, dB =vJ;, . S B
dI; = wfly, dJ;=1tJs, (33)

w =0, 7w =0. (3)
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Si le point A reste fixe on a w* =0, ¢=1,...,n La correspon-
dance C entraine que le point B est aussi fixe, d’oit 7t =0, ¢ = 1,...., n.
Les w*, 7 ne contiennent que les différentielles des parameétres principaux
Ugy oees Une

Parce que les @' sont linéairement indépendants, les 7¢ ont la forme

T = fifow¥, i=1,...,mn, (4)
et le module est
wr = |fed].

Nous allons choisir les J; de telle maniére que ff = 0 pour % = §;
c’est possible en vertu de (1). Enfin nous pouvons déterminer les vecteurs
J; de maniére que

ln=fue=...=fm=up
Done ) :
T =puwi, 1=1,...,n (5)

Les vecteurs J; sont déterminés par les vecteurs I; et c’est pour-
quoi les 7;¥ dépendent de w;¥. Par dérivation extérieure de (5)

[w* (2 — eogd)] + [w" %’}] —0, i=1,...n.
Le lemme de Cartan nous donne
) ) 3 d b 2, 3 == cee
T — wit + Ot _H‘li = aio’, (7’; - i: 3 , n) | (6)

ott 0z’ est le symbole de Kronecker et akf = aut.

De (3;) nous obtenons

n—:— = azlw’. . (7)
- L’affinité T est définie maintenant par les formules
TA = B, (2,")
TI; = pdy, (2y)
d’ou
‘ Td4 = dB. (25"

Soit K une courbe passant par le point 4. Les courbes K’ = CK
et TK ont un contact analytique d’ordre un au point B = T4,

) Pour les éléments infinitésimaux d’ordre deux nous avons

: d?4 = dow' I; + wiewitly,
d?B = do'ud; + wlwfudi + aifoloipds,

done o

» d?B = T d24 + oiud;,
' o' = it
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Transformons par 1’affinité T—! le second espace dans le premier.
Nous avons alors dans cet espace les courbes K et K* = T—1K'. Le point
correspondant de la courbe K* étant A* = T- 1C4,0na

A* = A, :
d4* =d4, (8)
d24* — d24 = ¢'I;. '

A chaque direction (w) il correspond ainsi une direction (o) (’excep-
tion faite des directions (w) pour lesquelles ¢* = 0,7 = 1, ..., »). Menons
par le point 4 un hyperplan ne contenant pas le vecteur ¢%/;. Les pro-
jections de la courbe K et de la courbe K* dans cet hyperplan ont le
contact d’ordre deux, si la direction de cette projection est celle du
vecteur ¢*I;. Ceci donne une définition géométrique du vecteur g'/;.

+ Appelons direction caractéristique de la correspondance C chaque
direction (w?!, w? ..., w") telle qu’a chaque courbe issue de 4 dans la
direction envisagée et ayant une inflexion en A correspond dans C une
courbe ayant une inflexion en B (pour n = 2 v. Fusint-Cecr, Introduc-
tion & la géométrie projective différentielle des surfaces, p. 158). Alors les
directions caractéristiques sont données par

wl:w?:...:o®=¢l:0%:...:0™ 9)
Dans le plan (n = 2) on a '
ot = ayle')? + 20’00 + a5t (@),
0% = a;2(0)? + 20,2002 + ag2(w?)?,
de maniére que I’on a pour les directions caractéristiques I’équation
01,7 (@) + (2045% — 6137) (1) 0* + (B55® — 2055") 0 (WP)? — @y} (@) =
Soient 1, 22 les coordonnées du point courant du plan par rapport
au repére qui consite de 4, I, I,.
Les coniques
Oy = ayy (2")? 4 2a,510%02 4 ag,!(2?)? + 221 = 0,
Cy= a;%(*")* + 20,°'2% -+ age*(2?)* + 222 = 0
possédent la propriété suivante: la courbe correspondante & la conique
du faisceau 4,0, — 2,0, = 0 a au point B un point d’inflexion.
Dém. Les points d4 = w'l; + w?l,, d4 + %dzA =do'l; + .
étant sur une de ces coniques, nous avons
. }Ll(l)z h— 1:20) = 0, .
Map (@) + 2a,%0'0? + age¥(0?)? + o? + dew? + o'n? 4+ o,?) —
— Ag(a M (@) + 2, 0'w? + a5l (w?)? + o + do! + wlo! 4
+ wtw,!) =0 -
(les termes d’ordre supérieur étant négligés), donc
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w‘{dw’ + olry? + co"’( 2+ )}—w’ {doo1 + w‘(‘ﬁl + (—Z—‘) +
+ wzr,l} =0. '

Or ceci donne [dB d2B] = 0 c. q. f. d.
Voici une autre interprétation de la direction (g, 02). Si le point A
n’est pas un point d’inflexion, il existe une affinité H telle que
H4A = B, Hd4 = dB, Hd24 = d?B. (10)

Soit H = TL, o1 L est une affinité du plan (4) en lui-méme.

D’aprés (2,,5'), (10)

LA =4, Ld4 =dA4,

- c'est & dire: la tangente & K en A4 est 'axe de I’affinité L. La direction de
cette affinité est celle du vecteur V pour lequel LV = AV.
- Parce que il doit &tre L d24 = d?4 4 o'I;, le vecteur V = ¢'l;.

Pour déterminer A considérons deux courbes K, K, avecla tangente
commune en A. Les affinités correspondantes sont L1 resp. Ly avec 4,
resp. ;. Soit V = d24 — U, le vecteur U étant porté par la tangente

Done
}.t(dzAi -_— U.) = dzA,' -_ U; + 0'111 + 0'213, ‘i = 1, 2.

QPa.r soustraction
(Ae—1) A2, — (4, —1) @4, = (A, — 1) Uy— (h, — 1) Uy,

A droite il y a un vecteur qui appartient & la tangente et c’est pourquoi
{A3—1)/(4; — 1) est l'invariant du contact des courbes K,, K, (voir
Fueini-Cecn, loc. cit., p. 17).

* II. Dans cette partie nous allons étudier les correspondances entre
-deux plans, pour lesquelles le module de I’affinité tangente est constant.
Ce sont les correspondances qu1 conservent 1’aire.

Parce que
7” = (‘1111 + ay®) 0! + (15" + ags?) ?
" doit s’évanouir identiquement, ;)n a

. ay' + Gg® = t1e* + qnz =
Les dquations (6) sont ‘alors

Tl — wyt = aw! + b, 12— = ocw‘_-—- aw?, (6)
) Ty — wy! = bw! + cw?, 74} A__bwas = — aw''— bo?,

‘ol nous venons de poser.a = @;;, b = a5, ¢ = ayq!, & = a8
- s .
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Pour les directions caractéristiques nous avons I’équation
= c(w?)? + 3b(w?)? w! + 3a w*w!)?— x(w!)® = 0.
Par denv&tlon extérieure de (6’) nous obtenons

[(da — aw;' — 2bw,? + ow,!) w'] 4
+ [(dd + bw,! — cw,® — 2aw,yt) w?] 4+ (xc 4 ab)[wlw?] = 0,
[(db + bw,' — cw,® — 20w,!) 0] +
+ [(de 4 3cw,t— 3bw,!) w?] — 2(b? — ac)[w'w?] = 0,
[(dx — 3w, + 3aw,?) w'] +
+ [(—da 4 aw,! + 2bw,® — cw,!) w?] + 2(a? + «b)[w'w?] = 0.

Le systéme (6’) est en involution et sa solution générale dépend d’une
fonction de deux variables.

Dans le cas ol une direction caractéristique est au moins double on
peut donner des résultats plus détaillés.

Nous posons # = 1 ce qui ne restreint pas la généralité.

A) L’équation y = 0 a une solution triple. Le vecteur I, étant dans
cette direction et le vecteur I, multiplié par un facteur, la forme g est
v = (w?)9?. Les équations (6’) et leurs conditions d’intégrabilité sont

Tll - wll =Y, 712 - (‘)12 = O: ’ (6”)/
121 -_ wzl = wa, 122 -_ wzz = 0,
[0 w?®] = 0,

n

[w2w'] — 3[w,'w?] = 0.
Nous voyons que la solution dépend de deux fonctions d’une variable.
D’aprés (11;), w,? = pw®. Les courbes caractéristiques sont données par
w? = 0. Avec @w? = 0 les équations (3) deviennent -
dd = w'l,, dB =w'J,, ' (+)
a.Il = wllll, d']l = wllJll. . v
Dong, les courbesr caractéristiques sont des droites 7z dans le plan (4)

et des droites ' dans le plan (B) et la correspondance C consxdérée seule-
ment pour une des droites 7 est une affinité A,.

&) p = 0. Les droites 7z (ainsi quez ') sont paralléles. Choxslssons une '
droite 7 pour 'axe ,, une drmte @’ pour I'axe y,. La correspondance
prend la forme

=+ flas), ys = .
La fonction f est complétement arbitraire.

Si p =+ 0 deux droxtes 7 infiniment voisines ont un point commun.
Ce pomt est

p=a—2Lr,
> I
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- De I'équation w,? = pw? on déduit par dérivation extérieure:

[(dp + PPo' — pw,Y) w?] = 0
d’ou

——:-)2 (dp + P! — pw,?) = ro?
et ) dP = rszlo
Le point @ correspondant au point P dans I'affinité A, est
- Q=B——~u,
P

alors
d@Q = rw?J,.

ﬂ) Sir =0, donc dP = d@ = 0. Les points P, @ étant fxxes choi-
sissons les pour les origines des coordonnées. La correspondance est de la

forme
Ys _ (%
Y ¥ (",”1)’

La condition x = 1 nous donne

—/t _+/- / ’ j’r ’ I = 1
of —o ﬂ— of't, ¢'f + of
Ofl . '~ { = f}_ fl df d(p
Ty T dr
La solution est '
: 1

f=r
| Vo - |
y) r &= 0. Nous voyons: lé point P(Q) décrit une courbe dont la
" droite tangente est 7 (n'). .
. Ona ‘ :
T &P = {d(re?) + rotey} Iy + ratwl,,
b d2Q = {d(re?) + rwiw,'} J; + roPw?J,.

. L’arc affine de ces courbes est .
= [dP &*P]" = [dQ a*Q™". ™

“Voici la construction de la correspondance de cette espéce Dans
. chacun des deux plans (4) et (B) on choisit une courbe et I’on trouve une -
- correspondance entre ces deux courbes de telle facon que dans cette cor-
-~ respondance on ait (*). Pour chaque couple de points cortespondants -
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P, @ nous construisons I’affinité A, réalisant le contanct d’ordre deux de
ces courbes en Q. Cette affinité A, est, sur la droite tangente en P, iden-
~ tique avec A, et la_correspondance C est engendrée par ces affinités A..

B) Supposons que I’équation ¢ = 0 a une racine double et une
racine simple. Choisissons les vecteurs I;, I, dans les directions données -
par v = 0; nous avons :
p = 3 ot
(Nous avons choisi les longueurs des vecteurs I, I, de telle fagon que
b=1)

Les équations (6') sont alors

111 -_ 0)11 = 0)2, le —wlz = O, —(6”/)
: T — ! = wl, T —wd=—0w?
' L]
avec les conditions d’intégrabilité
) 2w'w,?] — [w?w,}] = 0,
[w?w,t] — [wiw,at] "+ 2[w1w2] =0, (12)
[@w?w,?] = 0. .
La solution générale dépend de trois fonctions d’une variable.

De (12;): w,® = pw?. Les courbes caractéristiques doubles sont
données par 1’équation w? = 0. Pour ces courbes nous avons de nouveau
les équations (+). Les conclusions sont les mémes (au lieu de caracté-
ristiques triples on doit parler de caractéristiques doubles).

«) Sip = 0,les droites 7 resp. n’ sont paralléles et la correspondance
a la forme :

Y= f( ) 1+fz(xa)n

Ys = f1(zg).
Soit p &= 0. o ‘ , s

Par dérivation extérieure de I’équation w,? = pw* nous obtenons

dp + pPw! — pw,' = sw?.
Le point d’intersection de deux droites z infiniment voisines est

P == A —_— 'l I 1
E . . p
et ’on a
dP - > ol 1
s
Pour le point @ = B -——J qui correspond au point P dans l’a.ffmlté
A,ona
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1 dQ = (—"5 — i) WAy,
, »”  p)
Posons
dP = awly, dQ = (& + f) w?J,. (++)

Avec cette notation nous avons

d*P = d(ae?) I; + aw?(@,']) + 02ly),
d2Q = d(w + fe?) Jy + (& + B) ¥y + w3 + waz)

B) Six =0, toutes les droites 7z passent par un pomt fixe P,. Mais

= —% = 0 et le point @ décrit une courbe dont les droites tangentes

sont les droites 7', : Py

Soit Py = (0, 0) et soit Q = (1,(t), 74(t)) le point qui correspond ala
droite x, = txl La correspondance est alors

771(‘) + 2, 9(t) 71 (), Y2 = 7a(t) + 2y p(t) 7' (t).
De la condltlon # =1 nous obtenons

P) = Oy’ 7" — ") ')
Siax + B = 0, alors & == 0 et les plans (4), (B) sont & echanger.

y) & == 0 == « + B. Pour la courbe du point P resp. @ nous avons
[dP &*P] = pod(w?P, [dQ &*Q] = p( + PR  (+++)
et les tangentes & ces deux courbes sont les-droites x resp. z’.
La construction de cette correspondance est la suivante.
- On choisit arbitrairement deux courbes ainsi qu’une correspondance
entre leurs points; ceci donne exactement trois fonctions d’une variable.
Pour les points correspondants P, Q nous déterminons [dP d?P],
[dQ d2Q]. Selon (+++) nous calculons B/x. Ce nombre étant connu
nous pouvons trouver ’affinité A, entre les tangentes et P et en @ qui-
" transforme P en @, I, en J, et qui satisfait & (+4).
III. L’affinité T [(voir définition (2’)] est déterminée (pour une.
correspondance C fixe) par le point 4 et dépend alors de » paramétres.
. Dans cette partie nous allons nous occuper de la détermination des corre-
. spondance8 pour » = 2; 3 pour lesquelles les affinités T dépendent de
¥ < n paramgatres.-

. Soit n = 2. On peut avoir » = 1. Par chaque. point 4 passe une
courbe C e long de laquelle I’affinité T ~ est constante. Smt I, le vecteur
tangent 3 cette courbe dans chaque point.

T est définie par ’

Vo

A—>B, I, > uJ;, Iy~ ul,.
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Sur la courbe C on a w? = 0 et done
d4 = w!l,, dB = oludy,
af, = wllll + oLy, d(ud,) = (' + anlwl)/"'] + (0,® + a0 ud,,
dIz =wtl; —wly, d(ud,) = (sl +a5' 01) 1+ (— w1+ aglw?) .
L’affinité T est fixe si ' : h
@yl = ay,! = a? = ay® = 0.

Les équations (6) sont ici

d
£+ Tl —w!'=0, 1 —wf=0,
# (13)

du
2 __ 2,2
Ty — wy! = aglw?, ; + 758 — WP = ag’w?.

D’apres (3;) il y a
d

2 2K _ ag5’w?.

Le systéme (13) devient fermé par adjonction des équations
ay'{wle?] = 0,
[(dags! + 3azlw ! + ag2w,l) w?] — agt{w,2wl] = 0, (14)
ag*[w?w?] = 0,
[(dags? + ag5'wy® + Ggg’w;t) 0P] — ag?(wPw!] = 0.
Pour a,,! = ay,2 = 0 on a la solution singuliére; ¢’est une affinité.

Ce cas exclu le systéme est en involution et sa solution générale dépend de
trois fonctions d’une variable.

L’équation (14;) ou (14;) nous donne
w? = pot;

c’est & dire toutes les courbes C sont des droites 7. Les courbes corres-
pondantes dans le plan (B) sont des droites z’. En méme temps pour
w? = 0 les équations (3) prennent la forme suivante:

d4 = w'l;, dB = wl(udy),
dly = w,'1;, d(pd,) = o'u/y).
" La correspondance C considérée pour une droite & seulement se réduit

3 une affinité A, entre les droites 7 et ' correspondantes. L’affinité A,
coincide d’ailleurs avec I'affinité T qui appartient & la droite 7.

Trois cas sont & distinguer.

&) p = 0. Les droites 7 resp. 7’ sont paralléles. Nous choisissons une
droite 7 resp. z’ pour ’axe &, resp. ¥;. La correspondance est

= @(g) 2, + f1(y),

- Yg= xav’f' fa(zs)
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avec la condition que le long de la droite #, = const T soit fixe. De la
définition de T il vient que
' : @ = const.
Soit p % 0. Deux droites 7 infiniment voisines ont le point P =
1 N
=A— ;I 1.commun. Nous pouvons normaliser le vecteur I, de ma-
ni¢re que P = 4 — I,, done p = 1.
L’équation w2 = w? nous donne par dérivation extérieure

. wll_wl = qu?.

Et alors
dP = — qwz.[ 1
Dans l’affmté T correspond au point P le point @ = B — uJ, avec
' dQ = — qw?ud,.

Pour les éléments d’ordre deux nous avons les expressions

AP = — {d(g0?) + @0’} I; —q(@?P I,
4*Q = — {d(gw?®) + go'ew,'} pdy — g(w?)* ud,.

. Onaalors . .. TP =4¢Q, )
TdP = dg, (15)
T d2P = d2q.

ﬂ) g =0. Dans ce cas les points P, @ sont fixes. Prenons les pour
les origines des coordonnées. La correspondance est de la forme

Y= f (':;:') Ty, - ,
Z, \
Ya=9¢ (‘”_1) Zg.

La condition que P'affinité T soit constante le long de la droite 2, = tz,
est remplie pour des fonctions f, ¢ complétement arbitraires. C’est pour-
quoi ¥,/Y; est une fonction arbitraire de z,/%,.

¥) q &= 0. Les droites 7 étant tangentes & une courbe, les droites n’.
sont tangentes & une courbe elles aussi. On peut choisir d’'une maniére
arbitrairte ces deux courbes ainsi qu’une correspondance entre leurs
* points. Pour chaque couple de points correspondants P, @ nous construi-
sors 'affinité T selon (15). La relation entre T, A,,, C est connue et la
~ correspondance est donc déterminée.
- Dans I’espace (n = 3) deux cas sont posmbles les affinités T dépen- '

. dent A) d’un paramétre ou B) de deux paramétres.

.. A) Par chaque point A passe une surface S sur laquelle T est con-
C s”to;n{;e Les vecteurs I,, I; étant dans le plans tangent de cette surface

w0
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nous trouvons que les différences 7;¥ — w;* sont libes par les relations:

du
+ 1l — ! = aylel, T2 — ot = ay’el, P — o = a0l
du .
1 — 1 1. 2 — 7.2 2 _
Ty — ' = 75l —wy! = ‘u + T —w? =T —wy’ = (16)

d
v =T23——w33= ;‘l" +133—w33= 0.

Les conditions d’intégrabilité sont
[w'y;] + ayl{0®w,'] + a'[w’ws!] = s/.
ay'[wy'w'] = ay'[wglw!] = 0,
[0'y,] + a1, [0w,'] + @y [w’nws!] = 0,
4% [ws'w'] = a;f{wslw!] = 0,
[w'ys] + a1®[wPws!] + a1,%([wws'] = 0, .
arfws'o'] = ay’ws'w!] = 0
oul Yy, Yy, Yg sont les formes de Pfaff linéairement indépendantes entre
elles et indépendantes de w?, w?, @?, wy!, w,l.

Le systéme est en involution et sa solution depend de cinq fonctmns
d’une variable. Solutions singuliéres sonit telles que a,,! = a;,% = a,,* = 0;
ce sont les affinités.

Soit a,,* 5 0 au moins pour un index ¢. D’aprés le lemme de Cartan
nous pouvons écrire ‘

' wg! = Py,
3! = pyw'. )

Les surfaces S sont des plans — désignons les par g et les plans corres-
pondants parg’—et la correspondance Cest engendrée par des affinités A,
qui sont les affinités T considérées seulement sur le plin g.

&) Py = py = 0. Les plans g resp. ¢’ sont paralltles. Prenons un de
ces plans pour le plan z; = 0 resp. y, = 0. La correspondance a la forme

Y1 = 2 + f(®y),

Yo = %3 + f3(2y),

Ys = T3 + f3(7y);
les fonctions f,, f,, f5 sont arbitraires.

Nous allons donc supposer qu’on n’a pas py = 0, py = 0. Si nous
faisons varier le triedre AI,I,I, en laissant le point A fixe les fonctions
Py, P3 changent d’aprés -

» 0Py — Pats® — Py’ = 0, -
0p3 — Paes® — Pyey® = 0.

(Les formes e sont les formes w avec les paramétres principaux fixes.)
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Par un choix des vecteurs I,, I, nous pouvons atteindre que

_ Pe=0, pg=1.
Le plan passant par le point 4 et par les vecteurs I,, I3 a I’équation
Ry=[(X—4) LIl =0,

X désignant le point courant du plan. Les équations B, = 0, R; = 0 ont
une signification analogue. Pour le déplacement infinitésimal du plan R,
nous avons )

dR; = — w,'R, — w'R; — w'.

Le plan R, 4 1 = 0 est le plan déterminé par le point 4 — I et les
vecteurs I,, I,.
Parce que p = R, = 0 nous voyons que la droite d’intersection des
plans g, dg est la droite # = A4 — I; + Al,.
Des équations wg! = 0, ws! = w? il suit
wyd = g, w® — w?® = rol.

B) @ = 0. Les vecteurs I, sont paralléles; c’est & dire les droites 7z et
les droites correspondantes 7" dans le second espace sont paralléles.

Si r = 0 toutes les droites 7 sont identiques, 7" elles aussi. Prenons
les pour les axes x;, ;. Nous constatons que les parties des affinités A,
relatives 3 'axe sont identiqués I'une & I’autre et.c’est pourquoi la corres-
pondance a la forme .

Yo _ f ("
Ys f (“’3) ’

Si r == 0 les droites 7 resp. &’ sont les droites d’une surface cylindri-
que. :
Prenons un plan qui coupe les droites 7. Supposons que le point 4 et
les vecteurs I,, I; appartiennent & ce plan; dans les:équations (3) nous
avons w? = 0, w® = ws® = 0. Le point P = 4 —I; qui est le point
d’intersection des droites 7 avec ce plan engendre une courbe. Le point
@ = B — uJ (correspondant au point P dans I'affinité A,) engendre une
courbe qui est, en général, gauche. Sile vecteur /, est fixe, alors le vecteur
ud 4 est aussi fixe. Parce que les composantes rélatlves de I3 sont les
‘mémes que celles de uJ3, nous avons

AQP = Q,
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, : . AydP = dQ,
-et par définition N
_Ao.[ s =udy

Pour construire la correspondance nous nous donnons dans l’espace
(4) une courbe plane (lieu des points P), une courbe dans I’espace (B)
(lieu des points @) et une correspondance entre elles. Nous menons une
surface cylindrique par chacune de ces courbes. Les vecteurs I, resp.
uJy étant choisis d’'une maniére fixe nous trouvons les affinités A,,
suivant ce qui précéde, entre les plans tangents aux surfaces.

¥) ¢ == 0. Les trois plans g infiniment voisins ont un point P,
commun; de méme pour les plans g’. Si les points Py, @, sont fixes les
droites 7 resp. &’ forment une surface conique et la construction est la
méme que dans le cas précédent avec les changements suivants: les
vecteurs I, uJ, ne sont pas fixes et les affinités A, transforment P, en Q.

Si le point P, resp. @, décrit une courbe, nous constatons que les
droites 7 resp. zr” sont les tangentes et que les plans g resp. o' sont les’

plans osculateurs de cette courbe. L’affinité T est telle que

TP, =Q, TdP, =dQ,
TdP =%y, TPy = d*Q,.

La construction est évidente.
B) Soit T une affinité dépendante de deux paramétres. Par chaque
point P passe une courbe C le long de laquelle I'affinité T est constante.
Soit I; le vecteur tangent de cette courbe en chaque point. Dans les
équations (6) on a
ant = ay' = a3t =0, .
Cant =g =02 =0, (17)
ay® = a;5° = a;* = 0.
Par dérivation extérieure des équations (6), ayant regard a (17),
nots obtenons
[(@gwy® + agg’ wls) w?] + [(‘1'2316012 + aaalwls) *] =0,
[(a,z"wl + ax’0®) 0?] + [(@g5°0,® + “asgwls) w®] =0,
@y + ag’w,®) 0?] + [(@y’w,?® + as’w®) 0®] = 0,
— [(a221w1 + ay'w®) '] + [p,0°] + [y0?] + ky[w’w?®] =0,
— [(azg'ory? + agar®) '] + [p?] + [pse®] + Eyleer®] = 0,
— [(@g’w,® + ag5’wy®) '] + [(ys + a221w12) @*] + [(ps + %slahs) ®] +

+ ky[w®w®] = 0, (18)
—_ [(aaa w,? + a332w13) w!] + [(ys + ags'w,?) w?]+ [('Pe + aaslw %) o] +
. + kd[w W ] ’
— [(ag’an® 4 ags c01‘(’) wll + [(p7 + dgs’0®) 0?1 + [(ys + aglw®) ®] +
+ k[0’ =0
— [(‘12.33‘01z + ags’w,®) w?] + [(s + ags’o,®) 3’2] + [y + asalwx ) ®] +

+ ke[w’w?} =



“ott les fo_rme}s de Pfaff v, ..., gv, sont linéairement mdépendantes entre
elles mnm que de w!, w?, w?, co1 , % Les ki, ..., ks sont les expressions

" en apt.

Ce systéme n’est pas en involution. Le cas o& tous les a;f = 0 con-

- duit aux affinités. Nous pouvons donc supposer que le rang de la matrice:

Bag'y Gas’s G’y Bgg?y Ao’ a””) . (19)
. (a.aa‘, Qggly Qas®y G3g?, g’y a5’ T :
est au moins un. : A
a) Si le rang est un, la'deuxiéme ligne p. e. est proportionnelle & la
‘premidre. Dans les équations (6) ne figure que la forme w? + kw?® et
TVaffinité T ne dépend que d’un paramétre C’est le cas qul a été de]é\.
étudié.

b) Soit alors le rang de la matnce (19) égal & deux. Les équatxons
(184,4,3) expriment d’aprés le lemme de Cartan que les formes a,,lm,2 +

+ ag'wd, ...; Gg°w,® + ag’w,® sont des combinaisons linéaires des for-
mes w?, . En vertu de notre supposmon nous pouvons écrire
,? 200® + kzsw ’ (20)

A . Wy X =: ”w“ + Fgg?
ou le coefficients ky remphssent les conditjons
g gy + Gggl (kg — K33) + Ag5'kyy= 0, S
— GgPhyy + ana 2(kegg — ksg) + %s ksa =0, -2
— Bgg’kgy + A5 (Kag — kgs) + Gg3%k3 = 0. o
Le systéme (6), (20) [avec (17) et (21)] est déja en involution et sa
solution générale dépend de cinq fonctions de deux variables.

Les courbes C sont données par w? = @® = 0; on a donc w,* = w,?
= 0. Nous voyons que les courbes C sont des droites zz; les courbes corres-
- pondantes dans le second espace sont des droites n’. En méme temps,

* . T'égalité des composantes relatives pour 4 et B et pour /, et uJ, exprime
- que la correspondance C est engendrée par les affinités A,. L'affinité A,

est identique avec T (pour la, droite 7).
Les droites 7 resp. #’ dépendent de deux paramétres et forment alors

" - une congruence K resp. K'.

T n_ables.

&) Le cas ol tous les coefflclents ki = 0. Les droites n resp '’ sont -
paralldles et la solutmn ne dépend que de trois. fonctions de deux va-,

Elle est fourme par les équatmns v

‘P1(“1: -'”z)’ Y= %(“’p x,), !/s =3 + %(xn “’a)
Nous supposerons donc dans ee qu1 smt,qu un au moins , des coeffi-

o clents kij soit différent de zéro.

‘i Cherchons la surface focale de la congruence. K Soxt P=4 + Aljle

: pmnt qm appartient & cette surface. | . .




On a aussi
.P A+w111+w’1,+w3[3+x(11+w1111+w1’I,+w113)
En comparant ces deux expressions nous avons

w? -+ xw,® =0, . ' .

R @)
on doit alors avoir ‘ ,
' wz kzzwz + k23w =0 ‘ -
0P, Ky + kygw®

ou o
b= ksz(wz) + (k33 — Fas) 0?0® — kys(w0®)? = 0. (23)
B) L'équation (23) est une .identité. Le cas «) étant exclusion a
Kag == Ky3 =k + 0. Aussi 1 = — T Par dérivation extérieure des rela-

tions w,? = kw?, w® = ko ‘ |

' dk + Koo' — kog! =

‘Nous avons dP = 0; les droites de la congruence K passent par un pomt

fixe. Dans l’espace (B) le point Q = B— -17 le est fixe et toutes les

droites n’ passent par ce point.
Nous prenons ces deux pomts pour les omgmes des coordonnees La
correspondance Cest
'Pa(u» v) ?’1("’, ”) Ty, Ys = @3(u, v) %(“’ v) Z,,
= @3(u, v) 7y
ol u = -:—1, v = :z:’ Les fonctions (pl, @2, @5 sont arbitraires.
3 3
y) LV équation® = 0 a deux racines distinctes. Nous pouvons choisir
les vecteurs I 1-Iss I; de manitre que @ = wiw?. Dans les équations (20)
on a kyy = kyy = 0, kg3 — kyy = 1. Posons kyy = k. Denvatlon extérieure
des équatxons (20) donne '
(4 — kio?) 7] + [ + Boa?] =
[(@k — & + 1oy!) 0*] — [w5%w?] + (& + 1)’[w-‘w8] =0.
‘De la’premitre des équations ‘ o
. Ak 4 RPot — kot ocw2 + fo®.
Un des nombres Ic k + 1 est.différent de zéro; supposons p e. k =t: 0\

_Pour w? = 0 nous avons 4, = — 7o le point P est -
. | P1'= L1 i '



De cette équa,tion on déduit
1
dP, = = {{xw? + f®) I, — w?lg}.

Supposons que & 5= 0. Le point P, appartient & la surface S; dont le
pladd tangent porte les vecteurs 1,1,

Lepoint @, = B— —,‘-;- ud, correspond au point P, dans laffinité A,.

1
4Q; = - {(a? + foo®) puJy — T ).

La construction de la correspondance est la suivante: on choisit une
surface §; dans l’espace (4), une surface S;" dans l’espace (B) et une
correspondance entre elles. Dans le plan tangent & la surface S; au point
P, on méne une droite 7. @, étant le point de S, qui correspond au point
P, on trouve l'affinité Ao des plans tangents qui transforme P; en @,
dP en d@,. Les droites 7’ seront les droites A, . Sur la droite 7, A, est
1dent1que avec A,. .

Si & = 0, autres cas sont possibles. :

8) Le cas ou I’équation (23) a une racine double et la surface focale
existe n’est que le cas précédent; seulement on ne peut pas ch01s1r la
droite 7z, qui doit étre une tangente asymptothue

O afinnich vlastnostech analytickjch korespondenci.
(Obsah ptedeslého &lanku.)

Budiz C analytickd korespondence mezi afinnimi prostory (A4)
a (B) o n dimensich. Body prvniho oznaéme A, body druhého B a budi
B = CA. Existuje afinita T, 2e TA = B, T d4 = dB. Tuto afinitu na-
zveme tednou afinitou (ke korespondenci C v bodu- 4). Ptipad, Ze C je
afinita, je v dal§im vidy vylouden. ;

I. Pro druhy #4d je obecné T d24 = d%B. Vedme bodem 4 kiivku K;
kfivky K a T-1CK maji tedy styk pouze prvého fddu:. Promitneme-li
tyto kiivky smérem ¥V = T—1 d2B — d24 do nadroviny jdouci bodem 4,
m&]i priméty ptyk drubého ¥a4du. V roviné mé V také tento vyznam:
je to smér afinity H takové, ze kfivky CK a THK maji styk druhého ¥édu.

II. V drubé &4sti jsou vySetfovdny korespondence mezi dvéma
rovinami, pro které je modul afinity T konstantni. Takové korespondence
existuji a z4visf od jedné funkce'dvou proménnych. Pro piipad, Ze existuje
charakteristicky smér nejméné dvojndsobny, jsou uddny rovnice nebo
konstrukce takovych korespondenci. Charakteristickd kiivkaodpovida- .

" jici dvojndsobnému charakteristickému sméru je vidy pfimka, a feSeni
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se rozpadaji na &ty¥Fi skupmy podle toho, zda tyto primky jsou rovnob&z-
né, & prochdzejf pevnym bodem v obou rovinich nebo jenom v jedné
z nich nebo-obaluj{ v obou rovindch k¥ivku.

III. Ve tieti é4sti jsou hleddny korespondence pro rovinu a prostor
(n = 2 nebo 3), pro které afinity T zdvisi na v < n parametrech. Kazdym
bodem A pak prochdzi (n — »)-rozmérny linedrni prostor R,,,, nakterém
je T konstantni. Déle je pro tento prostor korespondence C identické
s afinitou T. Jemu odpovid4 v prostoru (B) prostor R,,’ prochézejici
bodem B = CA.

A) n =2, v = 1. Korespondence tohoto typu zdvisi na tfech
funkeich jedné proménné. Pro pfipad, Ze pfimky == R, jsou rovnobé-
né nebo prochdzeji jednim bodem, jsou udédny rovnice piisluiné korespon-
dence. Obaluji-li pfimky 7 kfivku, obaluji také =’ kfivku. Afinita T
realisuje pak styk druhého fddu oboy ktivek v dotykovych bodech odpo-
vidajicich si pfimek = a z'.

B)yn=3,v=1. Korespondence zavisi na péti funkcich jedné pro-
‘ménné. Konstrukce z4visf na vzajemne poloze rovin g = Rjy,;. Jsou-li
tyto roviny oskulaénimi rovinami kfivky, pak totéZz plati o rovindch
o' a afinita T realisuje styk tfettho f4du obou kiivek v dotykovych
bodech korespondujicich rovin g a ¢'. Také pro ostatni pfipady jsou
udény konstrukce hledané korespondence.

C)n=3,v=2. Korespondence z4visi na péti funkeich dvou pro-
-mennych Prostory R;,; jsou piimky 7, které tvoii kongruencx K. Pro
pmpad Ze primky 7 jsou rovnobéiné nebo prochizeji pevnym bodem,
jsou udé.ny rovnice pfislusné koresponidence. Je-li vkongruenci K foké.lni
plocha, je udéna konstrukce této korespondende:
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