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Méthodes de mécanique non linéaire appliquées à la théorie 
des oscillations stationnaires. 

Prof. Dr. Nicolas Kryloff et Dr. Nicolas Bogoliùboff, Kieff. 

Les différents problèmes de la théorie des oscillations non 
linéaires ont été l'objet de nombreux travaux déjà du début même 
du Calcul Infinitésimal. Ainsi par ex. dans les travaux des fonda­
teurs de l'Analyse moderne, dans les mémoires bien connus d'Euler, 
de Lagrange, de Laplace et d'autres chercheurs, dont les noms 
brillent d'un vif éclat sur l'horizon mathématique des siècles 
passés, ont été étudiés les cas différents du mouvement périodique 
des planètes. Il est à noter cependant que ce n'est que vers la fin 
du X I X siècle que dans les immortels travaux, universellement 
connus, de H. Poincaré et de A. Liapounoff ont été élaborées les 
méthodes mathématiques rigoureuses pour l'étude des solutions 
périodiques des équations différentielles non linéaires. 

Ces solutions périodiques au point de vue de mathématique 
et de physique ne représentent, bien entendu, qu'une classe assez 
particulière des solutions et H. Poincaré lui même voit par ex. le 
mérite principal de ses méthodes en ce qu'elle permettent d'établir 
avec une rigueur mathématique suffisante toute une série des 
résultats dans le domaine où comme il s'exprime on faisait „bon 
marché" de la rigueur mathématique exigée dans d'autres branches 
de l'analyse. 

Au commencement de ce siècle a été faite par P . Bohl, fonda­
teur de la théorie des fonctions quasi-périodiques, une tentative 
hardie et importante d'étendre les résultats de Poincaré-Liapou-
noff à une classe plus générale des solutions quasi-périodiques qui 
peuvent avoir une importance toute particulière pour les appli­
cations. 

Dans ses travaux bien connus P. Bohl a considéré les équations 
différentielles qui correspondent au point de vue de la physique 
aux systèmes oscillants autopériodiques (c'est à dire aux systèmes 
ne pouvant pas produire des oscillations propres non amorties) se 
trouvant sous l'influence d'une perturbation quasi-périodique 
suffisamment petite. 

Le problème de l'existence des solutions quasi-périodiques des 
équations différentielles correspondantes aux systèmes oscillants 
autopériodiques restait donc ouvert et, à notre savoir, l'existence 
de telles solutions n 'a pas été établi jusqu'à présent avec une 
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rigueur mathématique nécessaire pour les classes plus ou moins 
générales des équations différentielles non linéaires. 

On doit noter ici cependant les profondes recherches de H. 
Poincaré lui même sur les caractéristiques à la surface du tore, 
brillamment complétées en 1932 par M. A. Denjoy et relatives 
à l'équation j n 

dr = '«'9> 
où la fonction î(t, 0) est périodique en t et 0 avec le période 2n, 

D'autre part par les recherches de G. Birkhoff relatives aux 
systèmes canoniques à deux dégrés de la liberté a été mis en pleine 
lumière le rapport intime entre l'existence de la courbe invariante 
(par rapport à une certaine transformation ponctuelle correspon­
dante à des équations différentielles données) et l'existence des 
solutions quasi-périodiques. 

De même à l'illustre géomètre américain appartiennent les 
résultats profonds relatifs aux différentes propriétés des mouvements 
dits ,,récurrents". 

Remarquons en passant qu'en se basant sur les résultats de 
M. Birkhoff on peut entre autre établir que tout mouvement récur­
rent, stable au sens de Liapounoff, sera presque périodique et même 
les résultats plus généraux. Récemment les résultats intéressants 
ont été obtenus dans cette direction par M. Ph. Franklin et M. 
H. Bohr, fondateur de la théorie moderne des fonctions presque-
périodiques. 

En terminant cette brève esquisse de l'histoire de la question 
on doit attirer l 'attention sur l'oeuvre du célèbre savant italien 
M. Tullio Levi-Civita qui récemment a établi entre autre qu'en 
général il n'existe pas des familles analytiques des solutions quasi-
périodiques des équations canoniques. 

Dans nos travaux dans le domaine de la Mécanique non 
Linéaire (théorie des oscillations non linéaires) nous avons posé le 
problème d'établir la correspondance entre les propriétés de quasi-
périodicité des solutions exactes des équations différentielles non 
linéaires, relatives à des systèmes autopériodiques et les propriétés 
de leurs premières approximations. 

Ces approximations peuvent être aisément formées à l'aide des 
méthodes spéciales élaborées par nous, et très élémentaires du reste, 
en partant des données du problème. 

§ 1. En présentant ici le court résumé de nos recherches, 
considérons premièrement les oscillations, sensiblement harmo­
niques, des systèmes à un degré de liberté décrits par les équations 
de la forme suivante 

d^ + <o>x = ei((t,x,^,e) (1) 
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fonctions , ^ . 

/ dx \ 
où e — le petit paramètre, m , x, -=-, e) — la fonction analytique 

présentée par le développement 

x ' n=0 x ' 

convergente pour les petites valeurs de e. Supposons de plus que les 

T^dt) 
dx 

sont des polynômes entiers par rapport à sin t, cos t, x, -=—. 

Deux cas sont à distinguer: le cas de résonance et celui de non 
résonance. 

On se trouve dans le cas de non résonance si co n'est pas au 
voisinage des nombres de la forme 

T 

oh T et s sont des nombres entiers pour lesquels les expressions 
2n 2TI 

Lr8 = — / / fo(0, a sin cp, aco cos cp) cos cp e~^r@+8^ d& dcp; 

2-r 2-r W 

Mrs = ~—2 t l î0(O, a sin cp, aco cos cp) sin <pe~^r€>+8^ d<9 d<p 

0 0 

seront différents de zéro. 
Le cas de résonance sera celui où la fréquence co se trouve au 

voisinage d'un des nombres (2), à savoir 

T 
co = (- ea. (4) 

s 

Nos recherches sont basées sur la construction d'une méthode 
spéciale des transformations successives, et cette méthode, en 
continuant l'itération indéfiniment, permet d'obtenir les solutions 
formelles des équations différentielles considérées sous la forme de 
certains développements procédant suivant les puissances de e. 

Il est à remarquer que ces développements dans le cas de non 
résonance sont analogues aux développements bien connus (dans 
la Mécanique Céleste) de Lindstedt et contiennent des „petits 
diviseurs' '. 
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En général les développements construits par nous sont diver­
gents quelque petit que soit e et en ces cas de la non intégrabilité 
(terminologie de M. Birkhoff) ils ne peuvent pas donc être utilisés 
pour Vétude rigoureuse des propriétés des solutions exactes. 

En s'arrêtant par conséquent à la première itération nous 
avons reçu ainsi les équations de la première approximation 
dont la solution nous fournit immédiatement l'expression de la 
solution approchée. 

Ainsi dans le cas de non résonance on obtient 

¥ Œ «7 F<a>' 
™ * *,-. (5) 

où 
2n 2n 

F(a) = — / / fo(0, a sin <p, aco cos <p) cos <p d& d<p 
4-e-J J 

o o 
2n 2n 

tp(a) = —~2 l l fo(0, a sin <p, aco cos <p) sin <p d& d<p. 

o o 

En étudiant de près la correspondance entre les propriétés des 
solutions approchées * 

x = â sin 0 + e y y , tn;m{a) -Î eW+ <»*), (6) 
JLJJ^JCO2 — (n + mco)2 

n m 

où n2+ (1 —m2)2 4= 0 

et în%m sont les coefficients de Fourier dans le développement de la 
fonction 

f0(£, a sin 0 , aco cos 0 ) 

et les propriétés des solutions exactes à l'aide des méthodes basées 
sur les théorèmes profonds de Poincaré-Denjoy (dont nous avons 
parlé plus haut) nous avons obtenu des résultats, dont les plus 
importants sont les suivants: Si l ' é q u a t i o n a l g é b r i q u e 

F(a) = 0 

p o s s è d e la r a c i n e s i m p l e a0 d i f f é r e n t e de zéro , a l o r s l ' équa­
t i o n d i f f é r e n t i e l l e c o n s i d é r é e a d m e t u n e f a m i l l e des 
s o l u t i o n s q u a s i - p é r i o d i q u e s de la f o r m e 

x -= z(£, vt) 

où v e s t u n e f o n c t i o n c o n t i n u e de z v é r i f i a n t l a c o n d i t i o n 
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de Lipschi tz et z(0,' cp) — une fonction pér iodique de 0, q> 
(avec le période 2n) dépendan t en général de e. 

Si v est i r r a t ionne l ces solut ions sont effectivement 
quasi-périodiques au sens de P. Bohl avec les deux fré­
quences fondamenta les et dépenden t d'une cons tante 
d ' in tégrat ion. 

Dans le cas, où v est ra t ionnel , la famille considérée 
dégénère en une famille des solut ions s implement pé­
r iod iques qui forment en général un ensemble discret . 
Si -F'(a0) < 0 la famille considérée possède la s t ab i l i t é 
posi t ive (s tabi l i té dans le futur) et si -F'(a0) > 0 la s t ab i l i t é 
sera néga t ive (s tabi l i té dans le passé). Nous avons démontré 
de plus que les expressions 

z(0, q?), v 

ne sont pas en général ana ly t iques dans leur dépendance 
d u p a r a m è t r e e, de sorte que les séries formelles 

00 

z(&, <p) =^?emzm(6,<p). 

(7) 
00 

v = ^ em(om 

m=0 

divergent en général quelque petit que soit e. 
Ces développements possèdent néanmoins certaines propriétés 

a ssympto t iques . Ainsi, comme nous avons démontré, les 
inégal i tés su ivan tes ont lieu: 

n 

\v — ^[emcom\^Cn-1e«+\ 
ro=0 

(8) 

I z(<5>> <p)—^emzm(0,<p) 1 - g C V + W + K*J)(v,N) + i V + 1 

w=0 

où 
Cn, C\, K*n, L*n, n == 0, .1, 2, . . . 

sont des constantes ne dépendantes ni de e, ni de N; T>(v, N) est la 
distance maximum entre les deux points consécutifs (sur la cir­
conférence du rayon un) avec les coordonnées angulaires 

0 == vu; n = 0, 1, . . ., N. 

Ici N signifie un nombre positif entier arbitraire qu'on pourrait 
choisir de manière à rendre les majorations (8) minimum. 

Dans le cas de résonance nous établissons les théorèmes ana­
logues avec cette différence essentielle, qu'au lieu des rac ines 
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de Véquation a l g é b r i q u e F(a) = 0 il s 'agi t ici de s s o l u t i o n s 
p é r i o d i q u e s des é q u a t i o n s de la p r e m i è r e a p p r o x i m a t i o n 
q u i p r e n n e n t à p r é s e n t la f o r m e q u e vo ic i : 

dä -r,... ---. 
ш = eҖa, ) 

--- = є Ф(a, ), 

(9) 

ou 

Җa, ) = ~^]? Ln,m(a) e*"*, 
ns+mr 

0(a, ©) = G - V V J.fn,m(a) e*»*. 
w0a ^ J ^ J 

ns+mr=Q 

Au l i e u d u s i g n e de F'(a0) on d o i t t e n i r c o m p t e ic i d u 
s i g n e de l ' e x p o s a n t c a r a c t é r i s t i q u e r e l a t i f à la s o l u t i o n 
p é r i o d i q u e c o n s i d é r é e . 

Dans les deux cas (de résonance et de non résonance) nous 
avons démontré que les s o l u t i o n s s i m p l e m e n t p é r i o d i q u e s " ' 
f o r m e n t u n e n s e m b l e p a r t o u t d e n s e . 

En d'autres termes, étant donné une valeur suffisamment 
petite e0 (du paramètre) on peut toujours trouver une telle valeur ex 

(si proche à e0 que Ton veut) que pour ex les solutions quasi-pério­
diques considérées dégénèrent en des solutions simplement pério­
diques. 

§ 2. A l'aide de nos méthodes de la Mécanique non Linéaire 
nous avons traité aussi les oscillations sensiblement harmoniques 
d'un système à deux dégrés de liberté, dont les équations se pré­
sentent sous la forme 

^ + (1)g% = eîs(ql,q2,^,^; , = 1,2 (10) 

où e — le petit paramètre et fl9 f2 — les fonctions analytiques. 
S u p p o s o n s q u e le r a p p o r t tojœ^ s o i t u n n o m b r e i r r a ­

t i o n n e l , vérifiant l'inégalité de Liouville 

l<wi r 
ӣ)9 n 

A 
> — ; A. a = const.; <x > 2, 
= na = 

e t d é p l u s q u e les é q u a t i o n s de la p r e m i è r e a p p r o x i m a t i o n , 
qui seront dans le cas actuel 

dt = e F *( a - ' a 2) ; k == l j 2 
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ou 
Fjfc^, a2) = 

-7—2 I I fjfc{«i sin 0t, Og sin 02, a^i c °s @i> «2^2 c o s ^2} c o s ®* ̂ ®i d(92 

0 0 

a d m e t t e n t un poin t d 'équil ibre s tab le 

F * « , a2°) = 0, i = 1, 2 
dont les exposants caractéristiques sont différents et possèdent 
les pa r t i e s réelles négat ives . 

Alors pour les va leurs suff isamment pe t i t e s du para ­
mètre e les équa t ions (10) a d m e t t e n t une famille s table 
des solut ions s t a t i onna i r e s qui peuven t ê t re présentées 
sous la forme 

qk = Q*(T, vr), 
t 

t = jT(т, vr) dт; T > 0 

où Qk(@, (p), T(0,(p) sont les fonctions pér iodiques de 0, y 
(avec le période 2n), dépendant en général de e et v est une fonction 
continue de e vérifiant la condition de Lipschitz. 

En examinant de près les solutions appartenant à cette famille 
dans leur dépendance de la variable t nous avons établi pour ce 
cas aussi que les solutions simplement périodiques forment un 
ensemble p a r t o u t dense, car pour chaque valeur de e pour 
laquelle v est rationnel nos solutions dégénèrent en solutions 
simplement périodiques. 

Pour Vétude^des solutions, dans le cas où v est irrationnel, 
nous avons eu recours à une équation spéciale en différences finies 

6W1 — 0n = f(e»), (ii) 
où î(0) est une fonction périodique de 0 (avec le période 2n), 
dépendant de e et qui peut être effectivement formée en partant 
des données du problème. 

La solution générale de cette équation (11) pour v irrationnel 
se présente sous la forme 

0n = vn + y) -f E (w + \p) 
où E(0) est une certaine fonction périodique de 0 avec le période 
2n et y) est une constante arbitraire. 

Le résultat que nous avons démontré est le suivant: si E(<9) 
possède la t rois ième dérivée de carré in tégrable , alors 
les solut ions des équa t ions (10) a p p a r t e n a n t à la famille 
considérée sont quasi-périodiques au sens de P. Bohl 
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p o u r t o u t e s les v a l e u r s i r r a t i o n n e l s de v sauf ce l l e s a p p a r ­
t e n a n t à un c e r t a i n e n s e m b l e de m e s u r e n u l l e . 

Les résultats qui viennent d'être énumérés restent vrais, à ce 
qu'il paraît, même si le rapport cojcoz, tout en restant irra­
tionnel, ne vérifie pas les conditions de Liouville, à ce sujet nous 
espérons de revenir dans nos articles prochains. 

Pour les systèmes à deux dégrés de liberté le cas de résonance 
peut être également traité. Les formules analogues à celles de (8) 
pour la majoration de l'erreur commise en utilisant les développe­
ments formels s'obtiennent aisément dans les deux cas considérés 
(cas de résonance et de non résonance). 

Pour conclure remarquons que les méthodes mathématiques 
dont nous nous sommes servis pour la démonstration des résultats, 
ci-dessus énumérés, se prêtent non seulement pour l'étude des 
oscillations sensiblement sinusoidales, mais restent encore valables 
aussi pour l'étude des oscillations de toute autre nature, par 
exemple pour traiter les problèmes de la perturbation des oscilla­
tions de r e l a x a t i o n . 

Ce sujet a été examiné dans notre monographie ,,Méthodes de 
la Mécanique non Linéaire appliquées à l'étude des oscillations 
stationnaires" (actuellement sous presse) où se trouvent les démon­
strations des théorèmes énumérés brièvement dans ce résumé. 
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