Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Nicolas Kryloff; Nicolas Bogoliuboff

Méthodes de mécanique non linéaire appliquées a la théorie des
oscillations stationnaires

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 64 (1935), No. 5, 107--115

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/121274

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1935

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/121274
http://project.dml.cz

Méthodes de mécanique non linéaire appliquées a la théorie
des oscillations stationnaires.

Prof. Dr. Nicolas Kryloff et Dr. Nicolas Bogolitboff, Kieff.

Les différents problémes de la théorie des oscillations non
linéaires ont été ’'objet de nombreux travaux déja du début méme
du Calcul Infinitésimal. Ainsi par ex. dans les travaux des fonda-
teurs de I’Analyse moderne, dans les mémoires bien connus d’Euler,
de Lagrange, de Laplace et d’autres chercheurs, dont les noms
brillent d’un vif éclat sur 1’horizon mathématique des siécles
passés, ont été étudiés les cas différents du mouvement périodique
des planétes. Il est & noter cependant que ce n’est que vers la fin
du XIX siécle que dans les immortels travaux, universellement
connus, de H. Poincaré et de A. Liapounoff ont été élaborées les
méthodes mathématiques rigoureuses pour 1’étude des solutions
périodiques des équations différentielles non linéaires.

Ces solutions périodiques au point de vue de mathématique
et de physique ne représentent, bien entendu, qu’une classe assez
particuliére des solutions et H. Poincaré lui méme voit par ex. le
mérite principal de ses méthodes en ce qu’elle permettent d’établir
avec une rigueur mathématique suffisante toute une série des
résultats dans le domaine ot comme il s’exprime on faisait ,,bon
marché‘ de la rigueur mathématique exigée dans d’autres branches
de I'analyse.

Au commencement de ce siécle a été faite par P. Bohl, fonda-
teur de la théorie des fonctions quasi-périodiques, une tentative
hardie et importante d’étendre les résultats de Poincaré-Liapou-
noff & une classe plus générale des solutions quasi-périodiques qui
peuvent avoir une importance toute particuliére pour les appli-
cations. '

Dans ses travaux bien connus P. Bohl a considéré les équations
différentielles qui correspondent au point de vue de la physique
aux systémes oscillants autopériodiques (c’est & dire aux systémes
ne pouvant pas produire des oscillations propres non amorties) se
trouvant sous linfluence d’une perturbation quasi-périodique
suffisamment petite.

Le probléme de l'existence des solutions quasi-périodiques des
équations différentielles correspondantes aux systémes oscillants
autopériodiques restait donc ouvert et, a notre savoir, I’existence
de telles solutions n’a pas été établi jusqu’a présent avec une
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rigueur mathématique nécéssaire pour les classes plus ou moins
générales des équations différentielles non linéaires.

On doit noter ici cependant les profondes recherches de H.
Poincaré lui méme sur les caractéristiques a la surface du tore,
brillamment complétées en 1932 par M. A. Denjoy et relatives
a I’équation

4o _ (¢, ©)
dt
ol la fonction f(¢, @) est périodique en ¢ et © avec le période 2x.

D’autre part par les recherches de G. Birkhoff relatives aux
systémes canoniques & deux dégrés de la liberté a été mis en pleine
lumiére le rapport intime entre l’existence de la courbe invariante
(par rapport & une certaine transformation ponctuelle correspon-
dante & des équations différentielles données) et 1’existence des
solutions quasi-périodiques.

De méme a lillustre géométre américain appartiennent les
résultats profonds rélatifs aux différentes propriétés des mouvements
dits ,,récurrents‘‘.

Remarquons en passant qu’en se basant sur les résultats de
M. Birkhoff on peut entre autre établir que tout mouvement recur-
rent, stable au sens de Liapounoff, sera presque périodique et méme
les résultats plus généraux. Récemment les résultats intéressants
ont été obtenus dans cette direction par M. Ph. Franklin et M.
H. Bohr, fondateur de la théorie moderne des fonctions presque-
périodiques.

En terminant cette bréve esquisse de I'histoire de la question
on doit attirer l'attention sur l'ceuvre du célébre savant italien
M. Tullio Levi-Civita qui récemment a établi entre autre qu’en
général il n’existe pas des familles analytiques des solutions quasi-
périodiques des équations canoniques. »

Dans nos travaux dans le domaine de la Mécanique non
Linéaire (théorie des oscillations non linéaires) nous avons posé le
probléme d’établir la correspondance entre les propriétés de quasi-
périodicité des solutions exactes des équations différentielles non
linéaires, rélatives 4 des systémes autopériodiques et les propriétés
de leurs prémiéres approximations.

Ces approximations peuvent étre aisément formées a 'aide des
méthodes spéciales élaborées par nous, et trés élémentaires du reste,
en partant des données du probléme.

§ 1. En présentant ici le court résumé de nos recherches,
considérons prémiérement les oscillations, sensiblement harmo-
niques, des systémes a un dégré de liberté décrits par les équations
de la forme suivante

d2x dx
@ + w2x = ¢ f((t, 3 e) (1)
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ol ¢ — le petit paramétre, f(t, z, %—:: , e) — la fonction analytique
]

présentée par le dévéloppement

dx 2 dz
f(t, z, 5, e) _;’en f,.(t, , &')’
convergente pour les petites valeurs de e. Supposons de plus que les
fonctions dz
fn( i, x, —)
de

. N d
sont des polynomes entiers par rapport & sin ¢, cos ¢, 2, a:;

Deux cas sont a distinguer: le cas de résonance et celui de non
résonance.

On se trouve dans le cas de non résonance si w n’est pas au
voisinage des nombres de la forme

r

Y (2)

oit 7 et s sont des nombres entiers pour lesquels les expressions
2n 2n

Lys = £,(0, asin @, aw cos ) cos @ e +) dO dg;

472

2n 2n

1 .
M,, = 4—7?2][ 1,(@, a sin @, aw cos @) sin pe—7"0+29) 4O dg
00

seront différents de zéro.

Le cas de résonance sera celui ot la fréquence w se trouve au
voisinage d’un des nombres (2), & savoir

wz—g—{—ea. (4)

Nos recherches sont basées sur la construction d’'une méthode
spéciale des transformations succéssives, et cette méthode, en
continuant l'itération indéfiniment, permet d’obtenir les solutions
formelles des équations différentielles considérées sous la forme de
certains dévéloppements procédant suivant les puissances de e.

Il est & remarquer que ces dévéloppements dans le cas de non
résonance sont analogues aux dévéloppements bien connus (dans
la Mécanique Céleste) de Lindstedt et contiennent des ,,petits
diviseurs‘.
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En général les développements construits par nous sont diver-
gents quelque petit que soit ¢ et en ces cas de la non intégrabilité
(términologie de M. Birkhoff) ils ne peuvent pas donc étre utilisés
pour I’étude rigoureuse des propriétés des solutions exactes.

En g’arrétant par conséquent a la premlere itération nous
avons régu ainsi les équations de la premiére approximation
dont la solution nous fournit immédiatement l’expression de la
solution approchée.

Ainsi dans le cas de non résonance on obtient

da € -
dT = a_) F(a’))
de £ - (%)
a‘ (&) 0a ¢( )’
ol
2n 2=n
F(a) = 4iz 1,(0, a sin @, aw cos @) cos p dO de
7
00

2n 2=n

Ba) = 1, f f £,(6, a sin g, aw cos ¢) sin ¢ 4O dg.

En étudiant de prés la correspondance entre les propriétés des

solutions approchées J
— n,m(@) j(nt+me)
xmaSm@—}_SZsz—(n—kmw)“e ) (6)
olt n2+ (1—m?2 40

et f, ., sont les coefficients de Fourier dans le développement de la

fonction
: fy(¢, @ sin O, aw cos O)

et les propriétés des solutions exactes a 1’aide des méthodes basées

sur les théorémes profonds de Poincaré-Denjoy (dont nous avons

parlé plus haut) nous avons obtenu des résultats, dont les plus

importants sont les suivants: Sil'’équation algébrique

Fa)=0

posséde laracine simple g, différente de zéro, alors ’équa-
tion différentielle considérée admet une famille des
solutions quasi-périodiques de la forme

x = z(t, »t)
ol » est une fonction continue de z vérifiant la condition
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de Lipschitz et z(®, ) — une fonction périodique de 0, ¢
(avec le période 2n) dépendant en général de e.

Si » est irrationnel ces solutions sont effectivement
quasi-périodiques au sens de P. Bohl avec les deux fré-
quences fondamentales et dépendent dune constante
d’intégration.

Dans le cas, ou » est rationnel, 1a famille considérée
dégénére en une famille des solutions simplement pé-
riodiques qui forment en général un ensemble discret.
Si F'(ay) < 0 la famille considérée posséde la stabilité
positive (stabilité dansle futur) et si F'(a,) > 0 la stabilité
sera négative (stabilité dans le passé). Nous avons démontré
de plus que les expressions

z(0, ), ¥ )
ne sont pas en général analytiques dans leur dépendance
du paramétre ¢, de sorte que les séries formelles

z(0, ¢) =Ze’” Zm(0, @).

m=0
Y = MW,

divergent en général quelque petit que soit e.

Ces développements possédent néanmoins certaines propriétés

assymptotiques. Ainsi, comme nous avons démontré, les
inégalités suivantes ont lieu:

|y — 2{8’”60,,. | < Cp—rentl,
mee (8)

12(0, @) — De™ 2n(0, §) = C*uen+ 2N + K*,D(v, N) + L¥pen+
m=0
oll ,
Cn, 0*1“ K*ﬂ: L*fh n = 01_1’ 2; oo
sont des constantes ne dépendantes ni de ¢, ni de N; D(», N) est la

distance maximum entre les deux points consécutifs (sur la cir-
conférence du rayon un) avec les coordonnées angulaires

O = wn; n=20,1,... N.
Ici NV signifie un nombre positif entier arbitraire qu’on pourrait
choisir de maniére & rendre les majorations (8) minimum.

Dans le cas de résonance nous établissons les théorémes ana-
logues avec cette différence essentielle, qu’au lieu des racines
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de 'équation algébrique F(a) = 0 il s’agit ici des solutions
périodiques des équations de la premiére approximation
qui prennent & présent la forme que voici:

g-td = ¢ F(@, 0)
de = ©
a‘ = € ¢(a’7 @)7
ol
F0.0) = 3 S Lunla) o7
ns+mr
D(a, O) = @ —@%Z M, m(a) emo,

Au lieu du signe de F'(g,) on doit tenir compte ici du
signe de I'exposant caractéristique rélatif a la solution
périodique considérée.

Dans les deux cas (de résonance et de non résonance) nous
avons démontré que les solutions simplement périodiques?
forment un ensemble partout dense.

En d’autres termes, étant donné une valeur suffisamment
petite ¢, (du parameétre) on peut toujours trouver une telle valeur ¢,
(si proche a g, que ’'on veut) que pour ¢, les solutions quasi-pério-
diques considérées dégénérent en des solutions simplement pério-
diques.

§ 2. A l'aide de nos méthodes de la Mécanique non Linéaire
nous avons traité aussi les oscillations sensiblement harmoniques
d’un systéme & deux dégrés de liberté, dont les équations se pré-
sentent sous la forme

d? dg, d

dtzqs + wslg = ¢ fa(Ql, 925 dgl qz) § = 1‘, 2 (10)

ou ¢ —le petit paramétre et f;, f, —les fonctions analytiques.
Supposons que lerapport w;/w, soit un nombre irra-

tionnel, vérifiant 1'inégalité de Liouville

A

._na

(] r

w, N

; A, @ = const.; & > 2,

et deplus queleséquations dela premiére approximation,
qui seront dans le cas actuel

dak

a ¢ Fi(ay, ag); & :, 1,2
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Fk(aly a2) =
2n 2n
o f fi{a, sin @y, a, sin 0,, a0, cos Oy, a,w, cos O,} cos O dO, dO,
00

admettent un point d’équilibre stable
Fi(a,% a,?) =0, k=1,2

dont les exposants caractéristiques sont différents et possédent
les parties réelles négatives.

Alors pour les valeurs suffisamment petites du para-
métre ¢ les équations (10) admettent une famille stable
des solutions stationnaires qui peuvent étre présentées
sous la forme

e = Qi(7, v7),

t=fT(t, yr)dr; T > 0
.0

o Qx(0, ¢), T(O, ¢) sont les fonctions périodiques de O, ¢
(avec le période 2x), dépendant en général de ¢ et » est une fonction
continue de ¢ vérifiant la condition de Lipschitz.

En examinant de prés les solutions appartenant & cette famille
dans leur dépendance de la variable ¢ nous avons établi pour ce
cas aussi que les solutions simplement périodiques forment un
ensemble partout dense, car pour chaque valeur de & pour
laquelle » est rationnel nos solutions dégénérent en solutions
simplement périodiques.

Pour I’étude”des solutlons, dans le cas ou » est irrationnel,
nous avons eu recours & une équation spéciale en différences finies

@”+1 _— @1‘ = f(@n), . (11) X

ol f(0) est une fonction périodique de @ (avec le période 27),
dépendant de ¢ et qui peut étre effectivement formée en partant
des données du probléme.

La solution générale de cette équation (11) pour » - jrrationnel
se présente sous la forme

O = vn 4y + E(vn + y)

ou E(0) est une certaine fonction périodique de @ avec le période
27 et p est une constante arbitraire.

Le résultat que nous avons démontré est le suivant: si E(O)
posséde la troisiéme dérivée de carré intégrable, alors
les solutions des équations (10) appartenant & la famille
considérée sont quasi-périodiques au sens de P. Bohl
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pour toutesles valeursirrationnels de »sauf celles appar-
tenant a un certain ensemble de mésure nulle.

Les résultats qui viennent d’étre énumérés restent vrais, a ce
qu’il parait, méme si le rapport w,/w,, tout en restant irra-
tionnel, ne vérifie pas les conditions de Liouville, & ce sujet nous
éspérons de revenir dans nos articles prochains.

Pour les systémes & deux dégrés de liberté le cas de résonance
peut étre également traité. Les formules analogues a celles de (8)
pour la majoration de I'erreur commise en utilisant les développe-
ments formels s’obtiennent aisément dans les deux cas considérés
(cas de résonance et de non résonance).

Pour conclure remarquons que les méthodes mathématiques
dont nous nous sommes servis pour la démonstration des résultats,
ci-dessus énumérés, se prétent non seulement pour 1’étude des
oscillations sensiblement sinusoidales, mais restent encore valables
aussi pour I’étude des oscillations de toute autre nature, par
exemple pour traiter les problémes de la perturbation des oscilla-
tions de rélaxation.

Ce sujet a été examiné dans notre monographie ,,Méthodes de
la Mécanique non Linéaire appliquées & 1’étude des oscillations
stationnaires (actuellement sous presse) ou se trouvent les démon-
strations des théorémes énumérés briévement dans ce résumé.
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