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O mřížových bodech ve vícerozměrných koulích* 
Napsal Vojtěch Jarník. 

§ 1. Úvod. 

Buďtež v celém tomto pojednání x, k celistvá čísla kladná, 
k I> 5. Budiž Fk (x) počet mřížových bodů uvnitř a na povrchu 

V + u<? + ... + uk* = x; (1) 
položme íjc 

F^ = rWk+Tfik + p^ <2> 
(Pk(x) je tedy rozdíl mezi Fk(x) a obsahem koule (1)). Nechme 
nyní vzrůstati x celými čísly do nekonečna; potom platí1) 

Pk(x) = O(^-i), 
pili 

.. Pk(x) ^ . . . . ,Pk(x)^ 
l im s u p lh_í < -)- oo, l im mf — q ~ - > — o c . 
*=oo X' x=oo X' 

Naopak platí2) 
.. Pk(x) ^ T& ..• . ,Pk(x) ^ n* 
lim sup ,. ' > a -,,, ,. , lim inf —7.7-7- < „ -,, , . . 

R Š m e P*(!T) P i i * ) 
Jí* = lim sup -p^ j- , mk = lim inf - ^ ; 

a;=-ao *£z .e=no -^ 

*) W a l f i s z , Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden ,* 
Math. Zeitschr. 19(1924), str. 300—307; L a n d a u , Uber Gitterpunkte in 
mehrdimensionalen Ellipsoiden; Math. Zeitschr. 21 (1924), str. 126—132; 
P e t e r s s o n , Uber die Anzahl der Gitterpunkte in mehrdimensionalen Elli
psoiden; Abhandl. aus dem math. Seminář in Hamburg 5 (1927), str. 116 až 
150. Ve všech těchto pojednáních jest vyšetřována obecná positivní defi-
nitní kvadratická forma s racionálními koeficienty místo speciální formy « , * + - . . + «Jfe». 

.') P e t e r s s o n , 1. c. 1; pro případ obecné positivní definitní kvadra
tické formy s racionálními koeficienty viz dvě pojednání autorova v Matlu 
Zeitschr.: J a r n í k , Uber Gitterpunkťe in mehrdimensionalen Ellipsoideuj 
Math. Zeitschr. 27 (1927), str. 154—160$ druhé pojednání v tisku, 
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účelem tohoto pojednání jest, určiti průběh čísel Mk a mk při 
rostoucím k. Výsledek jest dán touto větou:3) 

Věta 1. 

*-i&( ł + £ + 0 й) | 
7C& I ± ůk 

EPУг-"-^ ». = ̂ í t - ^ + o(^));| 
(3) 

pri tom jest 

ůk=l pro k^B o (mod 2), ůk = ]/2 pro k^l (mod 2). (4) 

Místo věty 1 dokážeme následující větu, jež dává o průběhu 
funkce Pk(x) výsledky ještě přesnější: 

Věta 2. Položme pro 1= 0, 1, 2, 3 

TM v P*(x) v - *pic(x) 
Mkj = lim sup — , - r , mKi = lim mí " ; 

aE=ř(mod4) »-* z=t(mod4)#2 f c L 

ÍC=OO .r=oo 

•»-.! = 7?rní* + ^ + 0(7^)) 
(5) 

(6) 

E(^)\2 ' 2i* 

?t5* / , , rkJůk I 1 \\ 
m M = r p ) V + " ^ ^ + W ) ' J 

r*,o = r*,i = — rki2 = — r*,3 = (—l)lk pro k = 0 (mod 4); 

r*,o = rkt2 = 0, rkA = — r*,3 = (— I)***-1) prok^l (mod4); 

r*,o = — rj.,1 = — rk>2 = rkf3 = (— l)*<*+2> prok^2 (mod4); 

rk,o = — ^,2 = (— 1)*<*+1>, r*fi = r^3 = 0 pro k = 3 (mod 4). 

Z věty 2 plyne věta 1; neboť, platí-li věta 2, jest 

' ^ =, J ^ ' = E7P) (* ~ ̂  + ° (Í)) • 
§ 2 . Důkaz věty 2. 

Abychom dokázali větu 2, stačí patrně dokázati následující: 
Existuje číslo k0 taková, že pro každé k> k0 lze nalézti Čislo 

x0 -= x0(k) tak, že platí . -. _ 

') Znamení O vztahuje se ve znění věty 1. a 2. k rostoucímu k; v celé 
'ostatní práci vztahuje se toto znamení k rostoucímu * při pevném k. 



Plr(x\
 nhh .ífc-d 14. Í * A M I <- 8 ^ ' 

ł * j 
X5' fc-1 
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(7> 

2>ro všechna celistvá x > # 0, p*0 wěž 
z - = í ( m o d 4 ) (Z = O, 1,2, 3). 

Důkaz. Ze známé formule Hardyovy plyne okamžitě4) 

Fk(x) = 
\V. OO í—1 / o \n/ x = ̂ Z^+^ZZi^A Z E(i*)í=o E(i&)í?2jí-a \ q I tío 

2Пinp 

n i - - ! c « + 0(a;.-+ 1 ) r 

(8> 
při tom se podle p sčítá pouze přes čísla nesoudělná s g; fi^ jest 
Gaussův součet fl-1 2 j r,m2j3 

SP,Q = ]£e * . 
m - 0 

Platí, jak známo: 

| SPfq | = e ]/q , kde € = 1 pro g = l ( m o d 2 ) , 

6 = ]/2 pro q = 0 (mod 4), £ = 0 pro g =- 2 (mod 4). 
} (9) 

V důsledku toho je řada na pravé straně rovnice (8) absolutně 
konvergentní. 

Pro q^>2 (0 < p < g; p,q celistvá a nesoudělná), m7>l jest 
m 2ninp 

Ze *~ < . / . . < | M a x 
s i n (n ў/q) 

li _JL\ 
\v? q—pl 

a tedy částečnou sumací 

j y nџ—i 
2ninp x—1 

n—0 

Jest tedy především 
2 / o v i a? ' 2ninp I 

2,'(%- Z**-1*""8" 
p—i \ o j n~o I 

Dále jest podle (9) a (10) 
Z - l /.Cf \fc x 

^ - J ( ( и + l ) ! * - 1 — n ł * - 1 ) + ã-жł*-1 = nвł*-Ч 
2 " = 0 2 (10) 

^Іľ^^-^i^-мii) 

oo (?—l / . o v* « 

5 = 5 p = 0 \ * / n = 0 

2лinp I 
røłfc—-1 g 

oo 5—1 

<. 

< ( oo g—l oo 5—1 c\*k\ 

ZZ'^ + ZZ'^-Uk 
5 = 1 (mod 2) 5 = 0 (mod 4) 

(12) 

4 ) H a r d y , O n t h e r e p r e s e n t a t i o n of a n u m b e r a s t h e s u m of a n y 
n u m b e r of s q u a r e s a n d i n p a r t i c u l a r of f i v e ; T r a n s a c t i o n s of t h e A m e r . 
M a t h . S o c . 2 1 ( 1 9 2 0 ) , s t r . 2 5 5 — 2 8 4 ; v i z t é 2 W a l f i s z , 1. c . 1, v z o r e c ( 1 0 ) . 
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Ježto __ ' r<, 2 l-f + -J + . , . + -^1 < 2 q (1 + log q), jest pravá 
ř>=0 \ 1 - _ / 

strana v (12) menší než 

. 2 g ( l + l o g g ) » 2 . 2 g ( l + l o g 2 g ) \ 
+ á _*~ ) X Í 

- H-log2_g 

< 

< в - 5 - ^ - X*к 

Jest však pro 8 > 1 

ježto očividně 
limfЩ^--0, 

( î? ) 8 

platí pro fc > i;-., kde kx je vhodné číslo kladné, 

_ = 4 . 

Pro A > max (5, Â ) je tedy 
OO q - 1 / o V* $ oo 9 - 1 / o V* X 

q=z5 p--0 \ <l / n = 0 

2лmj? 

<Г - 3 ° зr-*-1 

I q=z5 p = 0 \ <Z 

Podle Eulerovy sumační formule platí5) 
X 

j? n_i:-i __:i ^ - i 4 / w_*-i ̂  + 
»-0 J 

- * 0 

+ ( | j_ — 1) / x(u)u*k-2du = 21c-1 tfk + ixi*-1 + 0(:z-*-2). 

Konečně jest 

2?=0 \ * / n = 0 

ininv 

V 

( i i A * * -**ť / i __* * 

(13) 

(14) 

(15) 

Položme *x ~ém+l (m celé, / == 0,1_ 2,3). 
Potom jest (dolní znamení odpovídají dolním a horní horním) 

ft) #(4*) ==_ «^—[u]—^ pro necelé w, ^(M)_=_0 pro celé «, 
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w = 0 t_:0 . = 0 
m—1 rø-1 

2" (« + 2)**-1 ± t 2" (4< + З)1*-1 + 
e=o 

+ ůx (4m + l)-*-1 + ó2 (4ra+ 2)**-1 + _>3 (4m + 3)**-1; 
při tom jest 

dx = O pro . = O ; dx = + i pro . = 1, 2, 3 ^ 
<52 = 0 pro l = 0, 1; <52 = — 1 pro l = 2, 3 > ( 1 6) 
<53 = 0 pro . = 0,1,2; _>3 = + i pro Z = 3. 

Ale 
(4í + 2)-*-1 — (4í)^-1 = 2 (iife— 1) (4.)^" 2 + 0(ť*k~*), 

(4. + 3)**-1 — (4* + l)**-1 = 2(J-Jb —1)(4_ + l )-*- a +0(í-*- 3 ) ; 

tedy jest 
x nni m—l 

>T nkk-i e
T 2 = 2 (i„ — 1) _*, (— (4í)**-2 ± i (4ř + 1)5*-2) + 

n—0 

+ (1 + <_ + - 2 + <5 3) жł*-1 + o.***"2) = 

~\±г +l+àL + å2 + ô3\ ̂ *-1 + o(s. *~2). \ ^ _ - l 

Dosadíme-li za á1? <52, <53 jejich hodnoty podle (16), zjistíme 
snadno, že 

( t . -\k x nni /* >\k x 

l-V)Z^^ + ^)E^- (17) 

Podle (8), (11), (13), (14), (15), (17), (2) jest tedy — ježto 
Spj2 = 0 — pro k > max (5, k±) 

< 

P*1*' _,(i„)\* + 24* V 

rm {6-^ + ~^): *'*_1 + 0{xik~2) + 0(xik+1)' 
(18) 

Pro k > & 2 jest 

Ke každému k > max (5, kv k%) = &<, lze pak očividně nalézti 

120 1 , , , , , - , 
- І Ï F < 8 Ï F . • _ * + - < _ * - - • 
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x0 = x0(lc) takové, že pro všechna x> x0 je pravá strana v (18) 
menší než ^ ^ ^ ^ 

r(\k)WXi ' 
Tím je však dokázána nerovnost (7), a tedy i věta 2. 

Poznámky. 

1. Věta 2 udává průběh funkce Pk(x) pro celistvá x; pro 
x necelá není třeba dalšího vyšetřování, ježto Fk(x) = Fk([x]) 
a tedy ,k 

' Pk(x) = Pk([x]) + r ( ^ + i ) ( [ a .p_a;**). 

2. Ve formuli (8) jsme se omezili při přesnějších odhadech 
na členy, odpovídající hodnotám q= 1,2,3,4; kdybychom tyto 
přesnější odhady provedli pro více hodnot q, dostali bychom vý
sledky přesnější, než jsou věty zde dokázané. 

Sur les points à coordonnées entières à Pintérieur des sphères 
à plusieurs dimensions. 

(Ex t ra i t de l 'art icle précédent.) 

Soient x, k des nombres entiers, k _t 5, x > 0. Posons 

Pk(x)= 2 -
ul*+Ua*+...+uk*_x P ( | & + 1) 

TUT v Pk(x) , . . -Pk(x) 

Mk = hm sup lk_{ , mk = lim inf — j~ . 
. * x— oo X2 x—ce X2 

On sait que Ton a 

-oo<mi<jT(m<Mk<+o0- -
Dans cette note, nous nous occupons des fonctions mk, Mk 

pour des grandes valeurs de k. Le résultat est donné par les formu
les (3), (4). D'une manière plus précise, écrivons, pour l = 0, 1, 2,3 

i fw = l i m s u p - î ï r r , m ^ = h m m f - ^ . 
JE.--.OO •*' .c=oo -fc 
a;=J(mod4) .t=/(mod4) 

Alors, on a les formules (5), (6). 
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