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Lemniskata.
Prof. Rudolf Marek.

1. Definujeme—]i lemniskatu jako k¥ivku rovinnou, jejiz kazdy
bod M m4i od dvou pevnych bodt F, F’ (ohnisek) soucin vzdale-
nosti rovny dvojmoci poloviéni jejich vzdalenosti ¢, ¢ili o, . 02 =%
miZeme, jak zndmo, jednotlivé body kiivky sestrojovati z Gméry
01:C = C: gy kde délku p, volime a p, sestrojujeme t¥eba podle
prvni véty Buklidovy, pomoci pravothlého tro;uhehuka v némz ¢
jest vyskou, a g;, g, jsou piisluiné fiseky na prepons.

Potom priseéiky kruznic opsanych z bodt F, F’ poloméry o;, 0,
jsou body lemniskaty, pfi éemz pro redlné body kiivky smime g,
voliti pouze v mezich od c]/2 —c do c]/2 +ec.

Poné&vad? &tyti vrcholy k¥ivky vzhledem k ose x maji sou-
fadnice (4 4¢ V3, 4+ 1c), a dva jeji vrcholy vzhledem k ose y
majf soutadnice (4 ¢ }/2, 0), — predpokladame-li rovnici kiivky
ve tvaru (x? 4+ y?)? = 2¢? (22 — y?) — miZeme sestrojeni lemni-
skaty zafiditi takto: .

Narysujme kruznici £ (obr. 1) o stfedu S a polomé&ru ¢ a vepiSme
do ni pravidelny Sestitihelnik, jehoZ dva prot&jsi vrcholy P, @

leZi na ose y. Potom ostatni ]eho ¢ty¥i vrcholy V, Vi, V,, Vg jsou

vrcholy kiivky vzhledem k ose # a dale prisediky F F’ kruznice k
s osou z jsou ohmiska lemniskaty. ‘

Vrcholy kfivky vzhledem k ose .y jsou 4, B a obdrzime je,

wdinime-li 4 = SB = PF, co? jest délka strany &tverce vepsaného
do kruZnice %. :
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Tak obdrzime rychle vyznatné body kiivky (st¥ed S jest
jejim bodem uzlovym) a k sestrojeni libovolného podtu daldich
bodt kiivky miZeme uZiti zmfn&ného trojhelnika pravothlého

) vy*sce F'N =c, v n¥m% tsek bF' na prepond volime, kde¥to
druhy F'b" sestrojime, nebo lze opdt pouiti kru#nice %.
Vedeme-li k ni na p¥. bodem A sednu, kters ji protini v bodech

-u, w', potom kruZnice opsané z ohnisek F, F’ polomery Au, Au’
protma]i se v bodé M, coZ jest bod kiivky. Kazd4 seéna poskytne
celkem &tyii body knvky

2. Lemniskata jest také Gpatnici rovnoosé hyperboly pro jeji
stfed. Vedeme-li stfedem rovnoosé hyperboly na jeji tedny kolmice,
jest geom. mistem jejich pat lemniskata, jejiZ teny v uzlovém
bodé S j jsou asymptotarm dane hyperboly a také vrcholy na ose z

obou kfivek splyvaji. A konstanta c= —V— kde a Jest délka

poloosy hyperboly, &ili excentricita c¢ lemmskaty ]est polovina '
excentricity e hyperboly.

Déna-li hlavni osa 4B rovnoosé hyperboly % (obr. 1), narysujme
kruznici o stfedu 8 a jdouci ohnisky hyperboly. VepiSeme-li do
této kruinice op&t pravid. Sestitthelnik, jehoZ dva protilehlé
vrcholy jsou na ose y (vedlejdi ose hyperboly), pak ostatni &ty¥i
jeho vrcholy H, H,, H,, H; lei{ na dané hyperbole a tedny jeji

3%

v téchto bodech jsou krat$imi Ghlopfitkami Sestifthelnika, na nichz
del3i thlopiitky HH,, H,H, vytinaji vrcholy lemniskaty V, V,,
Vs V. Dikaz je snadny. Je-li totiZ rovmice dané hyperboly
22— y? = 2¢%, (nebot. a =SB =c¢ V2), pak z rovnostr. troj-
tihelnfka HSH, plynou soufadnice bodu H (¢ J/3, ¢), které rovnici
hyperboly vyhovuji. Jest tedy H bodem hyperboly. Kratsi uhlo-_,“,
piitka HV, Zestitthelnfka musi byti te$nou v bod¥ H, ponévadz .
puli dhel jeho pravodidt (pili jeho oblouk). Patrno’ té‘z’, 268V =

= VH, a %e tefny hyperboly v bodech H jsou tecnam1 kruzmce k
v bodech V.

3. Predpoklédejme v druhé prumétne hyperbolu rovnoosou
jejiz jedna asymptota @ leZi v ose zy, (obr. 2) a druhd b jest kolm4
k ose, stfed hyperboly % jest Op. (V obraze narysovina pouze
" jedna vétev hyperboly ).

Otad-li se tato hyperbola kolem své asymptoty b, otdsi se
asymptota ‘@ v primétné = a hyperbola vytvori rotatni plochu.
Nechdme-li otddeti vrcholovou teénu u této hyperboly kolem
piimky p, jdouci jeji prvou stopou ¥V kolmo k prvé primétné,
. vznikne rotaéni plocha kuZelové o stfedu V. Obd tyto plochy
. rotadni, jejichZ osy jsou tedy spolu rovnob&zné a lezi v 2. pri-
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métns, sekou se v kiivee prostorové k a lze ukdzati, Ze prvym jejim
primétem jest lemniskata.

Abychom obdrzeli bod M kiivky proniku k, volme rovinu 7|z,
kters sete plochu rotadni v kruZnici m o poloméru g, a plochu
ku¥elovou v kruZnici » o poloméru p, Priseéik obou kruznic
jest M.

; Prvymi priméty viech kruZnic m jsou kruZnice soustfedné
o stfedu Oy, kdeZto stiedem prvych primétt viech kruznic n
jest Vlg.

OBR. 2.

| Pro libovolny bod P, hyperboly % plati
P,S, . P,P, = 0,,U,* (zn4dmé vlastnost hyperboly),
a pondvadz PyS; = g, PoPy = 83V, = §34Q; = ez, aje-li OpU; =,

mame vztah

01+ 0= 0%
coz jest vytvarny zdkon lemniskaty. Tim jest dokdzdno, Ze prvym
pramétem kfivky proniku wuvaZovanych ploch rotaénich . jest
lemniskata. (Viz Machovec, Zobrazovini teden a stfedit k¥ivosti
kiivek, str. 23).

_Vysledek tento lze potvrditi ‘také cestou analytickou. Je-li
04,Uy = ¢, jest rovnice hyperboly &

@y .2y = CL 1)
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Libovolny jeji bod P, (x,, 0, 2,) vytvoii p¥i otdeni kruZnici, jejiz
rovnice bude : : _

2y =22 pHz=2. 2y
Vyloudenim , a z, z rovnic (1) a (2) obdr¥ime ‘
- dEr=e e
coZ jest rovnice rotaéni plochy. 7
Vrcholova. tecna, % hyperboly h mé rovnici
St==1 | 4)

a hbovolny jejt bod Q. (=, 0, z ") vytvbn otééem’rﬁ kolem p krunici,
jejiz rovnice jest :

(:1:—2(:)2 + y2=(2c —2')3, piiz=2" ' )
Vyloudenim 2’, y’ z rovnic (4) a-(5) plyne :
(x — 2¢)? + y? =22, (6)

coZ jest rovnice plochy kuZelové o stfedu Vi,.

Z rovmc (3) a (6) vylouéemm z dostaneme vztah pouze mezi.

zay
4

' (x—2c)2 + ¥t = W,_ ‘ (7),

¢ili rovnici prvého prim&tu prostorové kiivky proniku, tedy-
rovnici lemniskaty, kde vSak poditek soufadnic jest v jednom
ohnisku kfivky. Abychom obdrZeli obvykly tvar rovnice kiivky,
pieloZime poditek soufadnic do Jejiho stfedu tim, Ze .v rovnici (7)
piSeme x 4 ¢ misto z a upravime. Vysledkem bude

(2 + 92 = 26° (2 — 9,
zndmy tvar rovnice lemmskaty :

4. Lemniskata muZe vzniknouti i jako prusek anulo1du, ]ehoz
kruZnice hrdelni mé tyZ polom&r jako kruZnice tvofici, s rovinou
rovnob&nou s osou plochy a dotykajici se anuloidu v jednom
bod& kruznice hrdelni.

Predpoklidejme v prostoru t¥i osy k sob& kolmé z,y,z,
(obr. 3, v §ikmé projekei) a v roving 2z kruZnici &’ o stfedu 8(m,0,n)
a poloméru r. Jeji rovnice jest potom

. @ —m ot (= (1)
Otaél-h se kruZnice %’ kolem osy 2, vytvoi anuloid #li plochu
okruhovou a osa z jest jeji osou. L1bov01ny jeji bod M’ (a: 0,2)
op1se pn otaéeni kruZnici %, ]epz rovnice bude -

$2+y—x'2 Pnz_z ’ . (2)
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‘Eliminacf 2’ a 2’ z rovnic (1) a (2) plyne rovnice anuloidu

(Vo> + g2 —m)? + (e —n)? =12 (3)
Aby rovinnym fezem plochy mohla byti lemniskata, poloZime
v této rovnici m = 2r (podle podminky vyslovené na pog. tohoto
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odstavce) a souasnd pro vétd jednoduchost p¥elozime stied
anuloidu do podétku soufadnic zavedenim n = 0. Psak - obdrzime :
N R e i e (4.
Je-li rovina prisedna, dotykajici se plochy v bod® kru#nice hrdelni,
urdena rovnici : S : Coe
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y=r, | : . (5)

¢ili rovnobézna s rovinou wxz, pak z rovnice (4) plyne rovnice
pruseéné kiivky ve tvaru ‘

(2% + 22)2 = 8r2 (22 —22) pii y = 7. (6)
Rovnice (6) znamend také rovnici primétu kiivky priseéné na
rovinu zz, jenz je ovSem s kiivkou v prostoru shodny. Patrno,
ze to jest skutetné rovnice lemniskaty, kde ¢ = 2r.

Abychom sestrojili jednotlivé body kfivky priisedné, vedme
zage rovinu o || w (obr. 4), kterd sede anuloid ve dvou sousti.
povrchovych kruznicich m, m a rovinu priseénou p v piimce
P (py = 0,). Priseéiky M, M', N, N’ kruznic m, n, s pf. p jsou ji%
hledané body lemniskaty. Prisediky kruznice nejvys$¥ p a nej-
niz¥f ¢ na anuloidu s rovinou ¢ poskytuji vrcholy V, V', V", V"
lemniskaty, prise¢iky rovniku s rovinou o davaji vrcholy A B
a v dotyéném bodé kruZnice hrdelnf s rovinou priseénou jest
stied kiivky U. Podle odst. 1. jest U,V, = UFy = c = U,F",,
¢imZ uréena ohniska ¥, F’ prisedné lemniskaty a jeji excentricita.

Pondvadiz H,S, = S,U, = ic, jest A aS;H, ™ A M,U,S,; a také
A BSHy, ™ A NUS; a dostavame nésledujici plammetrlckou
konstrukei jednotlivych bodt lemniskaty:

Jsou-li Fy, F', ohniska a S, stfed lemniskaty (obr. 4), kde
S, F, = S, T, 2= = ¢, uéitime H,S, | F,F',, H,S, = }c, déle opiSme
polomérem 4¢ kruznici k, o stfedu F, a vedme libovolnou p#imku
"0y || FoF'y, kterd sebe k, v bodech I, I1. Pak uditime o«H, = 1L,
al, | FyF’; a bod M jest bod lemniskaty. Podobnd fH, = I1E,,
BN, | F,F', davé dal¥ jeji vod N, Preneseme-li E,S, za S, na
druhou stranu, lze rdzem obdrZeti 8 bodi kiivky. Pro vrcholy V
body I a II splynou a jejich spojnice ]est dvojnasobnou teénou
lemniskaty.

Plocha hyperbolické vysece.

Dr. Marian Haas.

V analytické geometrii nékterych vzoret, tykajicich se elipsy,
dé se pouZiti i pro hyperbolu, kdyz polozime misto Gtverce vedlejsi
poloosy b* hodnotu negativni — %, coZ v podstaté znadi, Ze u hyper-
boly tato poloosa jest imaginarni.

Je zajimavé, Ze lze tohoto zplisobu pouziti i k odvozeni vzorce
pro plochu hyperbolické vysece aGkoli se tu poloosa b vyskytuje
v prvnim stupni, takZe musime klasti bs.
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