
Časopis pro pěstování matematiky a fysiky

Juraj Hronec
Fuchsove relácie pre lineárne differenciálne systémy a počet ich členov

Časopis pro pěstování matematiky a fysiky, Vol. 52 (1923), No. 3, 209--250

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/121644

Terms of use:
© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1923

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/121644
http://project.dml.cz


Fuchsove relácie pře lineárně differenciálne 
systémy a počet ich členov. 

Napísal Dr. Juraj Hronec. 

Fuchsove relácie pre lin. differenciálne rovnice n-ho radu od
vodil bol Lazarus Fuchs1) z vety Abel-Jakobihovej o prečarovaní 
argumenta a parametra. Tieto relácie sú analogonjai tých relácií., 
ktoré Weirstrass dostal pre periody hyperelliptických integrálov 
prvého a druhého druhu a určia istý súvis medzi integrálami týchto 
rovnic a medzi fundamentálnymi siibstituciami differenciálnych rovnic 
n-ho radu. L. Schlesinger2) spojil tieto relácie s větou Abel-Jako-
bihovou, Schlesingerom rozšířenou a Hirsch3) zase, applikujúc tento 
Schlesingerov spoj na Eulerove transformovanie, dal týmto Fuchso-
vým reláciam pre differenciálne rovnice n-ho radu všeobecnej formy. 

V tejto práce pojednávanie sú Fuchsove relácie všeobecnej 
formy pre differenciálne systémy. Differenciálnymi systémami k volí 
krátkosti označujeme systémy lin. differenciálnych rovnic. Fuchsove 
relácfé pre differenciálne systémy podávajú súvis, jestvujúci medzi 
integrálnymi mátrixami differenciálnych systémov a medzi funda
mentálnymi substituciami, patriacimi k singulárnym bodom differen
ciálnych systémov. 

Prvu prácu o reláciach Fuchsových, vzťahujúcich sa na diffe
renciálne systémy publikoval som v Mathematische und Nátur-
wissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XXVII. Bd. 1913. Leipzig. 
Zaoberávajúc sa od vtedy znovu týmito reláciami usiloval, som sa 
určit počet ich členov a skúmal som i ich praktické applikovanie. 
Tuna podávám starú prácu, přepracovánu v jednotlivých čiastkách, 
ale přitom publikujem, ako novů čiastku, vypočítanie počet členov 
relácií Fuchsových, patriacich k prvej, k druhej a k tretej skupině 
a podávám i všeobecný súhrn týchto všetkých relácií. 

*) Crelle Journal Bd. 76. (1874), Werke I. (1904) S. 415 ff.; Sitzungs
berichte der Berliner Akademie 1892, Werke III. (1901). S. 141 ff. 

2) Handbuch der Theorie der lín« Differentialgleichungen. Bd. IL (1897), 
XII. Abschnitt. 

8) Mathematische Anrialen. Bd. 54. (1900), S. 202 ff. 

Časopis pro pěstování matematiky a fysiky. Ročník LU. * 
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Adjungované, lineárně differenciélne systémy.4) 

Jestli dyk v « /, ' 
V ' A = \ 

{k= 1,2, 3 . . . n ) 
je differenciálny, lineárny systém, vtedy tomuto adjungovaný lin. 
differenciálny systém je: 

n 

Zл akл* (p) ** _ _ y 
dx *i 

1=1 

{k= l , 2 , 3 . . . n ) 

Zaobevárajúc sa s Fuchsovými reláciami pře differenciálne sy-
stémi obmedzíme sa na ten případ, kde differenciálne systémy sú 
absolutné kanonického typu a preto klademe: 

n (*\ euc(x) 
a^w=v(xr 

kde je: <p{x) = (x—ax) (x—a2) (x—aa), a gzk(x) je funkcia 
racionálna celistvá, závislá len od premenny x najvyššie vo stupni 
a—1. Keď to určíme, vtedy differenciálne systémy (a) a (6) sú 
tohoto tvaru: 

dyk 

dx 

9 tø ~Ш = ' "~-2 z^x)Skx (x). 

(A) * ( * ) - g = 2 *(*)*.*(*) 
potažné 

.4 = 1 

Differenciálny systém (6') šubstituciou: 
(1) / zk(x) = <p{x)tik{x) 
přetvoří sa na differenciálny systém: 

d{<p(x) t*k(x)) V / \ / \ 
- rfx * = - i W(x) Í*A (x). 

* = i 
Toto je adjungovaný differenciálny systém differenciálneho sy

stému (A). 

-) Z čiaártky na základe ústného sdelenia p. profesorem Schlesingerom 
zGiessenu, zčiastky zase na základe knihy Schlesingera: „Vorlesungen fiber 
lin. Dífferentialgleíchungen" (Leipzig, Teubner 1908), ktorú vždy pod titulom 
„Vorlestmgen* budem citovat. 
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H. 
Veta o čare parametrů a argumentu u lineérnYch diffe-

renciálnYch sYsiémov.6) 
Identične je: 

ti rt 

d_ 
dx\ i[,w2^*w]-£[-w2*waí3]= 

L k = \ J L A r = - 1 J 

=^M2|^*w+-w2{^«*w+^.«3} 
/t = l * = 1 

- yw2^w^ f - ,w2{^w^+^^ }= 
* = 1 K = l 

=2{#S'"W'W-'»»nwífi®P}-25®*w»'w 
fc=l ' * = 1 

+2^{"W"W+-w^}-2»w-^s^. 
*-=l * = 1 

poneváč dfa (fl) je: 

S P ' ( * ) M * ) + * ( * ) ^ ^ 
^ = i 

preto, keď my toto a k tomu ešte differenciálny systém (A) do 
ohfadu bereme, vtedy vyššia identita přetvoři sa na tvar: 

![»w2*£*w]-é['«--*w^] = 
L k=I J L n = j J 

* = 1 , * = 1 

+2 2> ( г ) ^ ( x ) f=-т-2 2 * ( г ) ^ (x)f=5f ; 

fc=lЛ = l г * = l y = s l 

») Použitím mne danej poznámky p. profesora Schlesingera. 
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alebo po usporiadaiií jednotlivých členov: 

<c.) él^S^wJ-éf-winW Џk(x) 

я = l * = 1 

-2^w{tígE^a-.ŽŠ}+ . 
* = 1 

+ 2 2 y * ( z ) M x ) l 

* = I A = I 

Klaďme tuna: 

Ям(*)-.Є,мC-) 

=(/*л(x,г), 

gkxjx)-gkz(z) k e t f . ^ ̂  x 

x—z 

gki(x)-gkz(z) • (p(x)-<p(z) <p'(z) ...keď:^ = /l 
x—z ~T~ (x—z)* X — z 

i 

kde bezprostředné vidno, že Ukx (x,z) pri k^p Á\e racionálna funkcia 
celistvá najviššie a—2-ho stupňa, ale leUkx(x~z) je takáto funkcia 
i pri k = l, to vidíme, ked funkciu y (x) rozviniéme v okolí x = z 
do radu dra rozvojů Taylorovho a tak rozvinutu funkciu <p(x) 
vložíme do funkcie Ukx (x, z), poneváč vtedy máme: 

<p(x)-9iz) <p'(z)_y'(z) <P(3)(z)(x ^ L . . ^ ^ ) ^ zy~* 
(z-~x)2 x-z 2! 3! / ••• a\ v / 

Použijúc tuto substituciu, rovnica (c') přejde do tvaru: 

d_ 
dx '»2^»w]-á['»2л^] 

к=ì к = l 

= 2 2 ^ ( 2 : ) M x ) t 7 " <*•*>• 
* = 1 .4=1 

Položme tuna ná miesto j;*, y/*; na miesto i**, tyk— Yu) a ko
nečné na miesto fix, P)x— Yxj, vtedy máme: 

n n 

(c> 2 2 ^ * ^ u***x'z) ^ ( x ) = 
* = l .-t = l 

dx \lf(x)2^Ykj(x) x 
* = 1 k~\ 
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KecřOl,* (x)) znamená integrálny mátrix differenciálneho systému (A.) 
a (jHk {x)) zase integrálny mátrix adjungovaného differenciálneho sy
stému (5.), kde o tomto poslednom integrálnom mátrixu dla Schlesin-
gera: „Vorlesungen" 3 přednášky a dfa substitúcie (1) stojí, že je: 
(2) (9(x)Yik(x)=(yik(x)y>, 

vtedy (c) na základe nauky komponovania mátrixov přejde do 
differenciálnej rovnice mátrixnej: 

(C) (yik{z)) (Uik(x,z) (Yik (x)) = 

111. 
Kořene deierminujúcich fundameniálných rovnic, patriacich 

k singulárnym bodom koefficieniov, 

Jestli-že koefficienty aik (x) differenciálneho systému: 

dyk ^ 
-^=2dy*axk 

(a) dy^ _-g 
4 = 1 

sú monogénne a holomorphné funkcie v jednoducho súvislom 
obore 5, vtedy obecný integrálny mátrix tohoto differenciálneho 
systému tohoto vzoru je: 
(3) {yik(x)) = {Cik) (fiik{x))9 

kde (dk) je konštantný mátrix, o ktorom stojí, že /c#/ #- 0 je. 
(Vik (x)), ako partikulárny integrálny mátrix differenciálneho sy

stému (a), v okolí singulárneho bodu x =- av však tohoto tvaru je: 
(4) (Vik(x)) = (jíx-aP)

rt 9ik{x)), (v=\92....a) 
kde <pík(x) v okolí tohoto singulárneho bodu holomorphné funkcie 
sú, o ktorých ešte i to stojí, že 

l<Pik(av)l ^0\ 
a kde exponenty n sú koreňami determinujúcej fundamentálnej rov
nice, patriacej k singulárnemu bodu x = aVy ktorá v případe diffe-
renciálnych systémov absolutné kanonického typu, teda v případe 
differenciálneho systému (A), takýto tvar má: v 

/f (.)-̂ 4r/ = 0, (r — i92..;.a) 

kde zase A$v (v » 1,2.... o) sú residuá, patriace k jednotlivým 
singulárnym bodom differenciálneho systému (A). 
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O týchto koreňocfi rz předpokládáme, že su ony všetky rózne, 
t. j. že niet medzi nima stejných. Předpokládáme ďalej, že reálna 
čiastka týchto koreňov hýbe sa medzi hodnotami 0 a — 1. Na zá
klade tohoto předpokladu a na základe vety o koreňoch deter-
minujúcich fundamentálnych rovnic, patriacich k differenciálnym 
systémom adjungovaným, reálna čiastka koreňov z determinujúcich 
fundamentálnych rovnic, patriacich k dilferenciálnemu systému (B.) 
leži zase len medzi hodnotami 0 a—1. 

IV. 

4 Identity, vyplívajucie z vyšsie urobeného předpokladu. 

V odseku III. už máme, že: 

(5) ^ik ~ Vki 

K } zik = <pYki. 
Klaďme ešte 
(6a) (Vtk(x)-l = (Hik(x)9(x)) 
a vtedy z tohoto dfa (4.) následuje: 
(6b) (U (x)) = (nik (x))-1 = (Hik (x) q> (x)) = ((x-av)~rk $ik (xj). 

Tento (Sne (x)) mátrix je integrálnym mátrixom adjungovaného diffe-
renciálneho systému (b'). Ztadiařto zase vidno, že: 

(7) (Hik (x)) = ((x - av)~ r
k~ * 0ik (x)). 

Poneváč reálna čiastka mocnitefov: — rk hýbe sa medzi 0 a-\-\* 
vtedy reálna čiastka mocnitefov —rk - 1 ostane vždy medzi 0 a — 1, 
Funkcie <P,* (x) a Wik(x)'sů v okolí singulárneho bodu av holo-
morphné. 

Na základe předpokladu o koreňoch determinujúcich funda
mentálnych rovnic a na základe (4) bezprostředné vidno, že je: 

(8a) [(<p (z) nik (z))]z =av = [((z - av)
ri + x ~ik (z))] z = Gv= (0), < 

poneváč funkcie ~fik (z) v okolí singulárneho bodu z~av sú holo-
morphné funkcie; tak tiež zo (6b) následuje: 

(8b) [(<p(x) Hik (x))]x = av = l((x-a¥)-*k 0ik (*))]*=«„ = (0). 

Vezmúc do ohfadu rovnicu (3), dostaneme z rovnice (2): 

(9a) (9 (x) Ýík (x)) = (dk nik (x))-1 = (mk (x))-1 (ciky\ 

a z tohoto zase na základe (6a): 

(9b) (9 (x) Yik (x)) = (9 (x) Hik (x)) (ciky\ 
alebo 
(9) (Yik(x)) = (Hik(x)) (cik)-K 
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Poneváč (cik) je konštantný mátrix, kde /cik/ 4= 0 je, preto z (9b) 
na základe (7) máme 

(10a) [(<P(x)Yik(x))]x = av = (0) 

a z rovnice (3) na základe (4) dostaneme zase 

(10b) [ ( f W y * f e ) ) U = (0) 

V. 

Prvá skupina Fuchsových relácii. 

Integrujme rovnicu (C) v odseku II. tak, že v obore državy 
z integrujeme od singulárného bodu ax po singulárny bod a* 
a v obore državy x integrujeme od singulárného bodu a^ po sin
gulárny bod av\ integrujeme však pod tou podmienkou, že inte
gračně čiary nemajú společného bodu. 

av ax 

J dx { dz (yik (z)) (Uik (x, z)) (Yik (x)) = 
ap az 

ax - f* -fy . 

Poneváč integračně čiary nemajú společného bodu, preto integrále 
aZ av 

[yil(ŘdZ) [M*ldx fa * * , * • = 1,2, 3 . . . a) 
J z — x J x — z 
ax fy 

sú konečnej a určitej hodnoty. Majúc toto před očami a vezmuc 
do ohfadu rovnice (10), dostaneme z vyššej rovnice, ako výsledok 
prvú skupinu Fuchsových relácii: 

fi> ax 
\dx yz (yik (z) (Uik (x, z)) (Yik (x)) = (0) 
fy a% 

kde fi, v* x, X = 1 , 2, 3 . . . . a, ale tak vzato, že fi 4= v + % ^¥ & 

VI. 
Veličina skupiny prvých relácii Fuchsových. 

£by sme to vypočítal? mohli, že koíko relácii patří, do prvej 
skupiny Fuchsových relácii, urobme jedon rez po krivke, tiahnucej 

*=«* 
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cez všetky singulárně body. O tejto krivke předpokládáme, že nemá 
dvojného bodu, to jest, že sa nepretína, ,teda asi takto tiahne: 

Obr. 1, 

Po tomto však ustáfme sa na směre a na polohe integráčnych čiar 
a to tak, že pokiaf je fi < v (fi, v = 1, 2 . . . o), dovtedy integráčna 
čiara premenny x — u stále na pravom břehu tohoto řezu po
kračuje, ale ak náhle je ^ > v, vtedy integračně čiary hněď přejdu 
ná favy břeh tohoto řezu. To isté stojí i na integračně čiary v obore 
državy z} takže, keď je K < l (%, l = 1, 2 .. . a), vtedy integrujeme 
na pravom břehu řezu, ale keď je zase x > 2, vtedy přejdeme 
na tavý břeh. 

Chcejúc určiť veličinu prvých relácii Fuchsových, vypočítáme 
tieto v tom případe, keď je ^ < v < n <21. Tento případ je len 
jedon speciálny případ tej podmienky, ktorú sme v predošlom od-
seku vzfahom na integračně čiary urobili, ale vypočítáme veličinu 
prvých relácii Fuchsových i v tomto páde, leb© pri tejto špeciálnej 
podmienke sú dané prvé relácie Fuchsove v práce,6) písanej po 
prvé o Fuchsových reláeiach. Jestli je 

[l < v < K < X, 

vtedy veličinu prvých relácii Fuchsových móžeme v o — 3-och 
postupoch určiť. Keď integráčnu čiaru, vzfahujuciu sa na x, vezmeme 
medzi singulárnymi body ax a2, vtedy počet integráčnych čiar, 
vzfahujúcich sa na premennu z je: 

(o — 2\ 
2 * . 

atak týmto prvým krokom dostaneme, ako veličinu prvých relácií 
Fuchsových odhliadnuc od měny / a k: 

c 
i)(°T2). 

Vezmime teraz at) a%í az singulárně body. Medzi týmito mó-
ieme potiahnúf í 2 ) Integráčnych čiar, vzfahujúcich sa na premennu x 

«) Math. u. Naturw. Běrichte aus Ungarn. Bd. XXVH. 
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a medzi ostatnými a — 3 singulárnymi body móžeme zase 

n3) 
integráčnych čiar, vzfahujúcich sa na premennu z vyznačif, tak že 
pri tomto druhom kroku dostaneme 

(l)(°-23) 
relácií, lenže medzi týmito nalezajú sa i relácie, určené už čiastočne 
prvým krokom, takže pri druhom kroku dostaneme len 

(!)('i3)-(!)(^3)=-r23) - -
nových relácií. Takýmto pokračováním pri trefom kroku dostaneme* 

1) (V)-(!) (VH(V 
nových relácií. Pri a —4-fom postupe dostaneme 

(V)(i)-(V)(!HM(!) 
nových relácií a konečné pri a — 3-fom kroku máme 

. (°-2
2)(lh(°-23)(l) = (°-3)(22) 

nových relácií. V případe 
fi < v < x < X 

pri stálých hodnotách / a k je teda všetkých prvých relácií Fuchsových* 
a-2 

2(í)<"- r-iy, K2 
r=2 

ale právě tofko relácií máme i v případe 
(i > v > x > Xf 

takže při podmienke ii<v<x<X veličina všetkých prvých re
lácií Fuchsových je 

ff — 2 

jestliže máme ohlad ešte i na to, že sú /, k = 1, 2, 3 n. 
Po tomto vypočitajme úplnu veličinu prvých relácií Fuchsových' 

t. j. při tej podmienke, že integračně čiary dvojnásobných integrálov 
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nemajú společných bodov. Táto podmienka po ustálení směru a po-
„lohy integráčnyeh čiar dá sa mathematicky takto označiť, že je: 

fi z}= v 4= -< 41 *̂ 
Pri dvojnásobnom integrovaní znamená toto však to, že zo a singu-
lárnych bodov máme dve-dve singulárně body, ako hranice dvoj
násobných integrálov, vychytiť a máme ich integráčnymi čiararrri 
spojiť. Ale rad dvoch vychytených, vyznačených singulárnych bodov, 
ťo jest směr integráčnyeh čiar móžeme i zmeniť a tým dostaneme 
zase iné relácie.. Změněním miesta vychytených dvoch-dvoch singu
lárnych bodov variujeme kombinovanie dvojek, takže úplná veličina 
prvých relácií Fuchsových je: 

n* Va*=ln*o{a — \). 
Na pr. najjednoduchejší případ je,~keď a= 4 je a vtedy integračně 
čiary jednotlivých integrálov, vzťahujúcich se na x a na z musia 
byť takto vzaté: 

-^1 Л 2 Л 3 <H /CLг

 Л 

Q£> OCУ 6 C ^ w Ъ <ґH> tLя'* Cf^Ъ <Ґ*Ъ ţ П <ҐЪ f* 

p q 1 ö p o б c Г Ъ jэ 

X 

"2 <r% - -^* 
- a ^ s Š a 3 3 > P a ^ ^ 1 QTP a '3 ' ' a% 

Obr. 2. 

V tomto případe teda 12-rako móžeme róznfc vyznačiť integračně 
čiary, vzťahujúcie sa na x a na z a preto pri a= 4 máme spolu 
n2. 12 všetkých prvých relácií Fuchsových. 

VIL 

Druhá skupina Fuchsových relácií, 

Integrujme rovnicu (C) odsek II tak, aby integračně Čiary dvoj
násobných integrálov malý jedon jediný a ta jedon singulárny bod, 
ako společnú hranicu. K vdíi jednoduchosti pišme a^ == a, av= c, 
ax = b, kde fit v, X = 1, 2, 3 . . . o, vtedy: 

,(D) j <fc J ífe 0>/* (z)) (Uik (x; 2)) (K*•<*)) = 
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= W * Ś ( £ ? ) <»<*>*-«>-
a c 

c b 

a c 

Chcejúc tieto integrále vypočitaf, musíme ponajprv dvojnásobné inte
grále na jednoduché rozobraf. 

1. 
Rozklad prvého dvojnásobného integrálu na jednoduchý 

integrál v rovnici (D). 

K voli krátkosti značme integráčnu čiaru ac = v a integráčnu 
čiaru cb = u. Vyznačme potom na integráčnej čiare v jedon bod a\ 
a na integráčnej čiare u jedon bod b'. Tak bod a', ako i bod V sú 
rózne od singulárnych bodov a± a2... aa, to jest nemóžu sa s tý-
mito spojif. 

^atu^sCL, 

Vtedy je: 

Obr. 3. 

a' 

i dx = \ dx -f- ( dx 
a 

b 

a 

b' 

[dz = [dzĄ-[dz 

K voli jednoduchosti klaďme ešte: 

takže vezmúc do ohfadu rozdvojenie jednoduchých integrálov, prvý 
dvojnásobný integrál takto móžeme písaf: 

c b a' b' a> b c b' c b 

(d) ^dxJdz V—^dx jdz V + Jdx JdzV+^dx^dzV+^dx jj rfz V 
a' b' 
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Na právej straně stojací prvý, druhý a Štvrtý dvojpásobný inte
grál dá sa bezprostriedne vypočítat, poneváč u týchto integrálov 
integračně čiary nemajú společných bodov, takže je: 

a' b b' 

J </x^zv=[(^g<fe) (*(*) Ym(xýj 
a c 
a' b 

c 

b 

H*v-[(^*)('w*M)].:.' 
,a b' b' 

c b b 

dzV--
a' b' ~ b' 

Majúc před očami, že d!a (10a) stale je 

и^)ич: 
[(fWS.W)lя,»(„1! . , 

a potom, že mátrix b' 

mi 
c 

vložiac do něho x = a = a^ a konečné že mátrix, 

• fe?*) 
c 

vložiac do něho x = a= a^ pofažne x = c = a„, je konečnej 
hodnoty; dostaneme: 

... Í<A \ / \ 1 
= (0) [($£§-#«*«) 

;($^*)И>-«)],_.-«> 
b 

ö£И('w»-w); = (0) 

a preto třeba vypočítaf len: 
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a' Ь' 

(g) $*$*V = [(^*)(-WK.W)]"' 
a c c 

5*j*v=[(jaa.*)(,wi'.w)]"' 
a 6' b' 

H-H(fe^„)(-wv.w)L 
a' 6' 6 

Sčítajúc dve posledně rovnice, máme 

(«) 
a' b c b 

\dx \dzV-\- \dx \)dzV= (0) 
ű' fУ 

Aby sme v rovnici (d) i třetí dvojnásobný integrál na právej 
straně vypočítaf mohli, vyznačme na integráčnej čiare v medzi 
bodmi ď a c jedon pohyblivý bod § = c — s a to tak, že je 
lim ( c _ 5 ) = c. Vyznačme potom na integráčnej čiare u medzi 
bodom c a medzi bodem bf tiež jedon pohyblivý bod £ = c + / tak, 
le je Ji™ (c + 1 ) = c, vtedy tento třetí dvojnásobný integrál takto 
móžeme vyjadrif: 

c þf c—s b* 

w jлJ*v=ţ.J*j*ѓ(^)('w,,-w)-
a' c ř-=ø a' cĄ-t 

[fe*)(-w«.w)]"- + =-= lim 
,9 = 0 

+ 
&' 

[m*)(«»™i.. 
SlúČením rovnic (g) a (A) dostaneme: 09) 
«' * ' c b' b* 

jJ<*cfd2y+^xjjdzV^ 
a c a! \ ř = = ť > c + í 

X = : C - - S 
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Sčítajme teraz zase rovnice (a) a (/?) a vezmime do oh!adu (d)9 
máme prvý dvojnásobný integrál v rovnici (D) vyjádřeno jedno
duchým integrálom: (11.) 

a e t—0 c+t 

2. 
Rozklad druhého dvojnásobného integrálu na jednoduchý 

integrál v rovnici (D). 

Pokračovanie je stejné nežli prv. 
Klaďme É.(m{9\v í?\\ (YJk(x)\ 

dz\ ;K«)(^)-'-
a vtedy na základe už vyššie užívaného rozdvojenia jednoduchých 
integrálov druhý dvojnásobný integrál na právej straně v rovnici (D) 
přejde do tvaru: 

č Ъ a' Ь' a' b c b' c b 

(f) Ux\dz W= \dx\dz W+fe^dz W+ fa^dz W+ tyz^dz W, 
a b' a' b' 

kde prvý, druhý a štvrtý dvojnásobný integrál dá sá takto vyjádřit: 

a c a 

H^HH^Í^C:. 
a b' 

c b 

a 

c 

a' Ь> a' a' V 

Poneváč dra (10b) je 

U(z)yik(z)}^(0) 

a poneváč mátrix a, 

•-iw**)]'-' 
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a mátrix c 

•K 
Y*(x) 
x — z 

dx 
z = b 

b< 

sú konečnej hodnoty i preto sú: 

a 

a' 

9(z)yik(zÝj{^^dx 

<p(z)У*(z)\l\ï^dx 
x — z 

takže ostane: 
a' b' 

И 
a c 

a' Ь 

dzW 9 («) Уik (z) 

[dxídzW= U(z)yik(z) 
a b' 

c b 

IdzW^ 
~ď b' 

Slučiac prvé dve rovnice, máme 
a' b' a' b 

(«') 
a c a b' 

(0) 

z=b 

= (0) 

z = b 

= (0) 

™>dx) 
x — z ) 

Yik (x) 

z = Ы 

X — z 
'dx 

c b c 

(g1) ţdxţdzW=- {q>(z)yat(zíj(^ *Г*(x) 
x—z dx 

z = Ь' 

2 = 6' 

a' b' a' b 

^dx fa W+ Jrfx ^dz W= (0). 

Aby sme i třetí dvojnásobný integrál v rovnici (f) jednoduchým* 
integrálom vyjadrif mohli, použijme k tomu v predošlom odseku 
označené dve pohyblivé body £ a £, takže je: 

c b' c — $ b' 

(tť) Cdjc \dz W = Hra f dx [dz - | U (z) yik (z)) fá&ty = 
a' c t — oat c+t 

[(-»*»)(ÍЭДГЫИЛW)Ä.*, 
Qt t = 0 QІ 
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SČítajme teraz rovnice (gf) a (/*'), tak máme: 
c b' c b c - s 

(?) tyx^dz W+ ^dzW-llm^piz) yft (z) )(J^=§^) 
a' b' t = o z = c+t 

, Shičiac rovnice (a') a (/?') a vezmúc do ohradu rovnicu (/) zjaví 
sa nám druhý dvojnásobný integrál v rovnici (D), vyjádřený jedno
duchým integrálom: 

(12) (z)yik(z) Уik (x) 
X — z 

c o 

И*é(* 
-lj(-w-.м)(g_a*)l 

Z= C+t 

Vložme tvary (11) a (12) do rovnice (D): 

f tfx frfг (y(* (*)) ( í/ f t (x, z)) (Ym (x)) = 

= Hm 
ř = o c-fŕ 

x = c — s 

•(-«* »)($£*?* 
a' 

J * = C + t 

a kerf zase do tejto rovnice vložíme tvary z rovnic (3), pofažne (9), 
zodpovedajucie mátrixom (yik(z)) a (Yik(x)), vtedy dostaneme 

c 

<F) Crfx fťfe (y,* (2)) (W* (x, z)j (Yik (x)) = 
a 

b' 

= (cik) lim { [ ( $ f z ~ **) (» <*> "'* <*>)] " ='" -

-[(»»-«) tf^-i..+.K 
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3. 
Formula, potřebná k redukcii jednoduchých integrálov. 

Pre adjungované differencíálne systémy (A) a (b') máme:7) 

Vyw zu = itk ; • (i, k=lt2 ... rí) 

kde je , ' ť 

. _ í 1, keď/==* 
* ~ 1 0 , keď/=M-

Z tejto rovnice na základe (5) dostaneme: 
n 

<P (x) 2 Уa(x) Yлk (x) — ôik 

alebo 
(S) (yik (x)) (<p (x) Yik (x)) = (dik). 
Dia (3) a (4) je: 

(yik (x)) = (c«) (óík (x-cyd i<pik (*)), 
a dfa (9a), poťažne (6b) je zase 

(9 (x) Yac (x) -*-= (* f t (x)) (dtt (x - c) "O (cach 
Vložme tieto do rovnice (ó): 

(cik) (dik (x^cV) (<pik (x)) (®ik (x)) (dlk (x- č)r() (c*)= (óik) 
a ! e b 0 (**(*)) ($ik(x) = (dik). 
<Pik (x) a Ú>ik (x) v okoif x = c = av sú holomorphné funkcie a 
přeto ked vložíme x = c, dostaneme: 
03) <P'(c)(e$)(E$) = (ótk)f 

kde efk je prvý Člen rozvojů funkcie <pik (x) v okolí x = c = a^ 
®ik (x) 
<p(x) 

a Efk je zase prvý člen rozvojů funkcie Jf , ^ v okolí x = c = av 

•'-• ., ; ' • 4 . : 

Redukcia prvého členu, stojáceho pod limitou ira právej 
stráně v rovnici (FJ. 

Rozdvojme mátrix(^ (z)) iaktot * 
tó:«);^:({^-^ 4 ) + fe- c))'l.+! ri(z)): 

0 t. Schiesiitgerr 
^ v•>" Časopis pro pěstování matematiky a fysiky. Ročník LU. 
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a mátrix (<p (x) tí\k (x)) zase takto: 

(9P(x)Hť*(x)) = ( ( x - c ) % ' ( c ^ 
kde i0/*, tp' (c),E0

ik sú konstantně hodnoty. Funkcie ?>/* (z) a $ik (z) 
v okolí singulárneho bodu c = av sú holomorphné funkcie. Pri 

takomto rozdvojení komponujme mátrix ( ^ 7 - ) s mátrixom 
(9(x)HUc(x)): ^ - * I 

( f ^ | (.(x) Hlk(x)) = ( ^ \ ) ( (x-^V(c) f i» )4-

+ (^-^)((--^rfc4'1^w) + 
+ ( T = | ' + ' « - w) ((*-<Tr*9'(c)£3)+ 

+ ( ^ ^ r / + '^(*)) ((x-cY'* + '¥,*(*)). 

Integrujme tuto róvnicu vafahom na z od c-f-ř po b', vložme 
potom x = c — s a vezmime Hmjtu pre Hm s = o a lim í = o: 

-[(fa4(^M='"' 
t*=o c + ř 

.̂ i™. [(** í T--/'**) ( ( x ~c)~r*"' (c)£'")]+f"V 

t-o c + t 

*' 

+ Mm [(e '*J|E-~ r^) ( (x-c) -» + I * * w ) ] + t _ í 

* == O C + í ' 

. 6 ' • • • ' . . , . : • • • V-.V • ; " . • • - • ' . ^ . • _ .. / 

+£[(!fe=l^ ř , ( 2 ' ) d z ) 'fa-#'*?'(<•) ^ | + C 7 ' 
;. tz£o c+i . - •;. ., ' -r ..'. -*•'...•'; '-,'". . • }.'• 

b> > '' ,'-: "'.';. • ',; '-: ',;'•. , _ , v , "; .•;. .. - •: ' 

+ t
H»0[(5^ir| r ' ž* (^4 ( (* - :<) - ^ ^ * w ) ] * ~ ' "*;; 
Íi-,Ò « + * 

Druhý, tr^tl á Jtetýtvar, stójáci pod limitou, mdleme bei^rostředtíě? 
-vyji^tai^ ;V.<-:_VV v'V;V;"'y';::S-r : t VV*v ; : *•••/.;-̂  
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bf 

X = c — á ř 

Лľ. [{єĄ^f'dz) ( ( x ~ c)~Гk+1 ФІҺ {x) 

t =. o c -+-1 
b' 

= . î ï f(£љ°í(-" + Š - = Г Ï ) ( z _ C)Г' * ) ( ( x ~c)~r* **<*))]=*" 
í = o c + ř 

=(*.°-j(--" + 1 = 7 ) (̂  - c > r ' ' d z ) [((*-c>"***(*>)] = ' (0). 

poneváč prvý mátrix je vóbec nullou, súc činitel", stojáci pod inte-
grálom, identične nullou; ale i druhý mátrix je tiež identične nullou 
pre x=- e, lebo je — r*> o a #** (x) sú zase holomorphné funkcie 
v okolí x == c 

Třetí tvar je: 
6' 

lim 
* = 0 
1 = O C -f-t 

(J ( |zг|Г '+ V* 0) dz ) ((x - cYr* ?' (c) E; -F~* 
o 

-( î &)]=W (Z-C)''*/* (z) £fe ( x - C r ^ ' ^ . ^ 

lebo druhý mátrix pre x = c je identične nullou, poneváč fe 
— Tk > o, a prvý mátrix je zase konečnej hodnoty. 

Štvrtý tvar je: 

Hm 
s=-=o 
t = o c -ht 

(ff—f' + W)<&)((*-<0 Г * + W(*))]= C ' 
0 -

= ( J o - c)rt "FttC?) ťfe) ((x- c) fk + ' 0*(*))] = (0), 
c *' 

lebo prvý mátrix je konečnej hodnoty a druhý mátrix pre x = c 
je zase identične nullou, súc — r * + l > 0 . Následkom týchto vý~ 
sledkov je: -

. .í».fe*X'WftwF""--
t=d c + f * 

. *' f* -
; = ý ( c ) ( 6 Í ) ( ^ <fc]*~c *) 
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alebo, kež vezmeme do ohfadu vzor (13): 
ь> 

(14) G!^-<)(*«"-<•>)]*= lim 
S = 0 

t = o c + t 
b' 

åtk lim (x — c) 
s = o 
t=0 ••SfeГ*). 

c + í 

5. 
Redukcia druhého členu, stpjáceho pod limitou na právej 

straně v rovnici (F). 

Pokračovanie je stejné, nežli v predošlom odseku bolo. Roz
dvojme (gp (z) r\ik (z)) takto: . 

(9 (?) nik (z)) = ( ( z - c)',+' <p' (c) e°) + ( ( z - c)o+2 ^(Z))f 

tak tiež mátrix (Zít* (*)): 
(//tt (X)) = ( ( x - c ) - * - ' £ ° ) + ( ( x _ c ) - a " ^ ( x ) ) , 

kde 9' (c), £°t/f a Zs0** sú konstanty; <pfk (z) a $>Tk (x) sú v okolfc 
singulárneho bodu c = a* holomorphné funkcie. Takto rozdvojené 
tvary mátrixov komponujme jedno s druhým a to komponujme 

! mátrix (9(2) ??/* (z)) s fava mátrixom\—^~A: 

(9(Z) nik i d ~ ~ ) = «*- *)'< + ! <?' (C) «°) ( f c | " ^ ~ l E * ) + 

+ ( ( 2 ,_c )r í + 2 ^ ( z ^ 

+ ((*-*c)'i + ><P'(C) 4 ) ( | ^ | ~ r A r ^ ( * ) ) + 

+ ( ( z - c)'i +2 j5f(*)) ( " ^ ^ *&'(*)} 

Integrujme tuto rovnicu vzhfadom na x od hranice a^po hranicu 
€—$; položme potom do nej £==c + ř a vezmime limitu tak dosta-
vŠieho tvara pře lim s = o a lim t = o: 

c 

•JI|шИţp(-r).ł7л(г)j ( j : 

ŕ = o a' 

Htк (x) 
dx 

\z = c + t 



= \\m [((z - cyt + > ,p' (c) e° ) (/$ J y - | v '* «*) 
t = o a' 

c — s 
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E = C+ř 

+ Hm 
S = 0 
Ѓ = 0 

'(«• 

(-Иm 
S = O 
f - 0 

[z - ф +2 ÿ& (z)) (.5° J Ş - ^ ^ «Ц] + ̂  ^ 
a' 

c — s 

(z - cУi + « *' (c) e») ( ^ = | '* Ф?* (x) rfx ) 
a' 

+ 
* = c+f 

Ł " ř ł i й . + lhn [((z - c)ч + 2
 <P<* (z)) (fezj * ^ (*) d * 

t~o a1 z = c-t-f 
t~o ' a' l 

Na právej straně druhý, třetí a štvrtý člen identične zmiznu, čo 
vidíme ihneď, jestli-že im iného tvaru [dáme a do ohfadu bereme 
v predošlom odseku urobené poznámky. Druhý člen je: 

c - s 

z = c + t 

wa právej straně aruny, treti a stvrty clen 
vidíme ihneď, jestli-že im iného tvaru [dáme 
v nredošlom odseku urobené poznámky. Dru 

c - s 

lim [((z - c)n + 2 W(z)) (B& f ~ E | 'dx ) 
t =0 a' 

= tajífr-«>-.••S(z))(^(-,+£=£) (.-",?"*)]= 
, f = o a' 

c — s 

= Um [((z-c)r''+1 ^(z))] ( ^ J(-1 + ^ ) ( x - č ) * tfx)= (0). 
f = o z = c + t a' 

Třetí člen je. 
c—s 

,™[(<,-C)̂ ' „ w 4) (^""-.W*)]-+, 
fs-o a' "^ 

c 

= [((z-c)r' + 1 9>'(c) 4 ) ] ^ c (^(x-crr* - l 0**(x) rfx)=(0), 
fl' 

lebo je n + 1 > o a — r* — 1 hodnota reálnou čiastkou leží medzi 
O a medzi — 1. 

Práve tak. ako sme v predošlom odseku-viděli i tu, štvrtý člen 
pře tie isté příčiny je nultou, takže máme: 
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.*.[('»*«) fe-)]-+, 
t = o a' T 

c - s 

= *' («) (« •) (£0) [ ( ^ Hm ( * _ c ) ' i + ' J j ^ ^ ' _rfx) 
t = o a' 

alebo, kedf bereme (13) do ohladu: 

-[(**/• v+ ,fé^~*)] 

z = c + t 

ł = o a' 

VtoZme teraz hodnoty zo (14) a (15) do rovnice (F) tak dostaneme:. 
c b 

(G) Jrfx J<fe (ytt (z)) (í/ t t (x, z)) (Yik (x)) = 
a c 

b* 

= «*> {i«lt{ix-c)~ " $T^f' *]"""' 
í = o c + ř 

ű' 

6. 
Integrujme teraz rovnicu (C) odsek II. vzhíadom na x od sin-

gulárneho bodu c po singulámy bod b, a vzhíadom na z od sin-
gulárneho bodu a po singulárny bod c: 

b c 

(CT) Jrfx Jrfz {y* (z)) (Uik(x,z)) (K*(x)) = 
- c a 

-H*á^(*w^rj*j*á(-.w^«x^ 
£ a c a 

Chcejúc vypořítaf tietó dvojnásobné integrále, musltňe i tieto 
pretvorif na jednoduché integrále a to tak, ako sme to boH urobili 
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v rovnici (£)), to jest použijeme delom rozdvojenia jednoduchých 
integrálov tie dve body ď a b\ ktpré sme určili na integráčnych 
Ciarach v a u, takže vtedy móžeme pfsaf: 

Xdx=*Џx+ţdx 
c c b' 

c a' c 

Uz = {dz+[dz. 
a a ar 

Na základe tohoto rozdvojenia máme: 
b c b' a* b a ' b' c 

(*d) idxidzV=z [dx{d* V-\-[dx{dzV±(dx(dzV-\-
c ' a c a b' a c a ' 

b c 

+ ̂ d^ďzV, 
b' a' 

kde: V~ ±{^^Y^^) Y* (*» Je-

Vy jadriac tieto dvojnásobné integrále jednoduchými integrály, 
snadno móžeme dokázat, že tvary: 

{\Vi*\,\ÍVdzTbÚVd*V 
a at 

su nultou na základe (10) a na základe předpokladu o koreňoch 
determinujůcfch fundamentálnych rovnic, takže, kerf použijeme v od-
seku VIII. 1. označenu limitu, rovnica (*d) přejde do tvaru: 

b c a* 

M*HH"*+I-H;.>M",+- . 
c a a a a' 

: • t̂tiî L.+i+líH..,-
t ss 0 a <tf 

aiebo slučiac zodpovedajucie členy jedno s druhým, dostaneme: 

.•'•:.•' -••".[••' c •' a . fWO á* \ 
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Chcejůc redukovaf i druhý dvojnásobný integrál, stojáci na právej 
straně v rovnici (D), na jednoduchý integrál, klaďme 

w=ÍЫ»y*^) 
a použijme vyššie označené rozdvojenie jednoduchých integrálov, 
vtedy: 

b' a" b a' 

(rf) \dx\dzW=\dx[dzW+\dx \dzW + 
e a c a b} a 

bf c b c 

+ \dx ^dz IV-f- \dx \dzW. 
b' a' 

Vyjadriac na právej straně nalezájucie sa dvojnásobné integrále 
jednoduchými integrály, na základe (10) a na základe předpokladu 
o koreftoch determinujúcich fundamentálnych rovnic snadno mó-
žeme dokázaf, že po uvedeni už známej limity máme: 

b c b' • b 

px \dz W=\\wdx\ *""' + [Vwprfx]*==a + 
c a c b' 

b' b' b 

+.!s[SH"'~'+IJH.-..+t.v*].-.,-
t=0 c + t c b' 

Slučiac zodpovedajucie členy jedno s druhým, dostaneme ? 
Ь' 

z = c — s (12') frfxírfzl^=ltoffiyrfxl 
c a "/aLo c±t 

Vložme tvary (lI') a (12^ do rovnice (£)'), berme miesto (yik (z)) 
jeho hodnotu z (3) a miesto (Yik(x)) však jeho hodnotu z (9), 
vtedy rovnica (£>') přejde do tvaru: 

b c 

(F') ^dx fe (yik (z)) (Uikíx, z)) (Yik (*)) = 
c a 

C-~8 

: ^ H ^ f f ^ ^ ^ w ^ w ) - . 
f - 0 a' 

• * * ' _ , ' . • • ' • ' ' : 

c+t 
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Použijúc i tu redukcie, známe už z odseku VII 4. a 5. a berúc do 
ohfadu tvar (13), dostaneme z rovnice (F): 

<G) 
b c 

^dx ^dz(yik(z)) (Uik (x, z)) (Yik(x)) = 
c a 

c — s 

= (cik) (dlk lim \\(x - cY n f-^--f- dz] ~ 
\ S = 0 IL t) Z— X | x = c | 

t~0 * ď 

«-)-«fe^*]"'1).w)-. 
c + ř 

Vypočítáme výrazov, stojacích pod limitou 
v rovnicách (G) a (G% 

Snadno móžeme dokázaf správnost identity: 

vr d (x — cYn . . ¥ x d (* —c)r--K. 
<16) ( z - e ) ' rfx ż — x dz x—z 
Integrujme tuto identitu vzhladom na x od ď po c — s, a vzhíadom 
na z od c~\-1 po 6'; vezmime potom limitu tak dostavšieho tvaru 
ptt lim s = ó a lim t = o, tak* dostaneme: 

lim 
s = 0 
ř = 0 c + ŕ 

c — s 

alebo ďalej: 

^limí(^--c) r/+ií^-^ r' dxT 
S-OL J * ^ jz^C+t 
t = 0 a' 

M<-> 4 ( г ^'--Г~-
• , * Ä Q ^ c-M. 

•.'*И-#-Ч-J-
І Ä 6' 
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c + t 

poneváč argumenty x a z u členov na právej straně sa už nemdžu 
sisf, preto tu mdžeme limitu už vynechaf a tak máme: 

f==0 d-t 

a* 
c b' 

=-«•' - <>" *' féíf"" * + v - o-'. <$=$**. 
a1 c 

Potomto přikročíme k tomu, aby sme už dostavšie integrále 
priamo vypočítali a preto bod ď na integráčnej čiare a, pofažne 
bod b' na integráčnej čiare v ustalme tak, žeby bolo: 

6' — c 
(18) - i — E ^ e ^ v ^ v ' a — c 
Pomocou substitucie 

^ _ c _ _ ( a ' _ c ) £, 
z ktorej zase vychádza, že je: 

dostaneme, ako výsiedok, že druhý člen na právej stráně v rovnici 
0 7 ) je: 

6' 1 

09) (fl'-C) ^ f c - ^ ^ ^ - - - V̂T J - ^ d ř . . 
c 0 

U prvého jednoduchého integrálu na právej straně v rovnici (17) 
uvedme tuto substitúciu: • -

ď—c 

*-*»-£-, . , r , 
z ktorej zase, berúc do ohfadu (18), sleduje, že je: 

x_„=«-t)«±i>. .'••.• •.'... 
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Na základe tejto substitucie, vezmúc do ohfadu (18). dostaneme: 

r(x~-c)- ri-{ —C írt 
(20) (v-- cyi -M Ý ^ d*=*ri * Y~l) T+f 

fl' 1 

Položme hodnoty z (19) a z (20) do (17), tak máme: 

b 

lim 

dl. 

C — í 

.[(„̂ CY. + Ч-í"^- ,-«ix 
x — z _\г = c-\rt j 

Г Oű 

- " • ^ B I + Ä+JÏ+I* = "'HJiT'Æ 
•+? . 

Výpočet tohoto určitého integrálu známy je z nauky určitých inte-
grálov a je: oo 

(8) Í T ^ d f f s = i i 7 i l í : 

takže: "' 1 x = C — 6* 

ř = 0 c + í 

L „„;, C<W" " Wl l - - * ^ 
L J x—z ]z=-c+t J srn r£ JT 

a' 
Kedf sin r_ n vyjádříme Eulerovou formulou a klademe: 

é ? 2 r . ^ y — _ <úif 

vtedy dostaneme: 

M<*-<-feN"'~-
t=-0 c + í 

tť 

^ > n = T { . + 5 r i r T } . = 2 я í - l 
«Уi — 1 
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Aby sme vypočítaf mohli výraz pod limitou v rovnici (gO, 
integrujme rovnicu (16) vzhfadom na x od c+Y.po b\ a vzhfadom 
na z od ď pó c~s a potom berme tak dostavšieho výrazu limitu 
pre lim $ = o, lim t — o. Potomto právě tak,ako sme to už vySšie 
boli viděli, soskupme tie členy, pri ktorých móžeme od limity od-
hliadnuf, na právej straně rovnice a členy s limitou ostanu na favej 
straně rovnice, takže bude: 

c 

<17') lim \\(x - c) ~ n i^—^.ndz1 — 
5 = 0 (L J z — X J x = c + ř 
t = 0 a' 

c+ t 
b> c 

= - (<*' - C) 'i - » J -£= -£" " " i - (6' - CY '/ J ^ £ - | " <fó. 
c a' 

Uveďme do druhého, určitého integrálu na právej straně táto sub-
.stituciu. / i \ * •' 

z-c = (a -c)£, 
tak dostaneme, jestliže do ohfadu bereme eště i (18), že je: 

c ' 1 

a keď zase u prvého určitého integrálu na právej straně v rovnici 
(17') urobíme substituciu: 

_ —. a'~c 

X C — <- , 

tak bude: -> 
&' oo 

•T* 
c 1 

&' oo 

Položme výsledky z (19') a z (20') do rovnice (17') a vezmirae 
do ohradu vyššie pod (r) stojácu formulu: 

OÛ 

= e - r " ' v " 1 г 
£,-,• _ e-r{niţл 

» # • = - » 

+ £ rsinr/^ 
0 
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Vyjádříme funkciu sin rt si pomocou Eulerovej formuly a klaďme 
e2ins-\ — o)i,vtedy dostaneme: 

(21') lim i\(x~c) ~ n [ ̂ É n
 dz 1 -

s,=°lL JZ-X Jx=c±ř 

_ [ ( z_ c r +, r(.__.-r - ,
r f x r M U2»TPrT--

L J x - 2 , J J &>/-CÚÍ — 1 
c+f 

8. 
Výsledok z (21) položme teraz do rovnice (g), pofažne výsledok 

z (21/) do rovnice (£"), tak máme: 
c b 

(H) [dx^dz(yik (z)) (Uik (x, z)) (Yik (x)) = 

a c 

= 2^V^T {(d/it) + (cik) (-^-) (čik)-]) 
* * \Wí— 1/ 

potažné: 
b c 

(H) [dx[dz (yik(z))(Uik (x,z)) (Yik(x)) = 
c a 

= 2*H-T (Cik){-~^(Cik)~\ 

Na lávej straně stojáci mátrix je tohoto tvaru: 

(22) (yík(z))(Uik(x,z))(Yik(x)) = 
{^^iya(z) U,v(x,z)Yvk(x))j> 

Á=\ v=\ 

kde, ako už z odseku II. známe Uik(xf z) je v premennách x a 
z funkcia celistvá stupňa najviššie a-2-ho, teda má tuto podobu: 

Uk(xiz)^^^áC%>§)x«zt. ! (a + p^o-2) 

Koefficienty C ^ s ú konstanty a dajú sa úplné a rationálne vypo
čítat z konštantných koefficientov differenciálneho systému (-4), a 
preto elementy mátrixu (22) sú ággregáty takéhoto tvaru: 

<.(%ňVuÍz)z*Y*{x)x*. 



238 

Elementy mátrixov v rovnicách (H) a (H') sú určité integrále týcbto 
výrazov, teda s i tvary takýchto určitých integrálov: 

c b 

\ yu (z) z? dz, \ Yvk (x) xa dx, 

kde a, b, c sú volaktoré tri singulárně body zo singulárnych bódov 
ax a2... aa differenciálneho systému (A). Takéto tvary nazýváme 
po Hirschovi8) periodami integrálov 

f yu (z) z? dz, C Yvk (x) JC« dx. 

Elementy mátrixov na íavej straně v rovnicách (H) a (H) sú bili-
neárneho tvaru týchto periodov, majúcich kongtantných koefficientov, 
a elementy mátrixov na právej straně složené sú zase z dvoch 
Činitefov, a to po prvé z prevodných substitucií (c!k), patriacich 
k jednotlivým singulárnym bodom a po druhé z koreňov o>ř funda-
mentálnych rovnic, patriacich k týmistým singulárnym bodom. 

Kořene o>t fundamentálních rovnic a kořene determinujúcich 
fundamentálných rovnic v takomto súvise stoja: 

0)i= ^ri7tf^~\f 

to jest kořene fundamentálných rqvníc sú korefiami determinujúcich 
íundaméntálnych rovnic determinované, určité, ale naopak nie, lebo 
kořene determinujúcich fundamentálných rovnic sú len tak určité 
koreňami fundamentálných rovnic, že odhliadneme od istých addi-
tivnych a celistvých čisiel. 

Jestli-že premenna x okolo singulárneho bodu x — c opíše 
uzavřenu křivku, vtedy partikulárny integrálny mátrix (riik (x)) abso
lutné kanonického differenciálneho systému (A) pritiahne k sebe 
iundamentálnu substituciu, Čiže komponuje sa s favej strany funda-
mentálnou substituciou: 

(dik<*>d> 
f• . . ' f = 1, kecf i — k 

a všeobecný integrálny mátrix differenciálneho systému (A), to jest: 

(yik (*)) — (Cik)(Vik(x)), 
pri takomto opřsaní sing. bodu x = c dostane fundamentálnu substi
tuciu, čiže komponuje sa s láva fundamentálnou substituciou: 

(dk) (dik<»i) (Cik)^l~(Aiky 

*) Mathematische Annale«. Sv. 54. 



239 

Odčítajme od tejto rovnice mátrix jednotku, to jest mátrix (óik): 

(c;ik) (dik (a), - 1)) (ciky
l = (A*- <W-

Tvořme inversný mátrix tohoto mátrixu: 

{ ( f c * ) ( M « / ~ 0 ) ( * ^ (c*)rí ^(Ax-duc)-1 

Stredný víraz je však mátrixný výraz na právej straně v roynicách 
(H) a (//') a preto vložme jemu zodpovedajucú hodnotu do týchto 
rovnic; potom vložme nazpaf a = a^ c = aVl b = ai, kde fi, v, 
X = 1 . 2. . . a% ale vždy tak rozuměno, že je : \i 4= v 4= l. Kecf to 
urobíme, vtedy pri fundamentálnych substituciach musíme označif, 
ie tieto patria k singulárnemu bodu. x = c = av Dáme tomuto 
však tak znak, že fundamentálně substitucie označíme horným in-
dexom patřičného singulárneho bodu, teda teraz horným indexom v. 
Po takomto opatření, dostaneme: 

av ak 

iK) ^dx\dz{yik{z)){Uik{x,z)) {Yik{x)) = 2nÍ-\ {{dik) + 

•• +{A$-óa)-\), . . , 
pofažne: 

ai av 

iK') Ýx \dz(y* (*)) (y* (**)) (y* W ^ & H ^ r **)-", 

lede je: 1, &= 1 . 2 . . . n, *> = 1 .2.,. a. 

Rovnice (K) a (Kf) určia billineárny sůvis medzi vyššie ozna
čenými periody a medzi elementární fundamentálnych substituci! a 
-dajú sa vždy jednoznačné vypočítaf, lebo inversný mátrix mátrixu 
(A<$— óik) je vždy určiterný, poněváč je: 

a to preto nem&že tento determinant zmiznúf, lebo fundamentátyiej 
-rovnici 

/A<$~-Óik o),/==0 
nemažu vyhbvef kořene o>/ = 1, poneváč je: 

' . ' : ' - ' ' , . ' • • . - , • • 

.'•'-, -;''.-.! . o)i = £ ž ; r r / y " - T • .-

.a na nten předpoklad stojí, že ich reálna čiástka je: 
— ! < ň < 0 . 
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VIII. 
Počet členov druhej skupiny .Fuchsovych relácií. 

Ku každému singulárnemu bodu av (v = 1. 2.. . a), ako kú 
spoiečnej hranici integráčnych čiar dvojnásobného integrálu, patria 
dve—dve skupiny (K) a (K') druhých relácií Fuchsovych. Tieto 
dve skupiny relácií sú sdružené skupiny. Že pri vypočítaní týchtó 
skupin, ktorú skupinu máme dostáf, to nezávisí len od radu inte
gráčnych hraníc, ako sme to už v predošlých odsekoch boli viděli, 
ale závisí to ešte i od volenia substitucie (18). Lebo keď my tuto 
substituciu tak volíme, ako je označená v (18), teda: 

— = e 
a—c ' 

vtedy integrujúc rovnicu (C) v směre kladnom, dostaneme skupinu 
relácií (AT) a keď my pri tomto integrovaní u jednoduchých inte-
grálov změníme miesto integráčnych hraníc, dostaneme skupinu 
relácií (K). 

Ale keď my substituciu takto volíme: 
g — c n-fT 
b'-c ~ e > 

vtedy, konajúc integráciu vzhíadom na rovnicu (C) v kladnom směre, 
dostaneme skupinu relácií (Kf). Zmeniad zase u tohoto istého in-
tegrovania pri jednoduchých integrálech miestá integráčnych hra
nic, dostaneme skupinu relácií (K). 

Po*tejto poznámke chyťme sa vypočítat, kofko je členov dru
hých relácií Fuchsovych, patriacich k skupině (K) a právě toíko 
bude Členov druhých relácií Fuchsovych, patriacich k skupině (K'). 
Vypočftájme veličinu skupiny týchto relácií ponajprv v tedy, keď je :. 

fi ^ v; ^ l . (pt v A, = = 1.2. <*)< 

Činíme však to preto, lebo v prvej práce o řeláciach Fuchsovych 
pri takomto předpoklade sú určené druhé relácie Fuchsove: Vy
počítáme to však v <r—2-och postupoch, lebo pri předpoklade 
(i < v < X9 kde sú fa v. I -= 1. 2. . . <r, a—2 bodov móžeme volií,, 
ako jednu špolečnu hnnicu dvojnásobných integrálov. Pri prvom 
kroku společný hraničný bod dvojnásobného integrálu je: aa. 
Pokial pri tomto kroku integřáčna čiara,vzfahujucia sa na x tiahne 
len medzi singulárnymi body ax. a a2, dovtedy integřáčna čiara,.* 
Vzťahujucia sa na premennu z mdže tiahnuf medzi singtílárnym 
tjodóm a* á medzi a—-2-ma tamtými singulárnymi body, to jest pri-
prvom kroku pre proměnnu z jestvuje o—2 integráčnych čiar a*."-. 
tak dajúc inďexom i a k určitého čísla, pri tomto prvom krokus 
dostaneme , y n x > 

* 1. (ff—2) 
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relácií. Pri druhom kroku společný hraničný bod dvojnásobného 
integrálu je az a tak pokiaf na premennu x máme 2 integračně 
čiary, dovtedy na premennu z máme a—3 integráčných čiar a 
relácií máme 

2. (a-3). 
Kerf takto dalej pokračujeme, dostaneme, že pri \i < v < X veli
čina skupiny druhých relácií Fuchsových je: 

a—2 
n2 S r(<r—r-1). 

Právě tollco dostaneme i pri ^ > ^ > X, takže při předpoklade 
!i 0 v ^ X všetkých druhých relácií Fuchsových je: 

2/22°S r(a— r— 1). 
r=i 

Ale toto číslo je nie úplné, lebo předpoklad (i 0 v^ X\e primnoho 
pre druhé relácie Fuchsove, lebo pre tieto je úplné dosf, keď my" 
povieme, že na nich sa má to splnif, aby integračně čiary malý len 
jedon jediný a to jedon singulárny bod ako společnú hranicu, to 
jest na integračně hranice má stát len, že je 

li =}= v 4= X (\i, vy X = 1.2... a). 

Teda pri tomto předpokladu třeba zo a singulárnych bodov tri— 
tri rózne body vybraf, soskúpiť a tieto vybraté tri body třeba 
s dvoma integráčnymi čiary spojit, kde na směr a polohu integ
ráčných čiar už v odseku VII. 1. ustálenie je v platnosti. Lenže 
musíme i to do ohradu braf, že následkom změny miesta integ
ráčných hraníc nové skupiny relácií dostaneme a preto úplná 
veličina skupiny druhých relácií Fuchsových je: 

n2 W* — n- a (a—)) (<r—2). 

Na pr. pri a = 3 všetky integračně čiary druhých relácií Fuchso
vých takýto beh budu mať: 

1.) 2.) l.) ^ 2.) 3 . ) ? 3.) 

<K+P^J> c^o^P a^xf^ a a?f^> crT^S) ď5^ p CL^CLZZCLZ ccy a,za,2 a, cvz a,3 a ^ ~ - ^ 3 3^c&, a^ d^a^a, 

Obr. 4. 

kde relácie, majucie integračně čiary, označené tým istým arab
ským číslom, sú jedno s druhým sdružené a to tak při tomto, ako 
i pri nasledujúcom přiklade. 

Časopis pro pěstováni matematiky a fysiky. Ročnik LU. 16 
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Pri o = 4 integračně čiary *druhých relácií Fuchsových sú 
takto vzaté: 

1.) 2.) ' 3.) 4.) 5.) <U 
* * < â a 3 a 4 «̂ 1 a 2 a 3 <*% a i a 2 a 3 a 4 ^J<-^ ^^<^ ^ ^ ^ > w 
Q Jft P O CLO O JD O C 1 Q X ) Ó CLXJ3 O O O O^JP O O Q*JD 
Y Y * ^ ^ 3 T ^ «,, - O T U 3 O-4 a, a-2 a 3 o-4 a ^ a , ^ 

4.) 5.) 8.) x 6.) 8.) 
4 ^?> o o OJ, cTo3> W ^ | oVo3> 

7.) 1.) 9.) 10.) 11.) 
a i a2z JLa-> ***A^ JL. JL Jí a - (híai S Í 5 ^ c y L a 2 a 4 . 
o o 2 * - © ^ * (T^o^V^b cJ^V^b o o cO>!>o or^o o > cr**o*P o* 

a 3 S a 3 *«, a i °\ tt3 a-r ^ T ^ * ^ ^ . T ^ ^ * Í ^ ^ S 
2.) 9.) 11.) 12.) 10.) 1 2 \ x 
ď t̂T^o"""-̂  o cCz~p^o cfz^>o o ( T o z \ JO tfzp o>o < £ o L ° 6 
o, a2 a 3 a 4 a, a f a 3 <x4 a?a2 a3 au ď^-afa^ á^az a 3 ak a^-^a- 3 a^4 

Obr. 5. 

Medzi fundamentálnymi substituciami, patriacími ku všetkým 
singulárnym bodom differenciálneho systému kanonického typu 
jestvuje istý súvis, (Vid. Schlesinger: Vorlesungen, 13 přednáška), 
čo vidno i z toho, že fundamentálně substitucie dané sú týmto 
vzorom :9) . m 

- o a 

(/i=\.2...o) 

kde lip znamená uzavřenu křivku okolo singulárneho bodu a^ a 
21^ (v ~ 1.2... o) sú řesidua, patriace k singulárnemu bodu a*. 
Medzi residu-ami všetkých singulárnych bodov jestvuje pak istý 
súvis a preto medzi reláciami skupiny (AT), tak tiež medzi relá-
ciami skupiny (Ar/) jestvuje jedon—jedon súvis, takže úplná a ne-
odvislá veličina skupiny všetkých druhých relácií Fuschových je: 

n* [V** — 2] = n* [o (o— 1) (a-2) —2]. 

IX. 
Tretia skupina Fuchsových relácií. 

Tieto relácie, ktoré pre differenciálne rovnice n-ho radu Hirsch10) 
sostavil bol, charakterizuje to, že dvojnásobné integrále máju dve-

*) Schlesinger: Vorlesungen str. 229. 
-•) Mathematische Annalen Bd. 54. 
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<lve singulárně body, ako společné hranice a prídeme k ním v pří
pade differenciálnych systémov následovně: 

Integrujme rovnicu (C) odsek IL vzhladom na x oda« po 
av a vzhladom na z od ax po ax, kde je \i < v, K < X a x < v. Osta-
nú-li integračně čiary na jednom břehu řezu, urobeného cez sin
gulárně body al9 a 2 . . . aa, vtedy integračně čiary dvojnásobných 
integrálov v jednom bode sa pretínajú a preto integrujme tak, že 
vzfahom na x integrujeme prvé od a^ po ax a potom zase od 
a* po av\ vzfahom na z však integrujeme prvé od ax po a* a 
potom zase od aP po ax, to jest jednoduché integrále rozdvojíme 
íakto: 

av au av 

ţdx=ţdx + ţdx 

"Л av a ) . 

a vtedy dostaneme, že: 

av ax 

\dz = \dz + \dz, 

[dx^dz(yik (z)) (Uik (x,z)) (Yik (x)) = 
!ц ax 

aк av 

= JrfjtJ dz (yik (Z)) l/ft (xtz)) (Yik (*)) + 

av av 

+ $ dx\dz (yik(z)) (Uш(xz)) (Yik(x)) + 

ax <U 

+ \dx\dz(yik(z)) (Uik(x,z)) (Yik(x)) + 

av ax 

+ f dx i dz (yik (z)) (Oft (x, z)) (Yik (x)), 

aK av 

alebo, keďna právej straně pri prvom a štvrtom člene do ohladu 
bereme rovnicu (K) a pri trefom člene zase prvé relácie Fuchsovc: 
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C dx C dz (yik (z)) (Uik (x, z)) (Yik (x)) = 2nV— 1 {(d*) + 

av av 

+ (A^-dik)^}+^dx{dz(yik(z))(Uik(x,z)) (Yik(x)) + 
ax ax 

+ 2n V-\ {(óik) + '(A% - i*)rl } 
Je však: 

av <ц 

f dx C dz (yik (z)) (í/« (x, z) (Kй (x)) = 

av ax 

_ CrfxCrfz(yt*(z))^ 
afi H t 

lebo integráčna čiara, vzfahujucia sa na premennu x na právej 
straně v tejto rovnici, súc p<.v, tiahne na pravom břehu řezu, 
ale integráčna čiara vzfahujucia sa na premennu z, súc l > %f 
tiahne dfa ustálenia sa na směr a polohu integráčnych čiar na 
favom břehu tohoto řezu a tak integračně čiary dvojnásobného integ
rálu na právej straně v tejto rovnici nemajú společných bodov, 
alo vtedy hodnota tohoto dvojnásobného integrálu dfa prvých re-
lácit Fuchsových je nullou, a preto máme: 

av av 

tdxtdz <yft (z)) (Uik (x, z) (Yik (x)) = - 4 jt Y^-l (dik) — 

°X °K 

- 2 ^ Y ^ { ( 4 ? - ^ 
alebo: 

«v ax 

C tfx {dz (yik(z)) (Uik (x, *) (y) (K/*(x)) = 4n V^T(ia) + 

2^:f-rf {(^ 

káe ^zfáhom n& premennu xf súc # < *>, integrujeme v kladu oni 
smére ná pravtím břehu řezu a vzfahom na premennu ^ $ťtó 
^">.'V integrujeme v kladriotn směre na fevom brehn tohoto re t̂iv 
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Prečarujme teraz integračně čiary vzfahujucie sa na x a na 
z, to jest, integrujme rovnicu (C) odsek II. oMadom na premennu 
x od sing. bodu aK po sing. bod a* a ohfadom na premennu z 
zase od sing. bodu a^ po sing. bod av. Toto integrovanie však, 
právě tak, ako sme vyššie urobili, rozdvojíme, a to tak, že ohFa-

Obr. 6. 

dom na premennu JC integrujeme prvé od singulárneho bodu a* 
po sing. bod av a potom od av po singulárny bod ax\ oMadont 
premenny z integrujeme prv od sing. bodu a^ po singulárny bod 
<ax a potom od ax po singulárny bod av, tak však dostaneme: 

<*Z av 

idx^dz (yik (z)) (Uik (x, z)) (Yik (x)) = . 

= f dx C dz (yik (z)) (Uik (x, z)) (Yik (x)) + 

ax au 

+ ̂  dx ^dz (yik (z)) (Uik (x, z)) (Yik (x))+ 

a, un 

aЛ Ч 

+ ţ d x ţ d г (yik (z)) (Uik(x,z)) (Yik(x)) + 

aЛ av 

+ Cdx { dz (yik(ź)) (Utk (x, z)) (Yш (x). 

av ax 

Hodnotu prvého a štvrtého dvojnásobného integrálu, stojáceho na 
právej straně mdleme určlf ž rovnici (AT) a hodnotu tretieho dvoj-* 
násobtiélio integrálu uržia nám zase prvé relácie Huchš^w, takže: 
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CdxCdz(y*(«)) (í/«(x,y))(Ytt (x)) = 2 »V-l(A\f- <?,*Y»4-

+ í rfx C cřz (y« (2)) (Uik (x, 2)) (Ytt (x) +.2» V-l ( 4 * } - i/* )-*. 

Je však, ako sme to už vyššie oddóvodnili: 
az 
{dx^dz (yik (z)) (Uik (x, z)) (Yik (x)) = 
a% af* 
a% úv 

- [dx[dz(yik(z))(Uik(x,z))(Yik(x))=(Ó), 
aX ap 

preto je: 
ax av 

(i'.) {dx\dz(yik(z))(Uik(x,z))(Yik(x)) = 
av ax 

2n1^{(AÍt-ólk)-i + (A?^-óik)^ 
kde vzťahom na x, súc v > x, integrujeme v kladnom směre na 
favom brehii řezu a vzfahom na x zase, súc K < v, integrujeme 
v kladnom směre na pravom břehu tohoto řezu, kde tfalej (A\f (n)) 
pofažne (A$ (v)) znamenajú fundamentálně substitucie differenciál-
neho systému (A), patriace k singulárnemu bodu ax, pofažne k sing-
bodu av. 

, Veličinu skupiny týchto relácif ve!mi snadno móžeme vypočítaťr 
tebo keď my zo a singulárních bodov vždy dve-dve vychytfme a 
tíeto raz na pravom břehu a raz zase na favom břehu řezu integ-
ráčnymi čiaramy spojfme a dfa týchto integrujeme rovnicu (C) 
odsek ÍL dostaneme jednu (j) skupinu týchto třetích relácif Fuch-
sových,ale keď zaseniiesta dvoch-dvoch singulárnych bodov, vy* 
ehytivšfch zo 0 singulárnych bodov, změníme, dostaneme druhů 
0*) skupinu týchto relácif, ktoré k prvým patria, s týma sů sdru-
lene, takže ópína veličina všetkých třetích relácif Fuchsových je; 

pre iivis medii fundameotáltiymi substitaciami* patriacimi ku vlet* 
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kým singulárnym bodom, sú medzi týmito 2 n2 relácie závislé, 
a tak neodvislých třetích relácií Fuchsových máme: 

n*[o(o— 1)— 2]. 

Súhrn Fuctisových relácií, patriacich k differenciálnemu 
systému kanonického typu. 

Fuchsove relácie, patriace k prvej, druhej a tretej skupině 
možeme jedným vzorom takto označiť: 

av ax 

(L) f dx [ dz (yik (z)) (Uik (JC, z)) (Yik (x)) = 
aii * ax 

(0) keď [i^À^v^x 
2nTl^{(âik)+(Atë-ôat)-1} . . . . ,, p=M4=*** 

a týmto zodpovedajucie, sdružené relácie sú zase : 
ax ap 

(L) J rfx j <fe.(ytt (z)) (í/ft (x, z)) (Yat (x)) = 

(0) ked p=f=4 ={= ^ + K; 
= . i 2^V=T( i4S?- í* ) - í

 n%fi^X^v^x; 

l 2 w V— 1 {(-4g)— d*)-1 + (i4&}— í*)-1} • I*=1*P = K, 

Úplný počet týchto všetkých, neodvislých relácií je však: 
rt2 o (<7-l) -f n« [a (oř—1) (o—2) — 2] + rt* [<r (or—1) — 2] == 

= n*[o*(o— I) — 4]. 
# 

Les relations de Fuchs pour les systèmes différentiels 
linéaires et le nombre de leurs termes. 

(Ex t ra i t de l 'ar t icle précédent . ) 

L. Fuchs1) a déduit, du théorème ďAbel-Jacobi relatif à Té--
change du paramètre et de l'argument, pour les équations diffé
rentielles linéaires certaines relations qui sont analogues aux rela
tions que Weierstrass avait obtenues, prenant pour point de départ 
le théorème concernant les transcendantes hyperelliptiques de la 

0 Crelle's Journal, t. 76., p. 177; Werke L (1904) p. 415; Sitzungsberichte 
der Berliner Akad. 1892; Werke III. (1901) p. 141. 
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3é espèce, pour les périodes des intégrales de la première et de la 
deuxième espèce. Schlesinger2) généralisa le théorème d'Abel-Jacobi 
en le joignant aux relations de Fuchs, et Hirsch,3) à son tour, se 
basant sur ce théorème généralisé, donna aux relations de Fuchs 
une forme plus générale. 

Lvauteur de l'article précédent poursuivant les jravaux de 
Schlesinger, se sert des résultats qui viennent d'être mentionnés 
pour déduire les relations de Fuchs généralisées pour les systèmes 
différentiels linéaires. 11 part des systèmes du type fuchsien, en 
particulier de ces qui sont absolument canoniques, et arrive, en 
tirant profit d'une remarque de Schlesinger concernant réchange 
de l'argument et du paramètre, à une équation différentielle linéaire 
(équation de matrice), où l'on différence par rapport à l'argument 
et le paramètre (équation C de l'article). On peut déduire de 
cette équation les relations de Fuchs pour les systèmes diffé
rentiels linéaires en supposant que les racines des équations 
fondamentales appartenant au système donné sont toutes distinctes 
et que leur partie réelle appartient à l'intervalle (— 1, 0). Il s'ensuit 
de cette supposition qu'il en est de même des racines des systèmes 
différentiels adjoints au système donné. En faisant cette supposition 
pour les systèmes généraux d'intégrales du système donné et de 
son système adjoint, on aboutit à certaines identités (alinéa IV.). 
En faisant emploi de ces identités, on déduit, de l'équation (C), 
les premières relations de Fuchs en l'intégrant par rapport à l'ar
gument et le paramètre entre deux et deux points singuliers du 
système, les chemins d'intégration ne se coupant pas. On arrive 
par là à la formule (L) de l'article pour le cas ou p 4= î4= v 4= *> 
et fi;X,pix=z 1, 2 , . . . à sont les indices de la lettre qui désigne 
les points singuliers du système différentiel. (yik) est la matrice in
tégrale du système donné et (Yik (x)) ~ — y ^ - Uik (x, z) est 

<p (X) 
une fonction rationnelle entière des variables x et z de l'ordre a—2 
au plus, a désignant le nombre des points singuliers désignés par 
les lettres a^ av, a*, a*. 

Pour simplifier, choisissons les points singuliers de manière 
qu'on puisse les joindre par une courbe ne se coupant pas. On 
intègre de sorte que le chemin d'intégration soit situé à droite de 
cette courbe tant que # < v, ou bien x < X, mais qu'il passe de 
l'autre côté dès que fi > v9 ou bien a > A. 

Les premières relations de Fuchs on été déduites, par les 
auteurs cités, pour ^ Z ^ Z x Z i ; l'auteur de l'article actuel les 
a calculées pour ^4= V:¥ *4= î̂ m obtient ainsi leur nombre complet. 

3) Handbuch der Theorie der lin. Differentialgleichungen, IL, chap. XII. 
*) Mathematische Annalen, 54, p. 202. 
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On obtient le second groupe de relations dé Fuchs en inté
grant l'équation (C) parr apport à l'argument et le paramètre de sorte 
que les chemins d'intégration se rencontrent en un point singulier. 
On décompose les chemins d'intégration, pris entre deux et deux 
points singuliers, en deux parties là où figurent des dérivées sous 
le signe d'intégration ; après quoi on passe à la limite et on réussit 
à réduire les intégrales doubles à des intégrales simples (équations 
G et G). On obtient l'équation (G) de la même manière que 
réquation (G) en échangeant simplement les chemins d'intégration 
par rapport à l'argument et le paramètre. 

On intègre ensuite l'identité (16) par rapport à l'argument et 
le paramètre entre les limites qui figurent dans les intégrales 
simples des équations (G) et (G'), et on passe à la limite sous 
les mêmes conditions qu'on a supposées dans les équations, (G) 
«t (G); on obtient, en employant la substitution (18), des inté
grales définies, dont on calcule aisément les valeurs, à l'aide des 
intégrales d'Euler et de la formule d'Euler. C'est ainsi qu'on ob
tient les équations des matrices (H) et (//'), dans lesquelles figu
rent, à côté des quantités connues, encore les éléments de la sub
stitution et de son inverse, ainsi que les racines des équations 
fondamentales appartenant aux points singuliers. On détermine 
ensuite les substitutions fondamentales données par les formules 
(L)9 (L') pour \i =j= k =|= v 4= x, où A($ sont les substitutions fon
damentales appartenant au point singulier av (v = 1, 2 , . . . o) et 
< » f t = l ( 0 ) , Si i=k ( £ # : * ) . 

On peut calculer le nombre de ces secondes relations con
juguées de Fuchs pour ji 21 v 2 & en procédant par a—2, mais 
ce nombre n'est pas complet. On obtient le nombre complet et 
indépendant, en se bornant à la supposition \i 4= v 4= A et en tenant 
compte de la liaison qui existe entre les substitutions fondamen
tales appartenant à tous les points singuliers du système diffé
rentiel. 

Le troisième groupe de relations de Fuchs est caractérisé 
par ce fait que les intégrales doubles, prises par rapport à l'ar
gument et au paramètre, ont, pour limites communes, deux points 
singuliers; on y arrive en intégrant l'équation (C) par rapport 
à la variable x à partir du point singulier a^ au point singulier 
aVj et par rapport à z du point a* au point a*, où fi < v, H < ly 
x<v (^v,*, X = 1, 2,. . . , a). Dans cette intégration, les inté
grales simples peuvent être décomposées de sorte qu'on intègre 
par rapport à x d'abord entre a-p et a*, et ensuite entre ax et a*; 
par rapport à z d'abord 'entre'a* et aVt ensuite entre av et ùz* 
C'est ainsi qu'on obtient, si l'on tient compte des deux premiers 
groupes de relations de Fuchs et du chemin d'intégration, le troi
sième groupe de relations de Fuchs (/) , ( / ) . Le nombre de re-
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lations de ce groupe peut être facilement calculé, si l'on choisit 
deux à deux points singuliers distincts, et que l'on les permute. 
Les trois groupes de relations de Fuchs sont compris dans les 
formules (I), (£')• 

Le nombre complet de toutes ces relations indépendantes est 
donné par l'expression: 

n* [o* (a — 1) — 41. 

Promítání z přímky na rovinu v prostoru 
čtyřrozměrném. 

Napsal Dr. Václav Hlavatý. 

1. Pěti body, které neleží v témž trojrozměrném prostoru, je 
určen prostor čtyřrozměrný. Tři z nich určují rovinu n a dva zbý
vající přímku C, která n neprotíná. Je-li v tomto čtyřrozměrném 
prostoru dán bod a, tu rovina <p=(C a) protíná průmětnu n v bodě 
o l f který nazývám prvým průmětem bodu a. Promítám-li tentýž 
bod a z úběžnice F roviny | , totálně kolmé ku n, tu rovina (F a) 
protíná n v bodě atf který nazývám druhým průmětem bodu a. 
Jsou-li útvary Ca ^ v prostoru pevně stanoveny, pak body at resp. 
a% je bod a dokonale určen, neboť roviny (C at) = (C a) = q> a 
(Fat) = (Fa) = f protínají se v bodě a. Ježto lineární prostory 
nula až trojrozměrné určeny jsou jedním až čtyřmi body, jest tím 
úloha promítání útvarů v prostoru čtyřrozměrném z přímky C na 
rovinu r zásadně rozřešena. 

2. Rovinu papíru považuji za průmětnu n, na kterou promítnu 
z přímky JP přímku C. Ježto přímky C a F určují prostor*) £, je 
druhým průmětem přímky C opět přímka C2 = (£ n). Promítací 
paprsky všech bodů c přímky C jsou kolmé ku u a tvoří hyper
bolický paraboloid, určený přímkami (C, C 2,I 7). Distance jednotlivých 
bodů a od průmětny n určeny jsou v prostoru délkami d — cct. 
Považuji-li osu do mimoběžek Ca C2 za osu z souřadného systému 
trojrozměrného prostoru, přímku C2 za osu Y téhož systému, pak 
hyperbola x*—y% tg9 <*== rf0

2 i e geometrickým místem druhých 
koncových bodů úseček rf, z bodů c2 kolmo ku C2 nanášených. 
Při tom a je úhel přímky C s průmětnou n. Budu vždy předpoklá
dati a xss 45, tedy hyperbolu x s—y2 = df

0. Nazývám ji hyperbolou 
distanční, Stanovítn-li průsečík c přímky C s naším prostorem, je 
tím přímka C čtyřznačně určena. Nebof všechny přímky C, hovM 
shora zmíněným podmínkám (aby a «* 45, aby měly tutéž distanční 
hyperbolu /fa aby jejich druhý průmět byl C2), vyplňují v prostoru 

k(CĚF)rotační hyperbólod, který je proťat kolmicí v našem prostoru 
^) Trojrozměrný prostor krátce nazývám prostorem. .•; v 
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