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Křivka >'=*•. 
Emanuel Klier, Plzeň. 

ťívodem připomeňme některé vztahy. Přirozený logaritmus 
komplexního číi-la z = géf = gei^+2M = Q [COS (<p + 2tn) + 
+ i sin (<p + 2<jt)] je 
log z = log Q + i (cp + 2fjt), log Q = log | z |, i = 0, ± 1, ± 2 . . . 
Pro g = 1 a <p + 21 n = 2fcr resp. <p + 2í n = (21 + 1) n je 

log ( + 1) = 2lni, log (— 1) = (21 + 1) jn 

a log kladného či záporného čísla reálného x je tudíž 
log x = log I x I + fon', 

kde i = i?f . . pro x k ! a d n é , , i = o , - I + 2 . . . 21 + 1 l záporné' -1- x-

Připomeňme ještě definiční rovnici 
Z = 6l0«z. 

Abychom nepřehlédli žádné okolnosti, která vede k mnoho
značnosti logaritmů, pišme pro reálná x =f= 0. y + 0 

_ = e,. | _ |, y = et\y\, £,2 = E2
J = 1 

při čemž označme 
, , . 2lni , , • 2mni 
log ex = *,-» = ( 2 , + 1 } n i . log £2 = iyr . = ( 2 m + 1 } n . 

pro tli2 = + j -

Definice křivky y" = **. Křivkou o této rovnici budeme na
zývat onu množinu bodů reálných, jejichž pravoúhlé souřadnice 
splňují tuto rovnici. 

Výsledek operací yv, xx nemusí být reálný.1) Obecně bude 
komplexní. Pišme proto rovnici 

V = ** . (1) 
ve tvaru 

gilogs _ z _ eloge + Ur+2p*)i tfllatv _ 2 — eloge + t(?>+2«jr) 
čili 

x [log I x I + /t l5n] = log e + i (p + 2pn), 
y [log I y \ + k^ii] = log Q + i (<p + 2qn). 

*) Úlohou, kdy ař je reálný výraz, zabýval se prof. dr. Karel Dusí 
ve článku: K teorii exponenciální funkce ít* V Časopise p. p. mat. a fys. 54 
(1925), ř. 3. 
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Srovnáním reálných.a imaginárních částí dostáváme 
x log | x | = log Q , 9 . xkxn = <p + 2pn ( 9 , . 
y l o g I y I = l o g Q yk& = v + H* 
Vyloučením Q a <p 
x log | x | = y log | y | (3) V — fr2y = 2n, n = p — q (3') 
Místo (3) lze též psáti 

| y \V = | x |« ( = g). (4) 
Tyto výsledky dostaneme přímo touto úvahou: Má býti 

(«21 y I)" = (ei I * I)"* To však vyžaduje rovnost absolutních hod
not a rovnost mocnin jednotky, t . j . 

| y |f = | X |* = Q, £ / = e,* = eťC+2í*> 

a z toho za použití relací pro log £i)2 rovnice (2') a (3'). 
Nyní můžeme vysloviti definici křivky yv = xx též pončkud 

jinak: je to množina oněch reálných bodů (x, y) křivky (3) (čili 
křivky (4)), které při vhodné volbě celých čísel klt k2, n vyhovují 
rovnici (3'); při tom jsou kx, k2, n libovolná čísla celá, vázaná 
pouze touto podmínkou: je-li x kladné (záporné), je kx sudé (liché); 
je-li y kladné (záporné), je k2 sudé (liché). Je to tedy množina reál
ných průsečíků křivky (3) (resp. (4)) s přímkami (3'), pokud ovšem 
tato rovnice přímku určuje (výjimku činí případ kx = kz = n = 0, 
o čemž později). 

Vyšetřeme nejprve vlastnosti a průběh křivky (4). 
Parametrické vyjádření. Hledejme průsečíky křivky (4) s přím

kami y = Xx (v úvahu přicházejí pouze hodnoty x + 0, y =f= 0 
a tedy i A + 0 — pro x = 0 nebo y = 0 nemá totiž logaritmus 
v rovnici (3) smyslu); pro X = 1, t. j . y = x ( + 0), je rovnice (3) 
vždy splněna; stačí tedy vyšetřovati ještě hodnoty X, různé od 0 
a od 1. Jest | y \ = \ X | . | x |; rovnice (3) pak dává 

Xx [log | X | + log | x \\ = x log | x \. 
Předpokládáme-li x od nuly různé, dostaneme z poslední rovnice 

x i 
| x | = | X | i -- a dále | y \ = \ X \ \ x \ = | X | ^ . (5) 

Abychom obdrželi výrazy pro souřadnice v jednotlivých kvad
rantech, násobme poslední rovnice s± resp. e2 

x = e1\X\í=r\ y = * | A F > (6) 
takže pro body v prvém a třetím kvadrantu platí ^ = f2 = ± 1, 
t . j -

x = ±\Xy-\ y = ±\X\i->, y~=X>0 (7) 



a pro body ve druhém a čtvrtém kvadrantu při et = — e2 = T 1 

- - T M P , í? = + I A | ~ \ - | = A < 0. (8) 

Horní znaménka platí pro první resp. druhý kvadrant, dolní pro 
třetí resp. čtvrtý kvadrant. Stačí tedy vyšetřiti křivku (5) pro 
A ^ 0. Pro jednoduchost vynechme znamení absolutních hodnot 
(považujme x, y, A za kladné) a sledujme pouze v prvém kvadrantu 
křivku složenou ze dvou větví o rovnicích 

___ _i_ 
x = „ x - \ y = A1-* (9) 

A _ _ 1 _ 

„ = A - + \ y = X^ (9') 
čili y» = „±* (9") 

poněvadž v (8) je ^- = — | A |. 

Z posledních rovnic plyne ihned jedna vlastnost křivky (9"). 

Zaměníme-li totiž A za -y, zamění se v každé větvi _ za y a opačně. 

Křivka je tedy souměrná k přímce y = „. I Záměně A = — = tg 95 

za — odpovídá záměna tg q> za cotg 93 = tg J— 99) I. 

ZvláStní body. Rovnice (9), (9') pozbývají významu pro ně
které z hodnot A = 0, 1, 00. Příslušné Kmity můžeme stanoviti 
některé přímo a některé derivováním čitatelů a jmenovatelů dle A 
z rovnic (9) (9') psaných ve tvaru: 

1 log A . log A log A 
log x = -j-2—, log y = YZZX' g * = — 1 

log A 
т - 1 T + 1 

lo g i v = 1 + A 

Derivováním dostaneme 

lim log x = — lim A, lim log y = — lim —; 
л->oд л-*i,_ A 

1 
lim log _ = lim A, lim log и = lim y 

Л-,.0 Л-«o л 

(Ю) 

(10') 

a) J e zajímavo provést úvahy v systému otočeném o 45° 

D 1 4 



Ostatní limity plynou přímo z (10). Celkem pak máme: 

(11) 

A - * • 0 1 oo 
I. větev flim x 1 e - 1 ^ 0,3679 0 

( l imy 0 e - 1 1 
I I . větev llim x 1 1 0 

jlimy 0 1 1 

Prohlásíme-li tyto hodnoty za „pravé hodnoty", pak naše křivka 
je všude spojitá3) a obě větve přecházejí (bez hrotu) v sebe v do
tyčných bodech na osách, jak dále potvrdíme. 

Tečny. 1. Ze vzorců (9) (9') (9") najdeme logaritmickým deri
vováním: 

da_ 1 + A + log A dj_ = ___ 1 + A ± A log 7. 
dA - (1 + A)! ' dA A ' (1 + A)! ' 

dy 1 + log s ( 1 2 ) 

dx 1 + log y 
a (pokud A + 1 pro první větev) 

dy l + A + AlogA . 
dx ~ ~ 1 + A + log A ' y ' 

Při tom platí horní znaménka pro prvou větev (9) a dolní pro 
druhou větev (9'). 

2. Z posledního ze vzorců (12) je zřejmo, že pro obě větve je 

pro x = 1, y = 0 lim - p = fla rovněž pro obě větve při x = 0, 

y — 1 lim -j^- = oo. Osy jsou tedy společnými tečnami obou větví 

a v dotyčných bodech obě větve spojitě v sebe přecházejí. 
3. V bodě (e~1, e - 1 ) přijmeme opět limitu za pravou hodnotu 

pro prvou větev 

l i m ^ . = lim l ° * \ = l i m - A = - l . (12') 
a_»i dx ;._,! _1_ A_»i 

+ A 

Pro druhou větev je v bodě (1, 1) •— — — 1. 
4. Pro první větev nemůže nastat případ -p- = 1, neboť to 

by znamenalo log A = 0. Ale A = 1 je na této větvi jen v bodě 
x = y — er-1 a v tom jsme přijali za směrnici tečny — 1. 

») Viz Ed. Weyr: Diferenciální pořet, str. 224. 
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Na druhé větvi však -^- = 1, j e l i dle (12') 
d„ J v ' 

— 1 — A + A log A = 1 + ;. + log ;. 
čili 

_ i i ! ^ ! . l o g a . m 

Položme A = e—-* a pak (13) zní 
f = Cotg í . (14) 

Této rovnici vyhovuje dosti přibližně f = l , 2 a tedy Ax == 0,0907 
a z toho „ x = 1,22 j / x =_ 0,11. 

Rovnici (14) vyhovuje však také Xi=—. jak se snadno 
A. 

přesvědčíme. Je tedy A2== 11,02, „,__0,11, y 2 =_l,22. 
5. Volíme-li pro druhou větev x1 = er~1, bude dle třetí z rov

nic (12) áy = 0 a obdobně pro ya = e—1 bude da; = 0, čili buď 

1 + -.- = log A nebo 1 + A = —log A. 

Opět snadno shledáme, že splňuje-li první rovnici Ax == 3,59, 

splňuje druhou A2 = -5- = 0,279. Tomu odpovídají souřadnice 
Ai 

Ví = *i*i = 3,59c-1 __ 1,32 = „,. 

V těchto bodech nabývá y resp. „ maxima, jak bychom potvrdili 
z druhých derivací. 

Zobrazení křivky. K sestrojení bodů křivky máme již sou
řadnice a tečny několika bodů. Pro další libovolné A počítáme sou
řadnice z (9), (9') a užívajíce souměrnosti křivky sestrojíme další 
body. 

V obrazci je první větev (9) vyznačena plně, silně, druhá 
větev (9') čerchovaně (tečka čárka), silně. V celku podobá se 
křivka elipse o středu na přímce y = _ a dotýkající se souřad
ných os. 

Pro srovnání je v obrazci zakreslena slabě plně křivka 
I y I = I „ I* a slabě čerchovaně \y\ = \x \—*, jimiž se zabýval 
v dříve již zmíněném článku prof. dř. Dusí. 

V dalším vrátíme se opět k přesnému vyznačování absolut
ních hodnot. Dle rovnic (7) (8) dostaneme skutečný průběh 
křivky v jednotlivých kvadrantech takto: K prvé větvi (9) se
strojíme dle počátku středově souměrnou křivku ve třetím kvad
rantu. Druhou větev (9') zrcadlíme dle 7 a X a dostaneme křivky 
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ve druhém a čtvrtém kvadrantu. V druhém až čtvrtém kvadrantu 
je vyznačena křivka silně čárkovaně. 

Z křivek | y | = | x \=x odvodíme příslušné křivky v ostatních 
kvadrantech jednak zrcadlením horní větve dle I ' a pak zrcadle
ním této větve a plně vytažené větve v prvém kvadrantu dle 
osy X. Ve druhém až čtvrtém kvadrantu je křivka slabě čárkována. 

Souvislost této křivky s námi uvažovanou je zřejmá. Vede-
me-li přímku y = « . protne křivku i x ,* v bodech, jejichž 
úsečky x učiníme pořadnicemi nad jednou z úseček x. 

Je zajímavo. že přímka vedená pod úhlem málo odlišným 
od —45° ve vhodné vzdálenosti od počátku protne naši křivku 
ve čtyřech bodech a přímku y = x. která představuje nezajímavý 
případ křivky y» = x". v pátém bodě. 

Křivka y = x*. Pomocí A lze vyjádřit souřadnice bodír 
Avšak rovnice (2') resp. (3') omezují volbu A a tím jsou přípustný 
jen určité body prostudované křivky jakožto body množiny 
(křivky) y** = x*. Samozřejmě y = x je jedna vétev spojitá. 

1. V prvém kvadrantu můžeme zrušit omezovači význam 
rovnice (3'). Můžeme voliti i , = kt = n = O.4) Pak (3') je splněno 
pro jakékoliv x. y a v prvém kvadrantu je plně silně vytažená 

4) Tlm ovšem volíme z obecně mnohoznačné mocniny kladné jednotky 
jwnze + 1, t. j . uvažujeme absolutní hodnoty. 
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dnlSí s]Kjjitá větev křivky y" — a*. Obecně jsou souřadnice této 

větve iracionální čísla. Avšak pro A = . • dostáváme pro sou

řadnice liodnotv racionálno 

-m' *-(rhr «* 
Považujcme-li body na osách za prvé takové body. pak druhý pár 
dostaneme pro j — 1 a horní znaménka, resp. j ' = 2 a dolní zna
ménka .»•= i- •};//-= | . J. Další takové body se kupí stálo hustěji 
po obou stranách bodu (e—1, e- 1) s rostoucím j . 

2. Má-li být z. jakožto výsledek operací y». x* reálné-, kladné, 
musí bvt 7 = 2/;r. Pro bod v ve třetím kvadrantu i\ = 11 + 1. 
k. — 2wí + 1 a tudíž (2') zní 

*r 2« . # ( 2 ř + l ) 

* -2T+1 " — . s r n A~7^-+i) (10) 

J)le předešlého víme. že existují racionálně hodnoty pro .e. y 
v prvém kvadrantu. Poněvadž ve třetím kvadrantu je křivka 
středové souměrná s křivkou v prvním kvadrantu, musí také míti 
ve třetím kvadrantu bod v s racionálními souřadnicemi 

• -(nbr'-w- -
Volba / je však omezena rovnicemi (Ki). Volíme-li j sudé a horní 
znaménka, nebo j liché a dolní znaménka v rovnicích (17), je 
rovnicím (10) vyhověno. 

Tím vyčerpali jsme racionálně hodnoty x. y v prvém a třetím 
kvadrantu při A = . . Pro jiná A dostáváme x, y iracionálna. 

3. Volme ft = q v rovnicích (2'), t . j . n = 0 ve (3') a dle téže 
rovnice je 

i JL h 
'• ~ x - i-:' 

Z toho pl\ ne, že existují body naší množiny 

v 1. kvadrantu pro A = — J »i 

; _ ^ ± i 
2w 

a + i (is) 
3 - " " Á~2m+l 

21 
4- - - Á=--+-
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Pro amplitudu s je dle (2') 
(, ~ 2/,.T - .irt.jT - yk^. (19) 

4. Je-li v rovnici (,;') /.•, (nebo k:,) - 0. pak muže být x (nebo y) 
iracionálně číslo i při n =f= 0 n při y (nebo ,r) racionálnem, daném (2'). 

Ve druhém kradrantu můžeme voliti kt 0. Pak x 
I 0 Í I I 

— ' • . rovnicí (S) je dáno 7. a y. Vedeme-li tedy ve druhém 

• ' « kvadrantu přímku rovnoběžnou « Y re vzdálenosti " protne 

naši křivku v bodě, který náleží množině tf — x*. Dále je dle (2') 
q — — 2grr. tedy z reálné kladné. 

Obdobné je tomu r e čtvrtém kvadrantu při i , = 0. Musí 
I ' ' « I 

být y — T~ JT\ [ P r í n , k a rovnoběžná s A' protne křivku o])ět 

v bodě množiny, pro nějž a;, ). jsou dány rovnicí (7). 
Pro takové přímky, rovnoběžné s osami, dostáváme troje 

řešení splňující rovnici x* — ?/». a to dvě na křivce a třetí na 
přímce y = x. 

Poznámka. Ole uvedeného je zřejmo. že nelze jednati obecně 
o tečně křivky y* — x% (kromě prvního kvadrantu), neboť ne
existují dva soumezné body. nýbrž jen libovolně blízké body 
ršudc husté množiny, příslušné nižným větřím logaritmické 
funkce.8) 

P ř í k l a d y . 1. Volme ). — 2. t. j . x - J. y ~ \. Jak snadno 

také přímo potvrdíme, je (• J1' = í1,,)'-. Při tom \T ]/T -= 1. 
2 10* -r 1 

Kdvbychom volili X —- ' , , , (takže ;. se blíží 2 s libo-
10" -+- 1 

volnou přesností volbou dosti velkého n) existoval by bod ve 
třetím (a prvém) kvadrantu, ale nikoliv pro i = 2 a také ne pro 
;. = $ . 

2. Pro /. — - j —-pJ existuje bod re druhém kradrantu 

a je a- — ^2. y = ^-]/2 a tedy (—j !?) - = / j M K Rovnost 

absolutních hodnot snadno potvrdíme. Pro amplitudu máme 

•) Viz poznámku re WhiTtakeiwř: A (oiirs of Modern Analysis, 
str. 107 o funkci »/ = af. 
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q> + 2JTO - 1/2 (2/ + J).T = j |/2 2jff.-i a tedy musí byt — (2/ + 

+ 1) = »ff. Tak na př. / = O. m = — 1, (— l ) - ' * - ( + 1)Í4. 

Obdobně bychom nalezli pro bod ve čtvrtém kvadrantu při 

/ - - 2 , x = ^2, y = -H 
3. Pro ])řibližné řešení užijme diagramu. Volme na př. a^ = 

= — 1.2 = — í. Dle diagramu je yt== 0.09. Vodorovná vedená 
tímto bodem protne v prvém kvadrantu křivku v bodě x1== 0,71 
(yt ==. 0,09) » přímku y = .r v bode x* = 0.09 = y4. Je tedy 
přibbžné 

(— 1,2)-1 2 = (0.09)° °» = (0.71) 0 7 1 

jak se snadno přesvědčíme. Hodnoty z diagramu odečtené můžeme 
počtem dále zjemniti. 

Vzdávám srdečný dík p. prof. dr. Jarníkovi za rady a pokyny, 
které mi poskytl při této práci. Některé úvahy jsou pak ještě 
podrobněji vyloženy a prohloubeny v následující jeho poznámce. 

Plzeň 3. V. 1940. 
Krc.ll) Em. Kllcr. Archiv JČ.MK. 

Poznámka. Účelem této poznámky jest, doplniti některé úvahy, 
které v předešlém článku p. ing. Em. Kliera jsou spíše jen na
značeny. Křivka y* = x* je tam definována jako množina oněch 
reálných bodů (x, y) (x 4= 0, y + 0). jež při vhodné volbě celých 
čísel kv k\ splňují rovnici 

ea<log|*|+f;1«) = ey(log|i/|+lvi.) " (20) 

při čemž k\, kt jsou libovolná celá čísla, splňující podmínku: 

íAì / J e " U * ( A ) ije-li y 
kladné (záporné), je k\ sudé (liché); 
kladné (záporné), je k\ sudé (liché). 

Tuto definici je zřejmě možno přepsati takto: Křivka y* = .i-* 
je množina oněch reálných bodů (x, y) (x =|= 0. y + 0), jež při 
vhodné volbě celých čísel k\, k\. n, splňujících podmínku (A). 
vyhovují rovnicím 

z l o g | a : | = j f l o g | y,. (3) 
k\x~kiy = 2n. (3') 

Jedna část této křivky je triviální, totiž přímka y = x (z níž je 
ovšem vyloučen bod (0, 0)); neboť rovnice (3), (3') jsou splněny 
pro X = y 4= 0, k\ = k\. n = 0. Řešení rovnice (3) provedl p. Klier 
takto (viz jeho rovnice (7). (S)): V 1. a 3. kvadrantu je řešení 



rovnice (3) dáno parametricky ve tvaru1) 
___ _i_ 

x = r-;.'-'-. y — x.x = _ ; . ' ->• (;. -- o. ;. =M). Cr) 

kde horní (dobií) znamení odjiovídá 1. (3.) kvadrantu. V _. a 4. 
kvadrantu je řešení rovnice (3) dáno parametricky ve tvaru 
(v Klierově rovnici (8)' jiíši — A místo A) 

;. i 

x=^f\ l~>: !/ —?Jr /.' + ' ( / > « » ) • («') 

kde liorní (dolní) znamení odjiovídá 2. (4.) kvadrantu.1) Jde ještě 
0 to, které z bodu křivek (7'). (8') hoví též rovnici (3') při vhodné 
volbě čísel ku kt. n. 

• L V I . kvadrantu (kv ka sudé) smíme voliti í\ — ka = n = » 
a rovnice (3') je splněna. Tedy: ona čá«l křivky y* = x*. jež leží 
v 1. kvadrantu, je dána rovnicemi (7')s) *). 

I I . V ostatních kvadrantech je asjíoň jedno z čísel kv ks liché, 
tedy =f= 0 a rovnice (3') jx> dosazení z rovnic (7'). (8') zní s) 

A ^ ( ř I + .U-1) - _ » : (21) 

])ři každé jiříjiustné volbě čísel ku k2. n má tato rovnice (jiro ne
známou A) nejvýše spočetně mnoho kořenů. V 2.. 3. a 4. kvadrantu 
obsahuje tedy křivka y* = x* jen spočetnou množinu bodů.1) Tyto 
body leží však všude husté na křivkách (7'), (8')3), neboť rovnice (21) 
je splněna pro n = 0. zvolíme-li za A libovolný kladný zlomek 
A = _ kjkt. kde celá čísla kv k2 jsou vázána jen podmínkou (A) 
a pro 3 kvadrant ještě podmínkou A 4= 1 (viz Klierovy rovnice (18)) 
(Vysvětlení: každé kladné číslo A lze vyjádřiti jako limitu vhodné 
posloujinosti hodnot A právě popsaného tvaru A = _ i , /&,. Z toho 
ihned plyne: každý bod křivek (7'). (8')*) (odjjovídající zcela libo
volné jiříjjustné hodnotě A) je limitou vhodné posloupnosti bodu. 
odpovídajících hodnotám A tvaru ± i , kt a ležících tedy na křivce 
y» = x*. T. j . každý bod kHnek (7'), (8')s) ie limitou posloup
nosti bodů, ležících na křirce y* — xx. To je obšírný výklad slov 
„všude hustě1 '.) 

I I I . Které jsou racionální body křivky y* = x*, t . j . body 
s oběma racionálními souřadnicemi ? Jsou-li x. y racionální, je 
1 X — ± y x v rovnicích (7'), (8') racionální. Budiž tedy 

') Nohledíme-li k bodům přímky >) — x. 
*) Mocniny čísla A boru kladně! 
s) S příslušným znamením. 
4) Poznamenejme, žo při naší volbě &, = &. = 0 jsou obě strany 

lovnioc (20) kladné. 
*) Mi«to n píši po případě — n. 
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'• — P 1 (/'• <J «'•«• khuliiá. nesoudělná) (22) 

n \^ <etřeinc jiředevším. kdy číslo ,// v rovnioíob (7') rosp. (8') jo 
racionální (jwtom též ,r — ij /. butlc rnoionální). Znčnčinc s 2. 
a 4. kvndrnntem. Podle (22) n («') jo 

" (T) 
a toto číslo má býti rnoionální. Ježto čísla q. p r q jsou nesoii-
iIMná. jo k tomu nutno n >tnčí. nby bylo p />/" *. q r~*~ 
(»//,>• celá kladná).B) Ktlyby bylo m 1. t. j . » / ^ 2, bylo by 

p - (I I)'' ' I r ' ' | 7 T • • • •/ '- ' /• «»* i«'ní možno: 
te<ly m l. p l a |K>dohnč </~ I. tedy /.— l n jiodle (*') 
o;— | 1. IJ 1; mimo to však má býti sjílněna rovnice (3'), 
t . j . (!M + k>) ~ 2». COŽ noní možno, ježto jedno z čísel í\. /•» 
je siuló a jedno liché. Kiirka i/* • - .t* >/cw/<i /cd// v '.'. « A kradrantii 
racimuiliitch bodu. 

V 1. n .). kvadrantu jo /. r l.1) Ježto křivka .//» .r" jiřojtle 
sama v sobe. vyničníni-li .r s // n tetly / s 1'/.. stnčí uvažovati 
0 -^ ). ^ 1 (ovšem <lo výsledku nutno pak vedle nnlezonýeh hod
not /. <láti i jejich jiřevratné hodnoty). Budiž tedy /. < 1. t.j-
p < q: po<llo (22). (7') je 

•' (ff 
a toto číslo má býti rnoionální; jako dříve jilyne o<ltu<l p — ««—''. 
q = \fl~~~ (a. b celá kladná), a ovšem b > a. tedy b >. a + 1- -Test 
q> p, tedy g > . p + 1, t . j . buďto q — p + 1 nebo q > p — 1. 
Kdyby byio q > p + 1. bylo by 

</ - L< » >. (« - l)«-" ^ «*-" + (* 7 ť ) M*""-1 ~ ( 2 -> P ) »« p - 2 ^ 
> ««-" -*- (« />) flí-/*-1 ^ «*—>> -f (y /> i> -t- <y — /> — q. 

t . j . </ ,> q. což jo nemožno: totly q p -f 1 a v úvnhu jiřicliázojí 

jiouzo hotlnotv ^ = —-—,- (>> — 1. 2. . . .). Potom všnk vskutku 
1 ' P -r 1 ' 
(viz (23). (7')) čísla 

') O.ívtiiTi titii větv: jc-li it íuwoiulělnč s b. p nesoudělné "•</('>> n-

r 
cclélio kloilného čířln. 
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jsou rac-ion dní. Jde ještó o to. pro které z těchto hodnot /. lze \y-
iiovčti rovnici ('i'). V 1. kvadrnntii lze zvoliti /•. k„ n o 
n iovnic«' (.V) jo splněnu. Y*erhny racionální hody křirky y" .ix 

v 1. k-mdianltt1) jsou dány rornicemi (7'):1) /wo hodvoty /. L—, 

;.-=!L±i(/, i.2...... 

Ve .*. kvadrantu jo /•, 2/ -|- ) . k\ 'lni - I a ro\ nice (.$') 
má podle (24) tvar 

a jde o to. zda mužemo celá ěísla /, m voliti tak. aby levá »trnnn 
této rovnice byla celé číslo sudé. Tnto levá strunu jest 

J>p[*(Hl> ') »tp)A 1] , 
(p -*- 1)"+' [" ' 

Jc-Ii p liché, je zřejmě čitatel lichý, jmenovntel sudý a výraz (23) 
tedy neniu/o býti celé číslo. Jc-Ii však p siulé. smíme voliti 

l->n i ( (/ ' - r l ) p + 1 — l ) 

(neboť poslední výraz ie eolé číslo). Potom výraz v (23) v hraiiiité 
závorce bude roven 2/ T l (/> -f })p+l a celý výraz (23) bude 
vskutku roven sudému číslu p". ' ledy: Racionální body křivky 
i/» a-* v 3. kradrantu JMOU dáni/1) rorniremi (7');1) pro hodnotí/ 

- S ^ T - ^ ••--» 
JV. Levá (a rovněž pravá) strana rovnice (20) nemusí být 

reálná, i když x. y jsou reálná čísla. Označme písmenem M mno
žinu oněch reálných bodu (x. y) (x 4= 0. y =j= 0), pro něž jest 
možno zvoliti čísla /•,. k«, vyhovující podmínce (A) tak. aby ne
jenom rovnice (20) byla splněna, nýbrž aby nad to obě strany této 
rovnice byla reálná čísla; při tom body přímky y = x (jež lze snadno 
diskutovati) nepočítejme do množiny M. K tomu. aby obé strany 
rovnice (20) byly reálné, je zřejmě nutno a stačí, aby bylo 

k\x a. k\i/ b (a. b celá čísla). (26) 

') Po/nivnionojmo, žo při nnši volbo p = 2", k\ '•» — 2ř — 1 
(p , l ) ř + 1 vyjdou obe stran) rovnice (20) klndnó, noboť podle (24) jo 

k,.e (p 1). p*, a to je sudé <"Mo. 
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Podle 4 ) . 7 ) leži všechny body křivky y» — .r1 z I. kvadrantu a všechny 
racionální body této kiirky : -i. kradranltt r mnoiin? M. Naopak, 
všechny liody množiny M. ležící r •'}. kvadrantu. i*ov racionální; 
neboť v 3. kvadrantu je /-, =F= 0. /-, -= 0 a tedy •/. rovnic (2(i) plyne, 
že r a X-,, i/ a X\, jsou racionální. 

Vyšetřujme 2. kvadrant. Body množiny M. ložící v 2. kvad
rantu, jsou body křivky (8') (s horním znamením) , hovící vedle 
toho při vhodné volbě oísol n.a.b. /-,. kt rovnicím (3'). (2«). Při 
t o m nemohou být i obe čísla /,. /•„ různá od (». neboť po tom 
by podle (2(í) byla čísla x a /,. y ajks racionální, ale podle l i l 
není žádný hod křivky y* .r* v 2. kvadrantu racionální. J e ž t o 
v 2. kvadrantu jo X, - il - l =t- 0. musí býti ks — (» (což je do
volená volba)*); |xitoni | iodmínkv (3'). (2(i) se redukují na 
../,.<• oolé, /•,.!• sudé", což dává (ježto má být i ,r •" (I) pod-
niínkii 

r - Í T ^ T T <«•' i--•»••••). (-<) 

Mimo t o má hod (.r. y) ovšem Ježoti na křivce (8'). Tedy: Body 
množiny M v 2. kvadrantu jnou právf ony body (x. y) křivky (8') 
{« horním znamením), pio jejichž úsečku x platí rovnice (27). Body 
ve 4. kvadrantu dostanu ovšem tak. ze rymčnim x .i y. T ím jo mno
žina M úplně popsána. 9) ) ' . Jornik. 

*) Podmínku /•„ 0 ukazuje, žt. prnvťi (tv lodv i lovů) strana rovnice 
(20) jsou kladno. 

*) Podle poznťunok 4), '), •) Izo v bodech množiny M voliti k,. /•, tuk. 
aby v rovnici (20) liyla levá i pravá stmím nejen reálna. nýbrž dokonce 
kladná. Pro Ijoilr přímky // =- x v 3. kvadrantu není však tento výsledek 
správu V. Xn př. pro r = // $ jo 

eaílofř -i-rí-iO = | 3f—JÍ-.-rí, 

kterýžto výru/, lze sice učiniti icálným (zvolím /-, dilitclnó ironii), alo 
nikoliv kladným (ježto /.•, musí livti liché). 
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