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O vé&tich Pelcovych.
Dr. K. Havli¢ek, Praha.

Véty Pelcovy.l) duleZité pro zobrazovani ploch druhého
stupnd, pojednivaji o ohniskich homotetickych kuZelosedek, jeZ
jsou priméty Fezu dané plochy. Tyto homotetické kuzelosetky se
dotykaji dvakrat jakési jiné kuZelosetky, totiz prumétu obrysu
dané plochy.

Abychom odvodili Pelcovy véty, vyjdéme z této véty (jeji
dikaz je na piiklad v knize E. Weyr: ,,Projektivnd geometrie . . .“
str. 188).

Vé&ta 1: Prisedfky odpovidajicich si paprsku dvou kiivych
projektivnich svazku teden na kuZzelosedce vytvafeji kuZelosetku,
kters se dané kuZelosctky dvakrat dotyka, a to v samodruznych
clementech obou svazki.

Dudalné: Spojnice odpovidajicich si boda dvou projektivnich
soumistnych Fad na kuZeldseéce obalujf kuZelosetku, ktera se dané
kuZelosedky dvakrat dotyka. a to v samodruZnych bodech obou Fad.

Této v&ty lze uiiti pii Fefeni Glohy: sestrojiti kuZelosetku.
kterd prochézi tfemi danymi body 4. B, C a dotyka se dvakrat dané
kuZelosedky k3. Z danych bodi sestrojime teény ke A%: z bodu 4
tedny a, a’, z bodu B teény b, ', z bodu C teény c, ¢’. Tim jsou
uréeny projektivni svazky teten (a,b,c,...)A (@', b0, ¢, .. .).
jejichZz samodruzné elementy davaji na 4* dotyéné body hledané
kuzelosetky. Podle toho, jak v jednotlivych parech k sob& tedny
piifadime, dostavame &tvero feSeni. .

Obratme se nyni k systému X kudelosedek, jeZ prochazeji
dvéma danymi body 4, Ba dotyka_]l se dvakrat dané kuZelosetky k2.
Pravé uvedend uloha bude nim zde dobri. Z bodd 4, B vedeme
ke k? tedny I,1I';II, II'. Z projektivnich svazku znéme nynf jen
dva péry odpovidajicich si elementi a pro direkdni stfed zname jen
jedno geometrické misto, totiz piimku 6 (viz obr.). Kdybychom
k sobé piifadili teény v projektivnich svazcich druhym moZnym
zpisobem, jak v obrazku naznadeno v zavorkich, dostali bychom
jiné projektivni svazky teden; a pro jejich direkén{ stied opét jediné
geometrické misto, totiz pfimku ¢’. Tim jsme mnozZstvi viech
kuzelosedek nasf soustavy Z rozddlili ve dvé skupiny.?) Spoledné

1) Prof. K. Pele je odvodil v pojednani: ,,Uber eine allgemeine Be-
stimmungsart der Brennpunkte von Contouren der Flachen zwelteu Grades**.
Zprévy o zasedani II. t¥. videiiské Akademie der Wi h sv. LXXV
(r. 1877) a ,,Erga zur all B rt der Brennpunkte
von Contouren der Flachen zweiten Grades®, tamté? sv. LXXVII (r. 1878).

3) Obg skupiny jsou rovnocenné, takie co dokafeme pro jednu, plati
i pro druhou.

Deé



tedny kuZelosedky &% a kuZelosedek daného systému jsou pak samo-
druzné elementy projektivnich svazki; prochézeji tedy direkénim
stfedem, pro ktery znime jen jedno geometrické misto; plati tedy

véta 2: Spoledné tedny dotykové kuielosedky k% a kuZelo-
sedek daného mnozstvi X tvo na k2 dvé involuce teéen o osdch

da d.

1 34 " .
0 AN 4 // ] G(MI)

Duélng: BudiZ ddno mnozstvi X’ kuZelosedek, které se doty-
kaji dvou danych pfimek a dvakrit dané kuZelosedky. Dotykové
body kuZelosedek tohoto mnoZstvi s kuZeloseSkou danou tvoif na
dané kuZelosedce dvé involuce.

— Dukazy viech dudlnich vé&t plynou z naSich avah uZitim
principu duality. —

Zvolme v dané soustavé jednu kuZelose¢ku I2 (viz obr.). To
uéinfme tak, Ze zvolime jeji spole¢né tedny ¢#, ¢, s kuZelosetkou %2,
jeZ se protinaj{ na p¥iklad na piimce d. Jejich dotykové body na
k* jsou body T, T, Jejich spojnice prochdzi pélem piimky o
ke k2, bodem 4. Bod 4 je na piimce AB = p. Hledejme poliru
bodu 4 ke kuZelosedce 2. Tato polara prochézi bodem A’, pro ngjz
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je (4. B, 4, A') = —1 — nebot 4, B jsou body na iz, Bod 4 je
na pHmee 4, jak plyne z vlastnosti étyrstranu I, I’, I1, II’ opsa-
ného k2. Dile je bod 4 na spojnici 7' T; tyto body jsou opét na I2;
sestrojime tedy k bodu 4 sdruZeny pél na této spojnici. A to je
zase bod na pimce 8. Tedy polirou bodu A4 pro kuzelosedku I je
piimka 6. Protoze pak tato kuielosetka byla zvolena v daném
systému zcela libovolng a bod 4 s pFimkou 4 jsou pevné, plati

véta 3:%) Viechny kuZelosetky daného systému X, jejichz
tedny s k2 se protinaji na piimce d. maji spoleény p6l 4 s polarou é:
druh4 skupina m4 spoleény pél 4’ s polirou §'.

Duélné: Viechny kuZelosetky dudlniho systému X’ se rozdé-
Juji ve dvé skupiny. VSechny kuielosedky téze skupiny maji spo-
leény pol s polirou.

Prvni dusledek této véty je, Ze teény jednotlivych kuZelo-
sedek dané soustavy X sestrojené v bodech 4, B, se protinaji na
piimee & nebo §’, nebot spojnice jejich dotykovych bodu prochazi
bodem A resp. 4'.

Sestrojme tedny kuZelosetky 12 v bodech A, B. Stadi sestrojiti
jen teénu na piiklad v bodé B, nebot’ druhou sestrojime podle toho,
Ze se ob& protinaji na 8. — KuZelosetka 12 se dotyka piimek ¢, 1,
v bodech 7', T, (coz miZeme pokladati za uréeni fady kuZelo-
setek) a ma prochizeti bodem B. Podle véty Desarguesovy tvofi
tedny v B sestrojené ke kuZelose¢kém zminéné fady involuci.
Jeden par jeji jsou zde ptimky 11, II', te¢ny to ke k2. Kromsé toho
zndme jeden samodruiny element této involuce. Je to spojnice
bodu B s prisetikem teden ¢, l,, ktery nazveme P,. Druhy samo-
druiny element dotyka se v bodé B té jednoduché kuzelosedky, jez
tim bodem prochézi. To je I*. A pro tento druhy.samodruiny
element b plati (/7, II’, BP,, b)) = — 1. Tato &tvefina vytind na ¢
opét &étvetinu harmonickou: (7,2, Py, P)) = —1, kde 1,2 jsou
prasetiky & s ptimkami II, II' (vesp. I, I') a P, je prusetik 8 s b.
Protoze body 1, 2 jsou pevné, plati

véta 4:4) Prisedik spolednych teden s kuZelosetkou %3 a pri-
se&fk teten v bodech 4, B sestrojenych k jednotlivym kuZelosetkam
daného systému X jsou péary involuce na piimce dresp. ¢’ (o samo-
druznych bodech 1, 2 resp. 3, 4; viz obr.).

?) Obecné polarni vlustnostl tohoto systému a obecné]§1ch odvodil prof.
J. Klima v &lanku: ,,Polérné vlastnosti soustavy kuZ k, dotykajicich se
dvojnésob dvou kuZelosedek, . . . Casopis pro p&stovéani matematiky a fy-
siky, roénik LVI.

4) Podobnou vétu v soustav® kuZelosetek, jeZ se dvakrat dotykaji dvou
danych kuZel I prof. J. Sobotka v &lanku: ,,K n&kterym kon-
strukeim kuZelosedek, jejich% uréu]lci \itvary nejsou reélné‘, Casopis pro
péstovani matem. a fys., roénik LIV.
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Duédlné: Tétiva spojujici dotykové body kuielosegky systému
2’8 danou kuiclosetkou &2 a tétiva spojujici dotykové body takové
kuzelosetky s danymi dvéma piimkami tvoi{ par jedné ze dvou
paprskovych involuci piifazenych systému Z'.

Pozniamka: Ve v3ech téchto Givahich bylo oviem piedpokla-
déno, Ze pfimka p = 4B se nedotykéd kuZclosetky A2 podobné ve
vétich dualnich predpokladime. Ze pruseéik teden a, b nelezi na A2,

Piikroéme nyni k dukazu hlavni a posledni véty.

Véta 3: Vedme ke kuzelosetkam systému X teény
z libovolnych dvou pevnych bodu M, N. jeZ jsou na spoj-
nici zdkladnich bodu 4, B. Prusetiky odpovidajicich si
teden (vidy teden {éZe kuZelosedky) vyplni pro kazdou sku-
pinu dvé kuZelosetky (tedy cclkem &tyFi kuZelosetky z?,
t=1...,4). jeZ maji 8 danou kuZelosetkou X2 spoleéné
tedny z bodu M, N (patii do téie fady).

Dudlné: Sestrojme priseéiky kuzZeloselek soustavy
2’ se dvéma piimkami m,n., jei prochézeji prusedikem
zdkladnfch te&en a.b. Spojnice odpovidajicich si pru-
sediku (vidy pruseéikti s toutéZ kuZelosetkou) obaluji pro
ka%dou skupinu dvé kuZelosetky (tedy celkem &tyri), jeZ
prochazeji prusediky dané kuieloseéky s pfimkami m, n
(patf{ do téhoZ svazku).

Pfi dikazu budeme postupovati takto: Nejprve vytkneme
kuZelosedky 2 (¢ = 1...., 4) — v obr. nerysoviny — a pak doké-
feme, %e prusediky teden z bodd M, N vedenych k libovolné
kuZelosetce dané soustavy jsou na téchto kuZzelosetkach. Stadf
oviem provést dikaz jen pro jednu <kupinu nasich kiivck, na pi.
pro skupinu té&ch kuZelosetek, jez maji spoleény pol 4 s polirou 8
(podle véty 3).

Kuzelosetky z.% x, k této skuping pisluiné jsou dany styfmi
tednami 7; (s = 1, .. ., 4) a bodem 1. Pf¥imkami r; jsou teény vedené
z bodit M, N ke k* a bod I jest prusetik teden I a II'. Leif oviem
na pifmce 8. Tim jsou urteny dvé ku¥elosetky (podle véty Desar-
guesovy). V&imnéme si nejprve, Ze také bod 2 lezi na obou téchto
kuZelosetkach. Nebot pro viechny kuZelosetky dotykajici se
piimek 7; je pélem piimky p bod P, ktery je jejim pélem pro k2.
Je to pruseéik piimek 8 a &’. A protoZe je (1,2, P, A") = —11, jak
plyne z &tyrstranu I, I'. I1, II' opsaného rovnés k?*, jest bod 2 také
na z;* a z,% Body I & 2 jsou zcela rovnocenné,

Hledejme pély pffmky 8 ke kuielosedkdm 2,2 a z,%. Tyto pdly
oba jsou na pifmce p, nebot & prochizi jejim pélem P. Jako druhé
geometrické misto pro tyto body stadi uréit teénu k z,*a 2, v bodg 1
(nebo 2). Podle véty Desarguesovy jest v bodd I involuce teden ke
kuZelosetkdm dotykajicim se pfimek r; Jeden pér této involuce
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jsou teény ke k%, piimky I a II'. Druhy pir jsou na pf. spojnice
bodu I s nekterymi prot&jsimi vreholy Styrstranu r;. Zvolme spoj-
nice 8 body M, N. A teény k z,2 a x,? zde sestrojené jsou samo-
druzné elementy této involuce a protnou pifmku p v hledanych
polech. Tyto pély jsou tedy samodruzné body involuce na p dané
pary M, N — A4, B. Tyto body nazveme U, V a jsou pevné, nebot’
oba péry involuce je uréujici jsou pevné. Bod U je tedy pélem
piimky 6 pro ;% a bod V pro z.2.

Nyni sestrojme teény z bodia M, N k nekteré kuZelosedce nasi
soustavy prvni skupiny. Na pf. k /2. Oznadme je ¢; (£ =1, ..., 4).
Ty se protinaji jesté ve &tyfech bodech Y,, Y,;Z,, Z,. — ¥,, Y,
jsou protéjsi vrcholy a Z,, Z, rovnéZ prot&jii vrcholy étyrstranu gz
— DokéZeme, Ze body Y,, Y, jsou na x,%, body Z,, Z, na z,2

Ctyrstran g; opsany I ma jednu diagonslnf stranu opét pim-
ku p, jejimZ pélem je tentokrate pro I2 bod P,, priseéik teden k 2
v bodech 4, B. Budou tedy druhé dvé diagonaln{ strany prochéizet
pélem P, a budou protinat piimku p v bodech, jez déli harmonicky
body M, N a také body 4, B (nebot to jsou body na I?). To jsou
oviem body U, V, které jsme jiz vySe urdili. Jsou tedy dvé diago-
naln{ strany &tyrstranu g¢; (nazveme je u = Z,Z, a v = Y,¥,) spoj-
nice bodit U, V s bodem P,

UvaZujme nyni involuci sdruZenych péli kuZelosetky x> na
p¥imece v = Y,Y,. Pifmka v prochdzi bodem U a protind jeho poléru
k x,% piimku 8, v bod® P,. Jsou tedy body U a P, sdruZené¢ pély
kuzelosetky ;2 na v. A v8imné&me si hned, Ze plati

(Y, Yy, U, Py) = —1 (1)
jak plyne z vlastnosti dtyrstranu g;.

Abychom nasli druhy pir sdruZenych péli na v, stanovme
nejdifv pél pimky v k 2,2 Ten je zfejmé na pfimee J, a je harmo-
nicky sdruzen s bodem P, podle bodu 1, 2. A to je bod Py, prisedik
spoleénych teden ¢, £, kuzelosetek %2 a 2, jak plyne z véty 4. — Je
tedy polem piimky » k % bod P,.

Dile sestrojme pél piimky MP, = p’ ke kugelosedce z,2. Nic
by se nezménilo na vysledku, kdybychom uvaZovali spojnici NP,.
Tento pél je na piimce v a na sdruzené polife p” k p’ v bodé M, pro
kterou plati (ry, 75, ", p") = — 1, nebot’ z,? se dotyké piimek r,, r,.
Priseéik piimek p" a v, bod P’, je tedy pélem piimky p’ k z,?
a k nému sdruZeny pél na v je bod P”, prisedik pimek p’ a v. —
Uvazujeme-li fadu kuZelosedek danou teSnami ¢, #;, s dotydnymi
body 7, T, je v bodé M involuce teten ke kuzeloseckim té fady.
Jeden par této involuce je 7, 75, drub¥ ¢y, ¢,. Ptimka p' = MP, je
jeden samodruiny element. Protofe je (9',p",r,7)=—1, je
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také (', 9", ¢, ¢2) = — 1 a tedy také
(PP Y. Yy =—1. e

Vztahy (1) a (2) ukazuji, %e body Y, Y, oddéluji dva pary
sdruZenych polu kuZelosetky 2 harmonicky. To znamend, Ze
tyto body jsou na kuZelosetce ;2.

Podobng bychom dokdzali, ¢ body Z,, Z, jsou na kuiclo-
sebce a,%

Celou Gvahu opakujme pro druhou skupinu nadi soustavy
kuzeloseéek, kde budou podobné vytvofeny kuZelosetky z;2 a a2

Prisetiky zminénych teten skuteénd vyplni kiivky 2 Nebot
zvolime-li bod na né&které z nich, miZeme jej vidy povaiovat za
priseéik teden z boda M, N vedenych k néjaké kuZeloseéce dand
soustavy. Dikaz je veden podobnymi tivahami jako pFedchazejici.
— Véta 5 je tedy dokdzana.

Viimnéme si je§té toho p¥ipadu, kdy pfimka p = 4B je
teénou kuzeloseéky k2 Pak jednu skupinu nasi soustavy tvoii
kuzelosetky sloZené. Skladaji se z pHimky p a z kterékoli jiné teény
k2. VSechny véty difve odvozené plati i zde, ale jen pro jednu
skupinu, nebot pro sloZené kuZeloseéky nems smysl o nich mluvit.
Zvlasts tedy podle véty 5 tedny z libovolnych dvou bodu M, N
pfimky p k uvaZovanym kuZelosedkém vedené vytvoli svymi
prusediky dvé kuzZeloseSky, dotykajici se piimky p v jejim doty-
kovém bodé s k2 a teten z bodi M, N ke k? vedenych.

Je-li piimka p nevlastni a body M, N body kruhové, zmén{ se
znéni véty 5 takto:

Ohniska homotetickych dané stfedové kuzelosetky se dvakrat
dotykajicich kuZelosedek vyplni &ty¥i kuZelosetky, jeZ jsou s danou
kuzelosedkou konfokalni.

Ohniska homotetickych dané paraboly se dvakrat dotykajicich
kuzelosedek vyplni dvé paraboly, jeZz maji s danou parabolou spo-
leéné ohnisko a osu.

Tim jsou také dokaziny véty Pelcovy. Nebot piisluiné fezy
plochy druhého stupné promitaji se do kuZelosetek, jeZ patii do
jedné skupiny nafeho mno#stvi. A v této skuping vytvoii jejich
ohnisko jen dvé kuZelosedky.

Kreslil Dr. K. Havlitek, Archiv JCMF,
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