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W-Projektionen totalisotroper Flichen IL!)
M. Pinl, Praha.
(Eingegangen am 30. Oktober 1937.)

§5. u =2, n="17; euklidische Flichen; Hauptkurven.

Beschrankt man sich in der Theorie zweidimensionaler Flichen
eines euklidischen (n — m)-dimensionalen Raumes R, _,, auf die
Elemente erster und zweiter Ordnung, so erscheint bekanntlich
erst die Theorie zweidimensionaler Flachen r*(u,. u,) des R, mit
den Komponentengleichungen
' =5, (1)
’ ” ou,’ Ouy ou, ou au,,‘

(x =1, 2) vom Rang 2

. . . ! axl ox, ox, ox, ox
w] = 2] (Uy, Up). o ... X = 2y (Uy. Uy);

als allgemeiner Fall, da fiir » << 5 stets lineare Abhéangigkeiten
zwischen den fiinf ersten und zweiten Ableitungen y; iz,

(o, B = 1, 2) des Kurvenvektors g* bestehen. Gerade dieser allge-
meine Fall n = 5 wurde denn auch in der neueren Literatur wieder
bevorzugt?) und neue Resultate fiir die Theorie allgemeiner Flachen
mit fiinfdimensionalem von den Vektoren gl, Lor L1ps Bigs &pp UL

gespannten Schmiegraum gewonnen.
Sind dann allgemein

*

x] = (U Un)se ooy Ty =T, (U, %) und gy = 4y (U, ), .

Ym = Ym(Uy, Ug), W —M =2 2, m =2 (2)

zwei isometrische Fliachen aus einem R, ,, bzw. aus einem R,
von der bindren quadratischen Metrik

1) vgl. M. Pinl, W-Projektionen totalisotro dpet Flichen I, Casopis 66,
(1937), 95——102 die Kenntnis dieser Note wird hier nicht vorausgesetzt.

*) vgl. E. Bompiani und E. Bortolotti, Ricerche sulle superficie
dello spazio a cinque dimensioni e nuove caratterizazione della superficie
di Veronese, M. Z. 42, (1937), sowie die dort angegebene Literatur.
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C ( )
ds? =dz{2 4 ... 4+ da*2 =”?]:a durdup = =~

(n—m) 1 n—m .
= g,, dusdwf =dy? + ... 4 dy? =ds? | (3)
und der totalisotropen ,,Darstellungsflache““)
7y = ai(uy, p), . . o, Ty, = Ty (U, Ua); Tn—mi1 = (U, W), -
Tn =1 Ym(Uy, uy) (1= VZ—I)» (4)

- 80 erhilt man umgekehrt aus der Theorie der totahsotropen Fla-
chen: (4), auf welchen

de2 + ...+ da2  +da?_ | +...+da2 =0, {u, )}, (5)

offensichtlich erst fiir n > 7 Beitrige fiir die Flachentheorie des R;.
Dabei entspricht n = 7, m = 2 dem Fall ,,euklidischer Isometrien*,
sofern man dann (4) stets in der Parameterdarstellung

(L'; = x;(ﬂ'l’ dz): s x; = x;(al’ "‘7‘2), T = zul: Ly = W'z (6)

ansetzen kann.
Fir die Funktionalmatrix |g;, £, fu, Z12 £2e || der Flache (6)
ergibt sich

| 8 & Lo by U '
|l L1 L) T11y L125 Lae }I =, O, 0: 0’ 0| (7)
0 ¢ 0, O O

- wenn wir 5-komponentige Vektoren zum Unterschied gegeniiber
7-komponentigén mit Sternen * versehen.

Besitzt die Matrix |z}, £3, &1, 8120 822 || den Rang finf, so
besitzt auch die Matnx [l £15 T2» 115 T10) E2z|| den Rang fiinf. Dies
bedeutet:

Jeder euklidischen Flache eines Ry mit fiinfdimensio-
nalem nichtausgeartetem Schmiegraum entspricht eine
totalisotrope Darstellungsfliache eines R, mit nicht aus-
geartetem fiinfdimensionalen Schmiegraum.

Weniger trivial erscheint die Umkehrung:

Jede ,,W-Projektion” einer totalisotropen Flache
eines komplexen R, mit fiinfdimensionalem nicht aus-
gearteten Schmiegraum auf einen beliebigen Koordi-
naten-R; ist eine euklidische Fliche dieses Ry mit fiinf-
. dimensionalem nicht ausgearteten Schmiegrauml

Beweis. £(%,, 4,) sei eine totalisotrope Flache in R, mit fiinf-
3) vgl. den Begriff der ,superficie figurative' (del problema di defor-

mazlono assegnato) bei E. Bompiani, Geometrie riemanniane di specie
.. superiore, Reale Accademia D’Italia, 6, (1935), Capitolo V, 315 ff.
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dimensionalem Schmiegraum,!) v, w seien zwei beliebige (kon-
stante) Hilfsvektoren, ¢ und G* mogen die Gra,mschen Determi-
nanten -

A0 Su&zs EnEna
T1otus Lip &'1:822 R
Taolus Tostuy T3

Lo L

7"11’ 311@12’ Euales |
311312’ 512’ 7"12322 ‘
Inlag Liolee o

Q= G(&‘n, L1 $22) =

G* = G*(x}, 512’ Tes) =

bezeichnen. Dann gilt nach Voraussetzung?®)
Tals = Lalpy = 0, (T1, Tz Ea1s F195 B2, O, )2 =

=G. ‘I:b: Lo ' =0, {uly U, 0, w} (8)
somit also, da (g,9) (£.v) = (r,;v) (r,0) nicht identisch in v und
verschwmdet -

G = Gltw T Tn) = 0, {1, ). - (9)

Fiir die euklidische W-Projektion g* gilt nach (6)
) (8) ' (6)
2 =gulth, %) =1, 185 = G1a(%, %) = 0, 132 = gealthy, %) =1, N
E,&‘ﬁ = 0 {0‘: ﬁ, = l 2} (10)

Damit erhilt man fiir das Determinantenquadrat (£}, 3, 1 S1p> $22)°
der PrOJektlonsﬂa.che ¢* in Ry mit Riicksicht auf (7) und (8)

1,0}
(sp gz’ gu’ Elg’ 322) = 0 1 . G* (&11, 212’ Ezz) =
=G* = G(Eus T1s 822) SE O {1y, us}. (11)

Die Vektoren g3, £, &3, ?:'12’ %5, sind also linear unabhéngig und der
Schmiegraum, welchen sie aufspannen, fiinfdimensional.

Nach dem Vorhergehenden lassen sich somit alle euklidischen
Flachen des R; als ,euklidische Komponenten totalisotroper
Flichen in R, auffassen. Die Existenz solcher abwickelbarer -
Flachen in Ry mit finfdimensionalem Schmiegraum und diejenige
totalisotroper Flichen in R, mit fiinfdimensionalem Schm1egraum
bedingen einander wechselseitig.

. Man erhilt auf diese Weise neue Klassen abmckelbarer

¢) Die Existenz solcher Flichen belegen im folgenden z. B. die Flachen
(15), (39) und (60); vgl. M. Pinl, Zur Existenztheorie und Klassifikation
totalisotro er Flachen, Compositio mathematica (5), (1938), 208—238.
725’ ')2v . J. Lense, M. Z. 84, (1932), 721—736, insbesondere 722,
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Flichen des Ry, die weder Torsen (mit dreidimensionalein Schmleg-
raum) noch Regelflichen, noch Schiebflichen (mit vierdimensio-
nalem Schmiegraum) darstellen, obwohl ihre Gauss’sche Kriim-
- mung identisch verschwindet.

- Um die Fruchtbarkeit dieser Methoden zur Untersuchung der
Flachen in hoheren euklidischen Rédumen zu demonstrieren,
untersuchen wir im Folgenden die sgn. ,,Hauptkurvennetze auf
einigen euklidischen Komponenten in R totalisotroper Flichen
. in R,. Dazu betrachten wir zunichst eine allgemeine Kurve auf
einer Fliche des Ry Die Grenzlage der Tangentialebenen an die
Flache in zwei benachbarten Kurvenpunkten bestimmt im allge-
meinen einen vierdimensionalen linearen Raum, den sgn. Bitangen-
tenraum.®) Fiir gewisse ausgezeichnete Richtungen erscheinen die
~ Bitangentenraume der Fliache als ,,Tritangentenriume®, d. h.

bestimmt durch die Grenzlage dreier benachbarter Tangential-
ebenen.?) Die Flichenkurven mit diesen ausgezeichneten Richtun-
gen bilden das sgn. Hauptkurvennetz. Bestimmt man die Koeffi-

zienten O;ﬁq, C;? aus den fir die dritten Ableitungen f;,, der

Flache t* in Rj bestehenden Ableitungsgleichungen :
La=COHG,+ Chey (o7t =12), - (12)
so bestimmen sich die Hauptkurven auf 1* aus der Differential-
gleichung fiinften Grades®)
A4 dua} + Bdat da, + C dual dug + D da? dad +
+Edu1du4-|—qu5—0_ (13)
deren Koeffizienten 4, B, 0, D, E, F aus C;?? gemaB der Relatio-
nen®) .
A=022 B=30"22 202 O = C'l — 602 | 30°22

nur 112 1y 111 112 ) 122 (14)
F =0 B =301 — 20533, D = 033 — 60332 + 3071

gebildet werden. Es handelt sich also im allgemeinen um fiinffache
Kurvennetze. Ein besonderer Fall liegt vor, wenn die Bitangenten-
raume langs jeder Kurve einer emparametngen Schar auf der
Fliche zusammenfallen. Dann sind diese Kurven notwendig
Hauptkurven und bestehen nach einem Satz von E. Bompiani'?)
entweder aus einer Schar ebener Kurven oder verlaufen in den
. dreidimensionalen Schm.legraumen einer allgemeinen Raumkurve,
die ‘also im allgemeinen in R; eine Hypertorse einhiillen. Im

¢) vgl. 3) insbesondere 412.
7) vgl. 2) insbesondere 413.
3) vgl. ?) insbesondere 419.
%) vgl. %) insbesondere 419.
19) vgl. %) insbesondere 416.

- 26




N

zweiten Falle W1rd man’ unmlttelbar auf eine Methode géfuhrt 1)
Flichen mit einem dreifachen Hauptkurvennetz mit festen Bitan-
gentenriumen zu konstruieren. Dariiber hinaus hat sich aus den
Untersuchungen von G. Bol?) auch eine Fliche mit einem fiin{-
fachen derartigen Haupt'kurvermetz ergeben.

Im Folgenden wollen wir nun einen Beitrag zum ersten Fall
von Flichen mit ebenen Hauptkurven geben.

§ 6. Euklidische Flichen in Rg mit ebenem Hauptkurvennetz

Wir betrachten die totalisotrope Flache g(u,, u,) in R, mit den
Komponentengleichungen

m =y 20gud), T = 5 (g + 2iuuy),

[

= 4 i)/ 25u,u,,

1 . 1 -
Z, = % (U — 2iuqug), x, = % (y - 20uiu,),

. 156
7y = 57 (4} + iu}), 1o

i (= V:T) -

" (ud 4 ul),

g =

Fiir die Matrizen { g1, €| || €11, L12; Laafh | &‘111: Fuiz L1zo> Lo | aUS “den
ersten, zweiten und dritten Ableltungen erglbt sich nach (15) -

|

al 5 (1 + 20u2), ;27 (1 — 2vu?), 20u,u,, —-2u1ué,. ’»
b O Siuy,  — Zue, L (L 2iud), g (1 2iud),
" ivé‘iaz; i, F o a0
=+ ’:V-ﬂuv ' “27 :‘:"'uz
tu | 0, | 0, 2W2, -——2u2, 0, —i, F1f
fio|| = | 200y, — 2uy, 20w, — 2w, + )2, o, of (17

Too 2'1:“1, - 2%1, 0, 0, -0, 1, . + v

" 11) vgl, ) insbesondere 417, ‘ ©o
13) vgl. G. Bol, Hamburger Abh. 11 (1936), 387——393 W Blaschke,
Hamburger Abh. 9 (1933), 313~——317, 2) msbesondere 417. g
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Eul . 0: 0; 0, .
En: 0: 03 27:’ -

-
-

cooo
coc oo

coMdo
cooL

fi| |26 —2, 0, (18)
2322 O’ 0> 0! y Uy U,
“Aus (16) und (17) folgt
Gap =Talp = 0, g1 = Ghn1s = Gras2 = Jogo2 = 0.» Juze = — 21,
(Fapys = Loplys), G(L1, Lra, T22) = — 84 = 0. (19)

Demnach ist g totalisotrop (g.s = 0) und tragt funfdlmensmnale
. Schmiegriaume (G == 0).
Die biquadratische Grundform
Gapys Au duf dur du® = 12 du2 duz o, 8,9, 6=1,2 (20)

reduziert sich auf das Quadrat einer quadratischen Form mit
konstanten Koeffizienten. Es liegt also eine Minkowskische totaliso-
trope Fliche vor.1?) Die Nullinien der Form (20) bilden auf der
Flache ein ebenes, zweifaches und zweifach isotropes Kurvennetz
(€2 =122, =0, fasa =0, x = 1,2).19)

Als Koordinatenraum der W-Projektion g* der Flache 3
wiahlen wir den Ry der =z, z,, . . ., 24.1°) Fir die ,,Determinante
der Projektion* erhalten wir aus (16)

I_"'}j;; Til=tmuzo ey

Dann lauten die Glelchungen der Pro;ektnonsﬂache t* in den
ursprunghchen »,isotropen‘‘ Parametern

:l:; . ?(u‘ + 2':“1“%)’ x;' = ? (uq + 27:'“%“2), N
1 1 zy = + il/2iuu,
zg =7 (th— 2iuul), z; = o (ta— 2iuluy), (22)

Fir die quadratischen Fundamentalkomponenten g.,,g der Projek-
tlonsﬂache * bekommen Wir:

gu (1, %) =0, gize —yn(ux, ) = — 2ity g, T3 —922 (%4, u)=0.
(23)

d' i 12.())8ng L. Berwald, Journ. f. Math. 156 (1927), 191—222, msbeson--
ere

1) vgl, M. Pinl, Proceedings Amsterdam 85 (1932), 1181—1188,
insbesondere 1183.
. 1) bei dieser Wahl, die wegen (21) erlaubt ist, sind %, und u, a.uch
auf t* isotrope Parameter.



ir dle zweiten und dntten Ableltungen £, und g7, ergibt sich
i =t = Tuthe =0, £ = — 2, Bty =L =0,
Tl =g = 0. . (24) »

Ersetzen wir die Parameter u,;, #, in (22) durch orthogonale 1,, t,
vermdge der Transformation

" 1 .
= (0 ), 1y = o (i),
7, @ 2
Faray = F Tt % 0 o

S0 er;tsteht aus (23)
6) _(5) a“aﬂ‘ff_._g N 1, k=1
7 0, k41

Somit ist r* abwickelbar euklidisch und der von den Vektoren
3, &3 L1p L1g» Lo, aufgespannte Schmiegraum infolge des parameter-
relativinvarianten Verhaltens der Gramschen Determinanten G
und @* fiinfdimensional. Wir bemerken noch: der Schnitt der
Flache g* mit der einparametrigen B, — Schar z{ = const. ist

die ebene Kurvenschar u, . u, = ¢, deren Vektorgleichung

. 1 2ic?\ 1 21c?\ 1 /¢ .
=) ) )

1{c ... . 1Yo 27
:,7('—‘—_—2@6%1), + zcv2z} ( ) .

Uy

& Bk, 1=1,2 (26)

gegeben ist. Fiir die ersten drei Ableitungen des Kurvenvektors y*
erhilt man:
o T 44, 3 .,
pr=——g. 9 =0, t)m"——“—u”_t)' (28)
1 B ‘

w

ﬁberdies gilt:
p*2 = 2ic?, (29)
Es handelt sich also fiir ¢ == 0 um eine einparametrige Schar ebener
hyperspharischer Kurven mit isotroper Hauptnormale, fiir ¢ = 0
um das isotrope Geradenpaar g*(uy, 0), £*(0, %,).1%)
Nunmehr betrachten wir die Ableltungsglemhungen (12) in
unserem Sonderfall (22). Zufolge (24) verschwmden von vorn-

herein v
02225 P, q= l 2. v_ (30)

18) fiir g'(u,, 0) ergibt sxch aus (16) 28 + 2,3 = 0, y = 2, = 2, = 0,
fir g*(0, u,) analog. 28 + 23 =0, o, = 03 = 25 =

C;ﬁ = 0. = O;u

29
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Somit verbleiben die beiden Relationen -

the = O, + 0%ty Tin= 0;_‘2’55;41 + Oty P =12 (31)
Wir multiplizieren skalar mit g}, £},, £, und erhalten mit Riick-
sicht auf (23) und (24):

20,032, = 0, — 20072 = 0, 20,07, = 0 bzw. 2iu,C12, = 0,

112 112 122 =
90*12 9w (*1  —
] 260332 = 0, 2,075, = 0. (32)
Somit verschwinden iiberdies:
o Sl (V2 (L (%2 (112 (12
0112 - C’1112 - 0122 - (’122 - 0112 . 0122 - (33)

Multiplizieren wir skalar mit g} bzw. g;, so entsteht

20u,022 = 0, 20u,070 = 24 baw. 26u,C}2% = 2i, 26u,C1L = 0, (34)

also
1% l A - 1% 1 ~
i = u (i3 =0. Ol =0. O77 :a' (35)
Nach (30), (33) und (35) reduzieren sich demnach die Koeffizienten
(14) auf die speziellen Werte

A=F=B=E=0, 0:3,D2~3— (36

u, Uy
und die Differentialgleichung (13) der Hauptkurven der Flache p*
lautet: :
du? dug (gl_‘l + %) =0 (37)

u, 2,
mit den Integralen - )
Uy = Cy, Uy = Cy, UyUy = C, (Cy, €y, ¢ beliebige Konstante). (38)

Mit Riicksicht auf (19), (20), (23), (24), (26), (29), (37) und (38)
haben wir so das Resultat erhalten:

Die W-Projektion (22) der totalisotropen Fliache (15),
deren biquadratische Fundamentalform durch das Qua-
drat einer quadratischen Differentialform geben ist (mit
konstanten Koeffizienten), ist eine abwickelbar eukli-
dische Flache in R; mit fiinfdimensionalem Schmieg-
raum und dreifachem Hauptkurvennetz. Samtliche
Hauptkurven sind ebene Kurven. Zwei der drei Haupt-
kurvenscharen bestehen aus ebenen zweifach isotropen
Kurven, die dritte fiir ¢ =0 aus ebenen hypersphari-
s¢hen .Kurven mit isotroper Hauptnormale, fiir ¢ =0
aus einem isotropen Geradenpaar.l?)

17) vgl. 1),

'



§ 7. Allgemeinere Fiille.

Die totalisotrope Flache (15) ist ein Vertreter des speziellsten
Typus totalisotroper Flachen in R, mit fiinfdimensionalem Schmieg-
raum, dessen biquadratische Grundform F zwei invarianten Bedin-
gungen geniigt: Verschwinden der Diskriminante @; und Proportio-
nalitat zur Hesseschen Kovariante H: -

0y =0 — 10} =0, 0,H— O F = 0.
LaBt man die zweite dieser Bedingungen fallen und beschrankt
sich auf totalisotrope Flichen mit verschwindender Diskriminante,

.80 ergeben sich W-Projektionen allgemeineren Charakters, wie das
folgende Beispiel zeigt:

1 1 "
xl_’_2- (""2_"‘1“2), xB'.TZ- ( %—*’ug)a _ w2
] ) _wg=| 2wy 2,
xz—g (ug + uiu,) Ta=57 (2uyuy + uév.?) -
(39)
3
. ’Co:(%—zﬁ——u?ﬁ)i
3 72 ) 2¢
us ‘ N
Lq 3; |1 + 3 + wu;

Auf dieser Fliche g(u,, u,) des R, gilt, wie man analog (16), (17), (18)
durch Berechnung der Elemente der Matrizen |g;, &, ||, || £11: £127 L2l

[£11: Tuazs L1220 L2pp | €Tkennt:

9op =885 =0, gunn =1, J1112 =0, Gr1oe = 1, G1a9s = 0, Gogpe = 0,
(Gapys = Taplys): G(X11; Lros Lae) = — 1. (40)

Demnach ist g totalisotrop (g.s = 0) und tragt fiinfdimensionale

Schmiegraume (G = 0). Die biquadratische Grundform

Gapys dus dwp duwr dud = du3 (du? + dul), «,8,y,0=1,2 (41)

reduziert sich auf das Produkt zweier quadratischer Formen
konstanter Koeffizienten, ihre Diskriminante verschwindet.18) Es .
liegt also eine Minkowskische totalisotrope Flache vor.1?)

Als Koordinatenraum der W-Projektion g* der Fliche g
wihlen wir den Ry der x,, x,, . . ., z;. Fiir die ,, Determinante der

J11v J111s J1ss
91119 Y1129 J1388
G1129> J1322> Ja232
— 49111391328 T+ 39%1128) = 6, B = O — 10} =0,
vgl. z. B. R. Weitzenbock, Invariantentheorie, § 11, S. 54, Groningen
(1923).
1) vgl. 13),

18) man erhélt @, = 6

=—16, 6, = 2 (g;192m -

31



Projektion“ erhalten wir aus ||z, 2, ||

| Oy’ OUs i |

i : — UUy, — Uy Uy
= — uyu, (W24 u2)=E0, a=12 (42)

Somit lauten die Gleichungen der Projektionsfliche g* in den
urspriinglichen Parametern:

0z, ax., ; (1 —=u?— ), (1 + u? + uz)

.1 o1
L1 L1 _ =t 2um 5. (43)
Ty=1; (g + wdu,), a:4=2—1.(2u1’u2+u§v2): l

. (B
Fir die quadratischen Fundamentalkomponenten g.; der Projek-
tlonsflache £* bekommen wir:
(6) (6) ) )
In = uz + ug: G1a = UgUs, Gao = 0. (44)

Fiir die zweiten und-dritten Ableitungen g’ ergibt sich:

Top Eapy
=1 311311 =0, 5t =tz=1 10, =0 3=
Tinn = &g = Lope = 0.

Dle(PrOJektlonsﬂache ist euklidisch abwlckelbar wie das Verhalten
5)

VO gag in orthogonalen Parametern zeigt.2%) Ferner ist der von den
Vektoren g, £3, £1;> £12» 832 aufgespannte Schmiegraum fiinfdimen-
sional (G* == 0). Nunmehr betrachten wir die Ableitungsgleichun-
gen (12) fiir den Spezialfall (43). Wegen (45) verschwmden von
vornherein:

G‘M 0’"—0 a.._va

(45)

1m =Y = m=0%=C%=0 pg=1,2. (46)
Somlt verbleibt die Relation: . ' -
3112 C.mqu + Guz Epa p,q= 1, 2. (47)
;Zur Bestlmmung der Koeffizienten C7#¢ und 0’;’1’2 ‘multiplizier‘en.
20) setzen Wwir % =2iz(u,—g:iieu,u,), Uy =—-5 + + u,u,).
' ' oty Uy)
o 0,
- Aty thy) i %
- "m0 entsteht aus (44): ’ :
' ) (5) Ou, au,, - 1)k=1
GH = Gop 5oz 5o = Ot = {0 p gl BboB=12
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. wir skalar mit g}, £],, &35 &1, &3 und erhalten mlt Riicksicht awf

(44), (46) (und weitere aus diesen durch Differentiation hervor-
- gehende Identitéten)

" Tt =Chl3-1 +C;g 0 +C%.1 + i%z"l +C;§2 0 =0, (48)
Tt = O30 +C2-1 + C1f3-0 + Clua +C1,.0 =0,  (49)
Lhslee = C132-1 + €150 +Cﬁ§ 0 +0112'“1 +032 0 =0, (50)
& * * £d ( )

Tty =Cllz-m+ Cli3.u + 01%2 U+ 0112911+ 132-012=0, _ (51)

£t = .0 + 2.0 4 C}2.0 + Olgn+ C35,.0 =1, (52)

Subtrahieren wir (50) von (48), so folgt 0% = 0. Fir d1e rest-..
lichen Koeffizienten erhalten wir:

*11 12 *1 .1 *2 1—uf—uf
Oz = 0;12 0112 T uug’ O = whuf (53)
Die Koeffxznenten (14) erhalten in diesem Falle also die Werte:
6 3
A=B=F=E=0,C=——, D=—. (64)
U Up :

Somit reduziert sich die Differentialgleichung (13) der Haupt-
kurven fiir die Fliche (43) auf

. du 2 du
2 2 2 1)
3du1du2( - . )—0

(55)
mit den Integralen
Uy = 0. Uy = Cy, U = Cguf, (cs =+ 0). (56)

Zwei Hauptkurvenscharen fallen also mit den ebenen Parameter-
- kurven der Fliche zusammen (g;u = Lg90 = 0) Die dntte erhalt

die Vektordarstellung (¢ = cyu?, ¢’ = 2¢;u,, ¢" = 2¢;, ¢" = 0)
Y*(ny) = ¥y, P(w)), Y =1} + E}¢:
O = 20,0 e e ' '
t)*lﬂ —_ E;ll + 3&;1',@' + 3&;‘,(?' _‘_ 3§;¢¢,q’”, . l
‘)*w——' 63112‘? =+ 3&‘22‘7’”2: p'V =0

Da y*V identisch verschwindet, liegen die Kurven dieser Schar
hochstens in einem R,. Andererseits folgt aus der Annahme

Ay* T)zt)*"ﬁ‘ﬂal)*m‘f‘lb'“ =0, {n} - = (58)

(57)
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durch skalare Multiplikation mit g}, bzw. g,

. Vo h=A=A=2=0. (59)
Die Kurvenschar p*(u,, ¢;) liegt also mindestens in einem R,
Damit hat sich das Resultat ergeben:

Die W-Projektion (43) der totalisotropen Fliache
(39), deren biquadratische Fundamentalform durch (41)
gegeben ist (mit konstanten Koeffizienten und iden-
tisch verschwindender Diskriminante), ist eine ab-
wickelbar euklidische Fliche in By mit fiinfdimensio-
nalem Schmiegraum und dreifachem Hauptkurvennetz.
Die Kurven zweier der drei Hauptkurvenscharen be-
- stehen aus ebenen Kurven, diejenigen der dritten lie-
‘gen in einem festen vierdimensionalen Raum,

Ein weiteres noch allgemeineres Beispiel erhalten wir durch
W-Projektion der totalisotropen Fliche

1 4 1 4
Ty=— (ul —3 ul — 2u1u§), Ty = 5 (ul + 59 ud + mluz)

""s'=-_‘1,"‘ (uy — 2ufu, + ug), &ty = _1‘ (uy + 2u3u, — ug)» ‘
1 . ' (60)
Ts=— (:F V2u 24 2uu, - ly "), F oul,
= u —|—ulu2-———u

2z ¥

mit den (konstanten) Fundamentalkomponenten

gap =0,9un =4 i =0, Juee =2, G200 =0, 92222 =—3,
6, = 2(9111192222 + 39%120) = 0.

. Hier handelt es sich um eine (Minkowskische) totalisotrope Fliche
~ mit nichtverschwindender Diskriminante.?l) Die Nullinien der
Fundamentalform g.s,s du* dw? dur du® liegen wegen 6, =0
_ dquianharmonisch. Wahlt man den R5 der z;, z,,..., ; zum
Koordinatenraum der W-Projektion g*, so verschwinden die
Ableitungen gy, und g},, identisch, desgleichen also die Koeffizien-

ten C}% und C’;gg der Ableitungsgleichungen fiir gj,, und gj.,.

Mit C}# verschwindet insbesondere wieder der Koeffizient 4
der Differentialgleichung der Hauptkurven, deren eine Schar also
durch die ebenen Parameterkurven «, = const gegeben ist (x;,,=0).

Eine genauere Untersuchung der iibrigen Hauptkurvenscharen
solcher a.qulanharmomscher Fille muB ihrer rechnerischen Kompli-

(61)

o “) mean erhélt 91 =0, 6,:—192 O 0. -



ziertheit- wegen einer eigenen Bearbeitung vorbehalten bleiben.
Dasselbe gilt auch fiir die aus dem Ry und R, bekannten totaliso-
tropen Flachen mit fiinfdimensionalem Schmiegraum jedoch ins-
gesamt oder teilweise identisch verschwindenden Invarianten der
biquadratischen Grundform und ihre Verwertung fiir die Flichen-
theorie in B, und R; durch 4- bzw. B-Projektionen.??)

*
W-projekce totilnd isotropnich ploch.. II.
(Obsah predeslého ¢lanku.)

W-projekce ¢* totalné isotropnich ploch ¢ euklidovského pro-
storu R,, t. j. integralnich ploch rovnice

da? 4-daZ + ... 4 daZ=0

na libovolny E; jsou euklidovsky rozvinutelné plochy v tomto Rj.
Nejsou-li oskula¢ni prostory S*(;,t,,), odpovidajici prvnim
-a druhym derivacim ¢;, g;,, v kaZdém obecném bodé takové
plochy g* degenerovany (t. j. neexistuje-li Zddny linedrni vztah
mezi vektory p?, );;ﬁ), plati totéZz také pro oskuladni prostory
8(ga, tag) plochy ¢ a naopak. Z existence takovych totalné iso-

tropnich ploch ¢ v R, vychéazi tedy jako p¥ispévek k teorii ploch
v euklidovském R; existence euklidovsky rozvinutelnych ploch
s pétidimensiondlnimi oskulaénimi prostory.

Jako takové W-projekce vychédzeji specidlné euklidovsky
rozvinutelné plochy v R; se systémem rovinnych hlavnich ¢éar
ve smyslu C. Segre-E. Bompianiho, mezi nimi jeden pifklad roz-
vinutelné euklidovské plochy s hlavnimi &arami pouze rovin-
nymi, které tvofi na plofe trojnasobnou sit.

o ’;)'v-glh. 1), insbesondere S. 96.
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