
Časopis pro pěstování matematiky a fysiky

Maxmilián Pinl
W -Projektionen totalisotroper Flächen. [II.]

Časopis pro pěstování matematiky a fysiky, Vol. 69 (1940), No. 2, 23--35

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/121986

Terms of use:
© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1940

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/121986
http://project.dml.cz


W-Projektionen totalisotroper Flächen IL1) 
M. Pinl, Praha. 

(Eingegangen am 30. Oktober 1937.) 

§ 5. p = 2, n = 7; euklidische Flächen; Hauptkurven. 

Beschränkt man sich in der Theorie zweidimensionaler Flächen 
eines euklidischen (n — m)-dimensionalen Raumes i?w—m auf die 
Elemente erster und zweiter Ordnung, so erscheint bekanntlich 
erst die Theorie zweidimensionaler Flächen $*(uv u2) des JR5 mit 
den Komponentengleichungen 

' dx\ cx*2 dx*3 cx\ ex* 
x\ = x*(uvu2) .x* = x*(ux. u2); 1,7V—, -5—, 3—, ^—, 3-- ! ' v1) 

((x — 1, 2) vom Rang 2 

als allgemeiner Fall, da für n < 5 stets lineare Abhängigkeiten 
zwischen den fünf ersten und zweiten Ableitungen j * ? y* 
(Ä j ß = 1, 2) des Kurvenvektors 5* bestehen. Gerade dieser allge
meine Fall n = 5 wurde denn auch in der neueren Literatur wieder 
bevorzugt2) und neue Resultate für die Theorie allgemeiner Flächen 
mit fünfdimensionalem von den Vektoren j J, £*, j * r j * 2 , j * 2 auf
gespannten Schmiegraum gewonnen. 

Sind dann allgemein 
x\ = ^*(^ 1 ? wa)?. . ., z * ^ = < _ W K , ^2) und yx = y - ^ , w 2 ) , . . . , 

2/m = ^mK ? ^2); ^ — m _\ 2 > ™> _\ 2 ( 2) 

zwei isometrische Flächen aus einem Än__w bzw. aus einem i? m 

von der binären quadratischen Metrik 

vgl. M. Pinl, łҒ-Projektionen totalisotroper Flächen I, Öasopis вв, 
(1937), 95—102; die K nntnis di s r Not wird hi г nicht vorausg setzt. 

*) vgl. E. Bompiani und E. Boгtolotti, Ric rch sull sup rfici 
d llo spazio a cinqu dirø nsioni e nuove caratterizazion d lla sup rfioi 
di Veron se, M. Z. 42, (1937), sowie die dort ang geb ne Lit ratuг. 
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(m) 
== ^ du- du? = dyj + . . . + d £ = dsfm) (8) 

und der totalisotropen „Darstellungsfläche"3) 
«I = -rj(%, u2), . . ., xn_m = xn_JuXi u2); Xn-.m+l = i ^ K , u2),..., 

#n = i ym{uv u2) (i = ] / — 1), (4) 
so erhält man umgekehrt aus der Theorie der totalisotropen Flä
chen (4), auf welchen 
d^2 + . . . + dx^ + dx;_m+1 + . . . + dx* « 0, {«-., w2}, (5) 

offensichtlich erst für n\_l Beiträge für die Flächentheorie des Bb. 
Dabei entspricht n = 7, m = 2 dem Fall „euklidischer Isometrien", 
sofern man dann (4) stets in der Parameterdarstellung 

x\ = *JWi>Äi)> - - >xl = xl(üi> ü2), x9 = iüv x7 = iü2 (6) 
ansetzen kann» 

Für die Funktionalmatrix || %l9 j 2 , yu, j 1 2 , y221| der Fläche (6) 
ergibt sich 

?1> ?2' ?n 
i, 0, 0, 
0, i, 0, 

wenn wir 5-komponentige Vektoren zum Unterschied gegenüber 
7-komponentigen mit Sternen * versehen. 

Besitzt die Matrix || ?J, ?J, fJx, ?J2, fjg II d e n R a n 8 fünf> s o 

besitzt auch die Matrix || $ly y2, j u , yl2, y221| den Rang fünf. Dies 
bedeutet: 

Jeder euklidischen Fläche eines.B5 mit fünfdimensio-
nalem nichtausgeartetem Schmiegraum entspricht eine 
totalisotrope Darstellungsfläche eines .ü?7 mit nicht aus
geartetem fünfdimensionalen Schmiegraum. 

Weniger trivial erscheint die Umkehrung: 
Jede „IT-Projektion" einer total isotropen Fläche 

eines komplexen B7 mit fünfdimensionalem nicht aus
gearteten Schmiegraum auf einen beliebigen Koordi-
naten-22s ist eine euklidische Fläche dieses JS5 mit f ünf
dimensionalem nicht ausgearteten Schmiegraum! 

Beweis. 5(1 ,̂ ü2) sei eine totalisotrope Fläche in B7 mit fünf-

І| ïl> Í2> î l l ) řl2> ?22 |! 
řl2> 
0, 

Ï22 
0 

o, 0 
(7) 

. ' ) vgl. den B griff d г „вup rfici figuгativ " (del pгoblema di d foг-
шazioдe ass gnato) Ъei E. Bompiani, Geometгi гi marmian di sp ci 
вup гioг , Real Accademia D'Italia, в, (1936), Capitolo V, 316 Й. 
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dimensionalem Schmiegraum,4) $, » seien zwei beliebige (kon
stante) Hilfsvektoren, O und O* mögen die Grainschen Determi
nanten . . ' . 

$11> Jll?12> Jll?22 

& = 0 ( fu» Ji2, 522) = Ï12ЇП> Їi2» Ï12Ї22 

Ï22?U> Ї22Ïll» 5 2 2 

«ll£l2> fll«22 

G* = G*(ťlvť12>ť22) = 

r*2 J1V 

r * r * r * 2 
411512' «12' 

(8) 

^12^22 
5llf22> Sl2?22' ?22 

bezeichnen. Dann gilt nach Voraussetzung5) 

E«$0 = Z<#ßY — °> (?1> ?2> Jll> Jl2> &2> &> tt>)2 S 

- ö - ! « J : I S l * 0 ' <*•«•»»»»> 
somit also, da (5^) (y2n>) == (f-tt>) (f2t>) nicht identisch in 10 und n> 
verschwindet 

e - ö ( f l l , E l 2 , 5 2 2 ) ^ 0 , {^,^ 2}. ' (9) 
Für die euklidische IT-Projektion 5* gilt nach (6) 

(6) (5) (5) 
*I2 = ffn(^i> ̂ 2) = 1, ?i?s = Vdfii* *i) s °> J22 s't7ü(«l, ^2) = 1, 

?I4 = °> {«.Ar = 1.2}. (10) 
Damit erhält man für das Determinantenquadrat (yj, y', 5^, yj2, y*2)

2 

der Projektionsfläche 5* in B5 mit Rücksicht auf (7) und (8) 

\$V ?2' Sil» 5l2' ?22' ^ 0 1 ^ n ' ^ 1 2 ' ^ 2 2 ' = = 

= G* = ß(yh, y12, y22) * 0 {^, u2}. (11) 
Die Vektoren jj, y*, y^, yj2, y*2 sind also linear unabhängig und der 
Schmiegraum, welchen sie aufspannen, fünfdimensional. 

Nach dem Vorhergehenden lassen sich somit alle euklidischen 
Flächen des J?5 als „euklidische Komponenten" totalisotroper 
Flächen in B7 auffassen. Die Existenz solcher abwickelbarer 
Flächen in JJ6 mit fünfdimensionalem Schmiegraum und diejenige 
totalisotroper Flächen in B7 mit fünfdimensionalem Schmiegraum 
bedingen einander wechselseitig. 

Man erhält auf diese Weise neue Klassen abwickelbarer 
4> Die Existenz solcher Flächen belegen im folgenden z. B. die Flächen 

(15), (39) und (60); vgl. M. Pinl, Zur Existenztheorie und Klassifikation 
totalisotroper Flächen, Compositio mathematica (5), (1938), 208—238. 

* •) vgl. z. B. J. Lense, M. Z. 84, (1932), 721—736, insbesondere 722, 
723, 728. 
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Flächen des R& die weder Törsen (mit dreidimensionalein Schmieg
raum) noch Regelflächen, noch Schiebflächen (mit vierdimensio-
nalem Schmiegraum) darstellen, obwohl ihre Gauss'sche Krüm
mung identisch verschwindet. 

Um die Fruchtbarkeit dieser Methoden zur Untersuchung der 
Flächen in höheren euklidischen Räumen zu demonstrieren, 
untersuchen wir im Folgenden die sgn. „Hauptkurvennetze" auf 
einigen euklidischen Komponenten in R5 totalisotroper Flächen 

t in R7. Dazu betrachten wir zunächst eine allgemeine Kurve auf 
einer Fläche des -ß5. Die Grenzlage der Tangentialebenen an die 
Fläche in zwei benachbarten Kurvenpunkten bestimmt im allge
meinen einen vierdimensionalen linearen Raum, den sgn. Bitangen-
tenraum.8) Für gewisse ausgezeichnete Richtungen erscheinen die 
Bitangentenräume der Fläche als „Tritangentenräume", d. h. 
bestimmt durch die Grenzlage dreier benachbarter Tangential
ebenen.7) Die Flächenkurven mit diesen ausgezeichneten Richtun
gen bilden das sgn. Hauptkurvennetz. Bestimmt man die Koeffi
zienten C*f£, C*ft aus den für die dritten Ableitungen j * der 
Fläche j * in iJ6 bestehenden Ableitungsgleichungen 

Ct = G%%,+ CZfv> (P> *>r> M =- -. 2), - (12) 

so bestimmen sich die Hauptkurven auf r* aus der Differential
gleichung fünften Grades8) 

A dü\ + B du* dü2 + C dü\ dü\ + D dü\ dü\ + 
+ Edü1dü\ +Fdü\ =0, (13) 

deren Koeffizienten A,B,C, D, E, F aus C*f* gemäß der Relatio
nen9) 

A = c\?v B = 3ojf2 - 20j«, o = oj« - 6q« + 3o;|| 
F = C%, E = 30$ - 20%, D = C™ - W£ + SC*« (14) 

gebildet werden. Es handelt sich also im allgemeinen um fünffache 
Kurvennetze. Ein besonderer Fall liegt vor, wenn die Bitangenten
räume längs jeder Kurve einer einparametrigen Schar auf der 
Fläche zusammenfallen. Dann sind diese Kurven notwendig 
Hauptkurven .und bestehen nach einem Satz von E. Bompiani10) 
entweder aus einer, Schar ebener Kurven oder verlaufen in den 
dreidimensionalen Schmiegräumen einer allgemeinen Raumkurve, 
die also im allgemeinen in R5 eine Hypertorse einhüllen. Im 

6) vgl. 2) insbesondere 412. 
) vg-» 2) insbesondere 413. 

•) vgl. 2) insbesondere 419. 
•) vgl. *) insbesondere 419. 

10) vgl. l) insbesondere 416. 
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zweiten Falle wird man unmittelbar auf eine Methode geführt,11) 
Flächen mit einem dreifachen Hauptkurvennetz mit festen Bitan-
gentenräumen zu konstruieren. Darüber hinaus hat sich aus den 
Untersuchungen von G. Bol12) auch eine Fläche mit einem fünf
fachen derartigen Hauptkurvennetz ergeben. 

Im Folgenden wollen wir nun einen Beitrag zum ersten Fall 
von Flächen mit ebenen Hauptkurven geben. 

§ 6. Euklidische Flächen in 2?6 mit ebenem Hauptkurvennetz. 

Wir betrachten die totalisotrope Fläche jc(ul9 u2) in R7 mit den 
Komponentengleichungen 

*i . Ä Y ^ + 2iuiu\)> xz = Y ^ 2 + 2iulu*)> 

X2==2i (Wl ~ 2iUlU*)? *4 ̂  I?" (^2 — 2iulu^ 

%z = ± i]f2iu1u2, 

i 
*6 = 7-- («f + «*!)> 

(16) 

zг 

Xч = -т. 2 («| +»»;), 
(ѓ = y: 

Für die Matrizen J r1( r2 |j, || ru , r12, r22{|, j| rm> ^in, ym> |2 2 21| aus den 
ersten, zweiten und dritten Ableitungen ergibt sich nach (15) 

І ( l + 2шi). ±(l_2шl), 2iщщ, — 2щщ, 

2iщщ, toW* \ (1 + 2u*J), -^ (1 — 2iu\), 

VU, 

± i y2m15 ^ , ± i\ 

uл 

гuџ 

(10) 

ř i i 

?12 

Î22 

0, 0, 2iu2, — 2 ^ 2 , 0 ^ — i , =F 1 
2iu2, — 2u2, 2iuv — 2^, ± i ]/2i, 0, 0 
2iulr — 2ux, 0. 0, 0, 1, _ ± i 

<-n 

n ) vgl« a) insb sondere 417,. . *' 
u ) vgL G. Bol, Hamburger Abh. U (1936), 387—393; W- Blaschke, 

Hamburger Abh. 9 (1933), 313—-317; *) insbesonder 417. ' 
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(lв) 

fin o, 0, 0, 0, 0, 0, 0 
$112 = 0, 0, 2i9 — 2, 0, 0, 0 

y 1 2 2 2i9 — 2, 0, 0, 0, 0, 0 

5222 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 

Aus (16) und (17) folgt 

g*ß =--- fof/r == 0, gnii = g1112 ^ g1222 = (72222 = 0> g1122 = — 2t, 

(ff*ßY* = K«ßh*)> ö(?n> Ji2> ?22) s — 8t 4= 0. (19) 

Demnach ist 5 totalisotrop (gaß ---- 0) und trägt fünfdimensionale 
Schmiegräume (G .4= 0). 

Die biquadratische Grundform 

gaßY* du" duß duv du6 = 12i du\ du\ oc, ß, y9 d = 1, 2 (20) 

reduziert sich auf das Quadrat einer quadratischen Form mit 
konstanten Koeffizienten. Es liegt also eine Minkowskische totaliso
trope Fläche vor.13) Die Nullinien der Form (20) bilden auf der 
Fläche ein ebenes, zweifaches und zweifach isotropes Kurvennetz 
(f! = ? L s 0 » 1 — - - 0 , * = -1 ,2 ) . " ) 

Als Koordinatenraum der TV-Projektion 5* der Fläche j 
wählen wir den i?, der xl9 x2i. . ., a?B.15) Für die „Determinante 
der Projektion" erhalten wir aus (16) 

I — iih9 =F ^ 
щ, ±IЩ 

± ZUxЩ ф 0. [(21) 

Dann lauten die Gleichungen der Projektionsfläche j * in den 
ursprünglichen „isotropen" Parametern 

1 
*î = --- («1 + Žw^f), x\ = y («2 + 2iufu2), 

**. = 27 (Ml _ 2iMlttD' « î - ' E - t - ï - 2itt2«2). 2І 

#* = ± iУгшjtt, 
(22) 

(6) 
Für die quadratischen Fundamentalkomponenten g«'ß der Projek-
tionsfläche 5* bekommen wir: 

*в <*> <6> 
ř i 2 ~ f t i (Щ>Щ) = 0, ££ =gu(щ9 щ) =-

(б) 
•2ІЩЩ, й 2 ^ 2 2 (Щ, Щ)=0. 

_ - (23) 
xij vgl. L. Beгwald, Journ. f. Math. 156 (1927), 191—222, insb son-

d re 208. 
1 4) vgl, M. Pinl, Proceedings Amst rdam 85 (1932), 1181—1188, 

insb sond r 1183. 
*•) b i di вèr Wahl, di weg n (21) гlaubt ist, sind ux und щ auch 

auf ç* iвotrop Paŕam t r. 
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iir die zweiten und dritten Ableitungen j*^ und j^ergibf sich 

?11 ~ ?11?12 = 5ll?22 S "> ?12 S *> ?12?22 = ?22 S V> 

I m - I M - 0 " - (24> 
Ersetzen wir die Parameter «tj, wa in (22) durch orthogonale iJ., w, 
vermöge der Transformation 

• «i = — \ («; + <«5), «i = ± 4 («| +»«;), 

3(1«-., tt2) 
so entsteht aus (23) 

L« <«> a«„ 9«/, - fl, Ä; = t? . . . 
to = ^W"55T = a d l , s s s {o ,*4 . j* a * / l ** , I s s s 1 , 2 - (M) 

Somit ist j * abwickelbar euklidisch und der von den Vektoren 
?i> ?2> ?n> ?i2> ?22 aufgespannte Schmiegraum infolge des parameter-
relativinvarianten Verhaltens der Gramschen Determinanten O 
und G* fünfdimensional. Wir bemerken noch: der Schnitt der 
Fläche 5* mit der einparametrigen JR4 — Schar x*5 = const. ist 
die ebene Kurvenschar ux . u2 = c, deren Vektorgleichung 

gegeben ist. Für die ersten drei Ableitungen des Kurvenvektors p* 
erhält man: 

f2 - - %> Y* s 0, r -, - -J- 9'. (28) 
% 1 w l 

Überdies gilt: 
9*2 = 2ic2. (29) 

Es handelt sich also für c =(= 0 um eine einparametrige Schar ebener 
hypersphärischer Kurven mit isotroper HauptAormale, für c =- 0 
um das isotrope Geradenpaar j *(w1, 0), j*(0, t̂ )-1*) 

Nunmehr betrachten wir die Ableitungsgleichungen (12) in 
unserem Sonderfall (22). Zufolge (24) verschwinden von vorn
herein 

C*** — C*w == C*-9 = O** v a = 1 2 '(SO) 
^ 1 1 1 — ^222 -111 222' P> " — > . V f 

18) für 5*(t*x, 0) ergibt sich aus (15) a?-,8 + xt
2 = 0, x, =. #4 = a, = 0, 

für £*(0, wt) analog« a;-.1 -f a?4
a = 0, irx = xt = #5 = 0. 

29 
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Somit verbleiben die beiden Relationen 

?m = % ; + <?&f*, S_»-= C-p^ + C*»#;, 2>, _ = 1, 2. (31) 
Wir multiplizieren skalar mit $*._, f*2, f*2 und erhalten mit Rück
sicht auf (23) und (24): 

2i«2o*?2 = 0, — 2.c*i| = 0, 2iMlc*i2 = 0 bzw. 2iu2C*l2 = °> 

- 2 < o J » = üs 2»«1CJ|8 = 0. (32) 

Somit verschwinden überdies: 

' <& = (?* = <fc = C& = C£ = C™ = 0. (33) 

Multiplizieren wir skalar mit j * bzw. £*, so entsteht 

2iXO;f| = o, 2iufil\\ •= 2i bzw. 2m1O*j2. - 2i, 2 « ^ " - 0, (34) 

also 
_1_ ___._ . _-- . ..... 1 
Wo 

/7*n — _ /?* 2 2 — o *7*n — o r;*22 — — /<**_\ 
°112 — - > °112 — U- °122 ~ U* °122 — « ' \ó°) *2 e*l 

Nach (30), (33) und (35) reduzieren sich demnach die Koeffizienten 
(14) auf die speziellen Werte 

A = F = B = E = Q, C = —. D= — (36) 
ux u2 

und die Differentialgleichung (13) der Hauptkurven der Fläche j * 
lautet:, 

* H % + t H <*'> 
mit den Integralen 

ux = c1} u2 — c2, uxu2 = c, (cl3 c2, c beliebige Konstante). (38) 
Mit Rücksicht auf (19), (20), (23), (24), (26), (29), (37) und (38) 
haben wir so das Resultat erhalten: 

Die Tf-Projektion (22) der t o t a l i so t ropen Fläche (15), 
dferen b iquadra t i sche Fundamen ta l fo rm durch das Qua
d r a t einer quadra t i s chen Differentialform geben ist (mit 
k o n s t a n t e n Koeffizienten), ist eine abwickelbar eukli
dische Fläche in i?6 mit fünfdimensionalem Schmieg
raum und dreifachem H a u p t k u r v e n n e t z . Sämtl iche 
H a u p t k u r v e n sind ebene Kurven. Zwei der drei Haupt-
kurvenscha ren bes tehen aus ebenen zweifach i so t ropen 
Kurven, die d r i t t e für c =(= 0 aus ebenen hypersphär i -
söhen .Kurven mit i so t roper Haup tnorma le , für c = 0 
aus einem iso t ropen Geradenpaar.1 7) 

1?) Vgl. -•). 
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§ 7. Allgemeinere Fálle. 

Die totalisotrope Fláche (15) ist ein Vertreter des spezieUsten 
Typus totalisotroper Fláchen in R7 mit f unf dimensionalem Schmieg-
raum, dessen biquadratische Grundform F zwei invarianten Bedin
gungen genugt: Verschwinden der Diskriminante <93 und Proportio-
nalitát zur Hesseschen Kovariante H: 

@3 = @\ — \e\ s o, eja — exF = o. 
LáBt man die zweite dieser Bedingungen fallen und beschránkt 
sich auf totalisotrope Fláchen mit verschwindender Diskriminante, 
so ergeben sich TT-Projektionen allgemeineren Charakters, wie das 
folgende Beispiel zeigt: 

u~ 
Xa " — (w2 + ufu2), x±=— ( 2 ^ 2 + v$2), 

zi 

MUl u\ 
R-

(39) 

+ y + u<uil 
Auf dieser Fláche $(uv u2) des iř7 gilt, wie man analog (16), (17), (18) 
durch Berechnung der Elemente der Matrizen ;| $v j21|, || yu . $12í j221|, 
! ím? JII2J ři22? $222 crkennt: 
9*p = J*Jč — 0, 01U1 = 1, 01112 = 0, gr1122 =E 1, ť/1222 === 0, 2̂222 ~ ^J 

(0«0y<5 = f«rfy«), #(fll, ?12> f22) = — L (40) 
Demnach ist y totalisotrop (gr^ =s 0) und trágt funfdimensionale 
Schmiegráume (G ^ 0). Die biquadratische Grundform 

9*ftyd du« dvfi duy du6 ~ duj (áu\ + dwf), <x, /?, y, <5 = 1, 2 (41) 
reduziert sich auf das Produkt zweíer quadratischer Formen 
konstanter Koeffizienten, ihre Diskriminante verschwindet.18) Es 
liegt also eine Minkowskische totalisotrope Fláche vor.19) 

Als Koordinatenraum der IF-Projektion 5* der Fláche 5 
wáhlen wir den iř5 der xv x2, ... ., x5. Fůr die 5JDeterminante der 

18) man erháit G2"= 6 = — 6, ex = 2 {gnllg2tn — 
01111' 01112' 01122 
#1132' #1122' #1222 

I 01128' 01222' 02222 I 
~ 40U1201222 + 3</2

1122) = 6, e 8 = &l — i@í = 0, 
vgl. z. B. R. Weitzenbock, Invariant entheorie, § 11, S. 54, Groningen 
(1923). 

19) vgl. «). 
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Projektion" erhalten wir aus || &. y81|: 

дx% дx7j 
fø* Ъuл \ 

.^(l_.fł;_l.|)ł.^.(i + « î + „ţ) 

U£l2, IUJU2 

=- — ;%tt2 (wf + u|) =£ 0, <x =-= 1, 2. -(42) 

Somit lauten die Gleichungen der Projektionsfläche y* in den 
ursprünglichen Parametern: 

* I = y («i—*5«i), ^3=Y K + "D> W2 

* S = 2? K + ̂  ^ = 2 l ( 2 ^ 2 + U^2h j 
(5) 

Für die quadratischen Fundamentalkomponenten gaß der Projek
tionsfläche 5* bekommen wir: 

(6) (5) (ö) 

fti = u>\ + u\, g12 = uxu2, g22 = 0. (44) 
Für die zweiten und dritten Ableitungen j* 5* ergibt sich: 

? n — -»> ?n?ii — 0, £ny22 = y12 = *> Ei2?22 s - ?n ~ * /̂ 5x 

?111 S ?112 — ?222 — °* 

Die Projektionsfläche ist euklidisch abwickelbar, wie äas Verhalten 
(5) 

von g*ß in orthogonalen Parametern zeigt.20) Ferner ist der von den 
Vektoren yj, y2, ?u> ?i2> J22 aufgespannte Schmiegraum fünfdimen-
sional (ö* ••£ 0). Nunmehr betrachten wir die Ableitungsgleichun
gen (12) für den Spezialfall (43). Wegen (45) verschwinden von 
vornherein: 

Ö*M ss G%pq -= C*pq == C*-» -= C** = (7** = 0 v a =-= 1. 2 . (46) v i n — ^122 — 222 — 111 — 122 ~~ 222 — > ">" ' v ' 

Somit verbleibt die Relation: 

Jm = <?.?!C + C'&?;> P . ? = 1 . 2 . ' (47) 
„Ztir Bestimmung der Koeffizienten OJJt und C**2 multiplizieren 

M) setzen wir Wl = ^ r l u 1 - - - ± - - u 1 u l U ut = - • - ; K + 13"'+ M-"?)> 
ö(t^, üt) _ 

ao entsteh aш (44): 

— iщщ ф 0, 

№) (s> аивй«л _ fi:.fc = i , , a , „ 



wir skalar mit SjuSjjtf»» $1*82 un(* 6r^ia-^en --Bit Rücksicht auf 
(44), (45) (und weitere aus diesen durch Differentiation hervor
gehende Identitäten) 

?n£n = C'&-1 +OJ3.0 + 0 3 . 1 + ^ + ^ . 0 =0 , (48) 

?m& - q ä - 0 + OS-1 + 0 3 . 0 + C&t, + 0 & . 0 =0, (49) 

fn^^ilb1 + Cl\l° + C 3 - 0 +Crn2«1+<?nV° =°> (50) 

5;rf;=<?s-^+^g-^+^s-^+^i5u+o3i.St=o> (5i> 

grfi -0S-° +^li-° +q?l.or +o;i2L+c!J!2.o = - 1 . (52) 
Subtrahieren wir (50) von (48), so folgt C*f| = 0. Für die rest
lichen Koeffizienten erhalten wir: 

1 1 , 1 , 1 — u\ — u\ 
°™ = V °™ = < C "- = ~ u~^' C » - = i$tf . • ( 5 3 ) 

Die Koeffizienten (14) erhalten in diesem Falle also die Werte: 

A = B = F = E = 0,C = ——, D = —. (54) 
Ui u2 

Somit reduziert sich die Differentialgleichung (13) der Haupt
kurven für die Fläche (43) auf 

3 d ^ d ^ / - ^ - ^ = 0 (55) 

mit den Integralen 
Ux = cv u2 = c2: u2 = c8^2, (c3 =j= 0). (56) 

Zwei Hauptkurvenscharen fallen also mit den ebenen Parameter
kurven der Fläche zusammen ( j u l = f222 .-== 0). Die dritte erhält 
die Vektordarstellung (tp = czu\, <p' = 203^, <p" = 2c3i <pw = 0) 

»>*(«i) = Í*K, yw), *'*' = íi + ?y, 
t)*' = ?;1 + 2r;y + r ;y- + ř y . 
9*'" = ťm + 3?n^' + 3íl^" + K,fY' 

9 * n ^ = «&-*" + 3&?"8> 9 # V = 0. " 

(57) 

Da i£*y identisch verschwindet, liegen die Kurven dieser Schar 
höchstens in einem R^ .Andererseits folgt aus der Annahme 

4.9*' + ^ * • + w + w™ ^ or {Wl> (58) 
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durch skalare Multiplikation mit fj1 2 bzw. 5* 

Ax = A2 = A3 = A4 = 0. (59) 

Die Kurvenschar ty*(ul9 Cg) liegt also mindestens in einem i?4. 
Damit hat sich das Resultat ergeben: 

D i e JV-Projektion (43) der t o t a l i s o t r o p e n F l ä c h e 
(39), deren b i q u a d r a t i s c h e F u n d a m e n t a l f o r m durch (41) 
g e g e b e n i s t (mit k o n s t a n t e n K o e f f i z i e n t e n und iden
t i s c h v e r s c h w i n d e n d e r D i s k r i m i n a n t e ) , i s t e ine ab
w i c k e l b a r e u k l i d i s c h e F l ä c h e in Rh mi t fünfd imens io -
n a l e m S c h m i e g r a u m und d r e i f a c h e m H a u p t k u r v e n n e t z . 
Die K u r v e n zwe ier der drei H a u p t k u r v e n s c h a r e n be
s t e h e n aus e b e n e n Kurven,, d i e j e n i g e n der d r i t t e n lie
g e n in e i n e m f e s t e n v i e r d i m e n s i o n a l e n Raum. 

Ein weiteres noch allgemeineres Beispiel erhalten wir durch 
IV-Projektion der totalisotropen Fläche 

*1==T T1 _ T u* ~ 2UlV*\9 x*= 2i r 1 + T Ul + 2^) ' 

-£ (*- — 2MfM2 + U»)> ť* = ÍÍ (M2 + 2 M 1 M 2 — U\)> 

*s=үŕт -i.f-1- 2щuг = j= i*f\, 

±V2 , 

я в = Ť Щ 

1 

(60) 

(61) 

x7 = —^-u\ + Ulu2 + -^u% 

mit den (konstanten) Fundamentalkomponenten 

Q»ß -= 0, <711U = 4, g1112 = 0, gr1122 •= 2, gr1222 = 0, g2222 = — 3, 
®i = % l l l lör2222 -f 3ÖT2

1122) = 0. 

Hier handelt es sich um eine (Minkowskische) totalisotrope Fläche 
mit nichtverschwindender Diskriminante.21) Die Nullinien der 
Ftindamentalform gaßytdu* duß du? du6 liegen wegen 0X ss 0 
äquianharmonisch. Wählt man den J?5 der x3, rr4, . . ., x7 zum 
Koordinatenraum der TV-Projektion $*, so verschwinden die 
Ableitungen $*ni und yj22 identisch, desgleichen also die Koeffizien
ten CJJJ und CJll der Ableitungsgleichungen für y!j12 und y*22. 
Mit CJU verschwindet insbesondere wieder der Koeffizient A 
der Differentialgleichung der Hauptkurven, deren eine Schar also 
durch die ebenen Parameterkurven u2 == const gegeben ist (£^==0). 
Eine genauere Untersuchung, der übrigen Hauptkurvenscharen 
solcher äquianharmonischer Fälle muß ihrer rechnerischen Kompli-

21) man erhält 0 . s O , @2 =-= — 192, 0 8 4= 0. 
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ziertheit wfegen einer eigenen Bearbeitung vorbehalten bleiben. 
Dasselbe gilt auch fur die aus dem Bs und B9 bekannten totaliso-
tropen Fláchen mit fúnfdimensionalem Schmiegraum jedoch ins-
gesamt oder teilweise identisch verschwindenden Invarianten der 
biquadratischen Grundform und ihre Verwertung fur die Fláchen-
theorie in .fi4 und B5 durch A- bzw. 5-Projektionen.22) 

* 

W-projekce totálně isotropních ploch. II. 

(Obsah předeš lého článku.) 
TV-projekce y* totálně isotropních ploch y euklidovského pro

st oru B7, t. j . integrálních ploch rovnice 
dx* -f- da£ + . . . + dx* = o 

na libovolný B5 jsou euklidovsky rozvinutelné plochy v tomto Jř6. 
Nejsou-li oskulační prostory £*(y*, 5*.), odpovídající prvním 
a druhým derivacím y*, y* , v každém pbecném bodě takové 
plochy y* degenerovány (t. j . neexistuje-li žádný lineární vztah 
mezi vektory y*, j * ), platí totéž také pro oskulační prostory 
$(ya, $*fi) plochy y a naopak. Z existence takových totálně iso
tropních ploch y v B7 vychází tedy jako příspěvek k teorii ploch 
v euklidovském B5 existence euklidovsky rozvinutelných ploch 
.s pětidimensionálními oskulačními prostory. 

Jako takové TV-projekce vycházejí speciálně euklidovsky 
rozvinutelné plochy v B& se systémem r o v i n n ý c h hlavních čar 
ve smyslu C. Segre-E. Bompianiho, mezi nimi jeden příklad roz
vinutelné euklidovské plochy s hlavními čarami pouze rovin
nými, které tvoří na ploše trojnásobnou síť. 

%) v g l ' *)> ii-sbesondere S. 96. 
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