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CAST MATEMATICKA.

O vété Newton-Sylvestroveé pro separaci koreni
rovnic algebraickych.

Napsal K. Petr.
(Doslo 15. srpna 1930.)

V Casopise pro p&st. math. a fysiky, r. 36 (1907), str. 49, podal jsem
dikaz véty Descartesovy a Budanovy uplnou indukei. Této metody lze
pouZiti i pfi vét8 Newtonovs, kterou vsak teprve Sylvester dokézal (Philo-
sophical magazine, IV. serle, sv. 31, r. 1866, str. 214). I zde lze dociliti
podstatneho zjednoduseni pfi ditkaze véty, jeZ vyplyva bez jakéhokoli
omezeni. Koneéné podavam v nésledujicim rozsifeni vty Newton-Sylves-
trovy pro funkce analytické a jakoZto pouZiti tohoto roziifeni poukazuji
na jedno zjednoduSeni véty N.-S. pfi rovnicich algebraickych.

I
Budiz dana rovnice stupné n-tého, kde

fl) = aex" + ayan—1 4 ... + au_y & + an, @y F 0.
Koeficienty a,, a,, . . ., @, jsou vesmss &isla redlna. Véta Budanova
(Budan-Fourierova) uziva k stanoveni poétu kofenii poloZenych
mezi a, b poétd zmén znaménkovych, které vznikaji v fadé (f'(z)
jest prva, f”(x) druhé derivace vyrazu f(x), atd.)

) f'(@), (@), ..., fr=(z), [)(2),

kdyz tam dosadlme za ¥ ]ednou a a po druhé b. Veta Newton-
Sylvestrova uZiva dvojité fady

f@), f(@), f7(@), . () )
Wo(z), WAy(2), 2[2(:1:) v s Wn(z),
kde pro &> 0
Ai(x) = [fE ()] — cx® fE—D(z) fE+D(x), Ag(x) = fz(w)
I tato véta podita zmény znaménkové v prvni z obou fad (A),
aviak bere je v vahu pouze tenkrat, kdyZ na prislu$ném misté
v.druhé fadé jest sled znaménkovy. P¥ tom jsou ¢x™ vhodné vo-
lené numerické koeflclenty, zavislé jednak na stupni dane rovnice,
jednak na indexu k. ' o o
Casopis pro p¥stovani matematiky a fysiky, Ronik LX. . 1



Budeme se. ne]prve zabyvatl otazkou ‘jak jest tfeba voliti
- tyto souéinitele, abychom snadno mohli pouziti Gplné indukce p¥i
dikaze véty Newt.-Sylv. Dikaz v&ty se toti% provadi tak, Ze véta
. 8o pfedpokladéd pro rovnici f'(x) = 0 a dokéZe se pro rovnici
- f(z) = 0. Pro rovnici f'(x) = 0 se dvojfada (A) reduku]e na '

@), f@) @, f(),
*Ug(z), 5Jn(f'?) Uy(2), .. ., 9‘:.-—1(10),
kde Uy(z) = f’”(a:) a pro E>1
W —1(2) = [[O(R)P — 2y fE=D() l"‘“’(x)
Budeme poZadovati, aby N '
ep—y* ) = ¢k, ' SV

éimi docﬂime, te W (2) = A(x) a dvojiady (A), (A) se budouA
“Gpln& shodovati v poslednich (n—1) &lenech. Vztah (1) mé za
' né,sledek e ck(”) jest zdvislo pouze na rozdflu n—k a my poloZime

ck(ﬂ) = Cp—%. i

(A)

. Avéak ]esté ]ednn ‘podminku pro numerlcke souélmtele jest
. tfeba zavésti, je nds-do jisté miry bude orientovat o zméné zna-
mének pki. sllk(:r:) Pro derivaci funkce ¥(z) jest

W) = (2 — Cai) [BN() f"‘“’(w) — Cp— 1 fET () fEHA(z),
tedy _ , , ‘
/‘?*1)(3?) A'x(z) = (2 — Cn—i) '91k+1(x) f®) () +
+.[(2 — Cnr) Enk—y [BX(Z) — Cpp fE—1(2) [E+D(2)] fE+D().

) * Volfme ¢; tak, aby hranaté zavorka na pravé strané byla pro viecka
- % & vSecka f(:c; ﬂmérna vyrazu QIk(m) k tomu jest nutno a posta.cx-
telno, a,by A

{2 -c,,_;,) c,,_,,__1 = 1 L (2)
Pak ]est :
l"‘*"(fv) Wilz) =(2 —ca —k) Wpe1(2) 1) + As(a). f"‘”’(x) (3)...
= Z tohoto vztahu vyplyvé, nésledujfef disledek: Budiz z = « nulovy -
“bod vyrazu Ap(z); dale f®(a) :}: 0, f&+1(g) & 0. Potom, kdyz z -
rachazi hodnoton @ rostouc, podﬂ s)I;,(:t,')/llx,+1(ar:) ]de od hodnot, : -
ejichz : znaménko Jest - _ :
T g () f00(a), N
ho ﬂotam zna.menka protnméhu, Neboﬁ podil 9[,,(&*)/’21’;,(::) ]de
“hodnot: zépcmjch ke kladnym: .
“Rovhice (2) ndm umo¥iuje 'vypoéistl véeckh.”c;, )e-h 2n4md e
Aby st Newton: Sy‘ivestro?a byld- pls,tna “pro rovnicé stupné 2;” -
8t tieha"vohtx, ]&k sezna.me ¢, tak; aby- <o S 2 pﬁ hodnoté
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2 davé véta ta vysledky piesné pro potet kofentt rovnice stupné
druheho Hodnota 0 pro c, jest na zakladé (2) nepfipustna. Voli-
me-li ¢; = 2, dostdvame ze (2)

1
(2—cp) e =1, ¢ = §, obdobng %%Pwm=l%~ﬁ (4)

Volime-li ¢, = 2 —¢, kde 0 < ¢ < 2, mdme stejné

3 — 2¢ 4 —3¢ 4+ 1—1e

— N =, . .. TS e 4’
S S Sy F— )

Hodnoty (4), (4') jsou v nasledujicim oboji piipustné, pokud jsou
¢isla kladna. Tomu bude vyhovéno p¥i kazdém n,. pozadujeme-li
~jesté pro ¢ podminku ¢ < 1.

Konedns jest t¥eba jeste rézhodnouti, zda vyrazy Wi(x) mohou
byti rovny identicky nule. Snadnou avahou vyplyva, Ze, ma-li
byti Ax(x) = 0 identicky, k tomu jest nutno, aby f*—1(x) bylo
tvaru .

‘ fk=1)(g) = d(x — s)»—*+1; d, s konstanty.

Pak jest '
Wi(x) = d¥(x — )2 —2%[(n —k + 12 —cp—p(n — k + 1)(n—k)]

Vyraz tento jest rovny nule vskutku, volime-li pro ¢; hodnoty (4);
volime-li v8ak (4'), pak

d*(m—k+ 1) ¢
n—k—m—k—1)e

coZ jest vyraz, ktery neni identicky rovny nule; jest rovny nule

jenom pro tu hodnotu, pro kterou i f*)(z) jest rovno nule; jinak jest

stale kladny. Na zdkladé této okolnosti budeme vyrazim Wi(x),

kdy# identicky vymizi, prisuzovati hodnoty kladné pro viecka x riznd
od nulového bodu viprazu [f®(x).

(x . 8)211,——— 2k’.

Ni(z) =

1I.

Uvedu nyni vétu Newton-Sylvestrovu v predbéznem Znéni.
Bud’tez a, b dvé hodnoty, pro které iadny z vyraz f(x), [®(x),
Ao(2), 91k(:v) k=1,2,...,n neni rovny nule (ledae by néktera
ﬂik(x) byla rovna 1dentlcky nule, pak ta Ax(a), x(b) pokladame
za ¢isla kladnd). BudiZ p, potet zmén znaménkovych v fadd prvé
z fad (A), kdy% za x dosadime a; pfi tom vSak jenom takové zmény
znaménkové bereme v uva,hu, jim% v druhé fadé jest pfifazen
sled pfi # = a. Obdobny vyznam necht mi p,. Pak véta Newton-
Sylvestrova zni: Podet kofend rovnice f(x) = 0 polofenych mezi a, b,
kde'a < b, jest bud rovny pa — p» aneb jest o' sudy potet mendi.
1*



. Abychom vétu tu dokazali, uvaZujme nejprve podet zmén
znaménkovych v prvé fadé (A) pro x = a, jim%z v druhé fadé —
rovndz pro ¥ = @ — jest piifazena zména znaménkova. Tento pocet
oznadime ¢,. Nejprve lze tvrditi ¢, jest éislo sudé. Nebot Uy(a) > 0,
n(@) > 0 alze tedy druhou Fadu z (A), kdyz do ni dosadime z = a,
rozloZiti na n&kolik oddilé tak,Ze prvy &len i posledni &len ]eho
mé znaménko +. Ku pr. kdyby n =T a méli bychom v druhé
fadé tato znaménka pro z = a

+t—t —— 4+ — +,
rozdélili bychom druhou fadu na tyto tti oddily _
Ap(a), Ay(a), Us(@); Ap(a), Us(a), Asba), Ug(a); Us(a), Ag(a), Aq(a).
UvaZujems-li druhy oddfl s pfislusnymi f®(a), mame dvojradu
(@), (@), {¥(a), [®)(a)
A(@), As(a), S114(61'/), As(a).

Ponévadz Uz(a) podle pfedpokladu jest zaporné a Ag(a) = f''%(a) —
—c, (@) fD(a), maji [f'(a), f*a) stejné znaménko; jelikoZ
(@) < 0, maji f"'(a) a f®)a) stejné znaménko. Poskytuje tudiz
prva fadka v (+) bud samé zmény znaménkové aneb samé sledy.
Jest tudiz prispévek druhého oddilu k éislu g, bud 2 aneb 0. A tak
jest tomu v kazdém takovém oddilu, kde na kraji maji Ax(a) zna-
ménka -+, uvnitf vesmés —.

Jest tedy vskutku ¢, (a obdobné i g;) &islo sudé. Z toho nasle-
duje, Ze p, — pp se liditi muZe od podtu kofend rovnice f(x) = 0
pouze o défslo sudé (nebot s + ga — (P» + g) se lisi od podtu
kofenti rovnéz o &éislo sudé; nasleduje to z véty pravici, Ze, jsou-li
f(a), f(b) znaménka 'protivného, pocet kofenl mezi a, b jest lichy
atd.

(+)

Vita Newton- Sylvestrova jest platna, jak snadno lze se pte-
svédéiti pro pifpad, Ze f(x) = ao(x — s)*, jakoZ i pro n = 2, jak
¢tenaf snadnym poStem dokéze. Budeme predpokladati, ze véta -
jest dokazana pro piipad, Ze stupeti rovnice jest mensi nez » a doké-
Zeme ji pro rovnici stupné n-tého. B

Potet zmén znaménkovych v prvé z fad (A) pfi © =.a, jimz
pislus{ ve, druhe z fad (A) rovnéZz pro r=a sledy znaménkove,
oznadime p',. Budeme vySetfovati rozdil p, — p’s. JestliZe sign
f(a) = sign f'(a), jest vidy pa— p'a = 0. Patrno to jest, ‘kdyz

Ay(a) > 0. Avdak i kdyz Wi(a) < 0, jest ps— p'a = 0, nebot
pak isign f’(a) = sign f(a) a znaménka t¥ pocateénich Elent jsou
v faddch. (A) : : '
o & €, &,

L& = 1,- = 1



v fadéch (A) jsou znaménka dvou podatednich &lentt
‘ & &
+,

Jelikoz pak ostatni élenové v fadé (A) se shoduji s ostatnimi
gleny v faddch (A), jest rovnost p, — p'a = 0 pro tento piipad
patrna. .

Zbyva vysetrltx pfipad sign f'(a) = — sign f(a). Tu jsou dveé
moznosti:

1) sign %) = + 1 (sign Uy(a) jest vidy pki f'(a) % 0 rovno
+ 1). Tu jest po — p'a = 1, jakoZ bezprostfedné patrno.

ITa) sign As(a) = — 1, sign Wp(a) = + 1. Tu t¥i, resp. dva
pocateéni ¢lenové fad (A) resp. (A) maji tato znaménka
—&, € [—e, &
(A){l—l,l’ (A){ 1, 1
I jest po— p'a =—1. '
I1b) sign A(a) = — 1, sign Wy(a) = — B
V tomto piipadé mame tato znaménkana poéatku fad (A) resp. (A)
] g, £ ) g, &
(A)|1——1—1 ®) 1, — 1

Tu mame p; — p'a = + 1.

Tim vySetieny vSechny mozné vztahy mezi p, a p's, pii CemZ
mléky predpokladano, Ze v (A) a (A) jsou voleni titiz numeri¢ti
soudinitelé c;.

Vedle predpokladu pro @, b na podatku II. odst. uéinéného
zavedu prozatim jesté tento predpoklad: Mezi a a b lezi toliko
jedind hodnota ¢, pro kterou jeden nebo i vice vyrazi z f(x), f*)(x),
A®(z), k = 1, 2, ..., n jsou rovny nule. DokaZi pak vétu Newton-
Sylvestrovu pro takovy interval (a, b) a to nejprve v piipadé, Ze

a) v (@, b) neni nulovd hodnota polynomu f(x). Je-li v tomto
piipadé véta N.-S. platna, pak p,—p» = 0 Dejme tomu, zZe
neplati pro polynom f(x); pak jest pa — pp < — 2 (nebot Pa—= Pp
= — 1 byti nemize, jelikoZ p, — ps_a potet kofent rovnice ‘f(x)
mezi a, b jsou ¢&isla stejné parity). Potom ani f'(z) nemuzZe miti
nulovy bod v (a, b), nebot, kdyby f'(z) méla nulovy bod v (a, b),
bylo by p'a —p's > 1 podle véty N.-S. predpoklddané pro poly-
nomy stupné n — 1. Avsak podle tvahy predchoz1 (tykajici se
vztahd mezi pa, p'a) jest

Pa— P = Pla—P's— 2, tedypa~—pb>———~l .
coZ odporuje nerovning p, — pp < — 2. Neplati-li tedy véta N -8
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pro f(z) a pro interval (a, b) a nema-li f(z) v (a, b) nulovy bod,
nemd jej i f'(x). Soudasn® jest patrno, Ze p’s — p's nutné jest rovno
nule a %e zdrovel musi, aby nebyla v platnosti véta N.-S. pro f(x)
a pro (a, b),

pu"—P'a=_1y pb—p’b=+l) pa_pb:_'2,-
t. j. v bod® a nastava pifpad Ila), v bodé b pak bud piipad I)
- #neb I1b). Nastéva-li v a piipad Ila), v bod&.b pak piipad I), jsou
. potétetni tii dlenové fad (A) téchto znamének

e, —e¢, &

I, Ly

, & &
v bodé a{l 11

v bodé b{

Méni tedy A;(z) v intervalu (a, b) své znaménko a m4 tedy v (a. b)
nulovy bod ¢, kde a < ¢ < b. Av8ak podle disledku vyplyvaji-
cfho z rovnice (3) mé byti podil A, (x) : As(x) pro x v intervalu
(@, ¢ — 0) kladny, ve skutetnosti jest vSak zaporny. Nemize tedy
nastati v bodé a ptipad Ila), v bod& b pak pFipad I.

Nastava-li v bodé a ptipad Ila), v bodé b piipad 1Ib), mame
pro znaménka poéateénich ¢lenti v fadach (A) tyto hodnoty

1, —1,1, 1 1, —1,—1, 1

Mohli jsme vypisovati jiz znaménka Gtvrtych élent na zdkladé
téchto avah: Nejprve sign f*’(b) = sign f'(b), nebot sign Ay(b) =
= — 1. Yp(x) méni své znaménko, mé tedy v bodé ¢ nulovy bod
i jest tedy sign Ug(a): Ws(a) = + 1, sign Wy(d) : WUs(b) = — 1;
koneén& f”’(x) neni rovno nule v bodé ¢, nebot’ pak by bylo rovno
tam i f'(x) nule asign f''(b) = sign f""'(b), tedys1gnf”'( )=signf"’(b)

Ze znamének vypsanjch jest patrno, ze pa = 1 + p'"s, pp =
o =14 p"", kde p'"a, p'"'s jsou &isla obdobné ku pq, Por aviak
i p>ro polynom f'”(z) stupné » — 3, pro ktery tedy plati p'"’s — p’""s

0. I jest tedy ps — pp = 0 a nenf tedy p. — po» = — 2. Jest tedy

i tento piipad nemoZny a ]est vidy ps — pp. = > 0, neni-li v (a, b)
nulovy bod polynomu f(z).

B) V (a, b) budiz nulovy bod ¢ polynomu f(x) a to fadu r-tého.
Pak mé {'(x) nulovy bod v ¢ fadu r — 1. Mﬁzeme psati f(z), f'(x),
Ay(») v tomto tvaru

f@) = e — oy + (e — Y ) = run — oy 14
L @) = — 1) ug — o=t
() = rug(z — o2 4 v(z — c)='-1 +

gy U5 Yy, - . . jsOu ¢isla nezévisld na x; zugn Uy znaéme €. Z vyrazi
- napsanych jsou patrna. tato poéé,teéni znaménka, v ra,dé,ch (A)
y wgtow: =@, Tesp. pro z = b

v bodé ale’ & & —¢&- v bodé b{e’ & & T
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—1)ye (—1y—1g
+ 1, + 1

Ijest pa=9pa+ 1, po= s a poneva,dz podle véty N.-S. platné
pro mnohoélen n 1 stupné jest Pa—7ps=>1r—1, jest v tomto
piipadé p, — ps > 7; tedy i v tomto ptipadé véta N.-S. dokézéna.

Jelikoz véta Newton-Sylvestrova jest platna pro soudet inter-
vall (a, a,), (ay, 5), (@, @3), . . ., (@n —;, b) —kteryZto soudet jest prave
interval (a, b)) — plati-li pro kazdy jednotlivy interval, a jeliko
kazdy interval (a, b), o jehoZ koncovych bodech éinime predpoklad
na podatku odst. II o a, b udinény, lze rozloZiti v koneény poéet
intervali takovych, Ze body, ve kterych mnohoéleny f(x
f®z), Ux(x), k = 1, 2, ..., n nabyvaji-hodnoty nulové, naché.zeji
se uvaitt jednotlivych 'intervald a v kazdém intervalu toliko jediny
takovy bod, jest patrna véta N.-8. plati pro kazdy interval (a, b),
jehoz koncové body jsou v platnosti pouze predpoklad na poéa,tku
II. odstavce udinény. .

v bodé a{ ( v bod¢ b'{ i’

111

Véta Newton-Sylvestrova byla dokiazana v predchazejicim
pro interval (a, b) za pfedpokladu, Ze Zadna z funkef f(x), f®(z),
Ar(z); £ = 1, 2,. . ., n'neni rovna nule ani pro z = a, ani pro z = b.
Chceme-li uziti této véty i v piipadech, kdy tato podminka neni
splnéna, nahradime interval (a, b) intervalem (a -+ 8, b — §), kde
jest &islo takové, Ze v intervalech (¢ + 0, a + d), (b —9, b —0)
neni poloZen za,dny nulovy bod uvedenych pravé funkef. Oznadime
struéné &islo d, které si mizeme zvoliti libovolnd malé, jakozto
nekonednd malé. Dosazovéni ve skutetnosti neteba provadéti,
nebot ndm b&%i pouze o znaménka a ta jsou z predchdzejicich
uvah ihned patrna. Objasnim véc na piikladech.

Dejme tomu, %e bychom obdrzeli pro = = a tyto hodnoty
(u hodnot od nuly raznych vypisuji jenom znamenka)

i |4 5 6 7 8.9 -
v f®x) |+, 0, 0, 0,0, — (X)
%1(x) +7 05 07 0’ 0’ +

Vypsané hodnoty pro Ay(a), As(a), - . ., g(a) vyplyvaji jednoznadné
z hodnot prvého radku. Mé tudiiz f®)X(z) v bod& a nulovy bod 4.

tadu. Lze ji psa,tn fO(z) = + bo(x —a)t 4 bz —a)® +

kde b, jest sislo zéporné (nebot f®)(x) — coZ jest 4. derivace z ]‘“”)(x)
— jest v bodé x = a podle predpokladu zéporné). Pro funkce -
QI,(x) Uo(z), Uq(z), Ugfx) mame- tyto rozvoje - (uvadim pouze
prvé, o znaménku rozhodupcl Cleny) , N R TIP
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Us(z) =b'(x—a)® + ..., Ug=b"(x—a)+ ..., WA, =b""(x—a)t+
+ v g =b"(x—a)+ ...,

kde &', b", b"’, b"""" jsou ¢&isla kladna. Nastupuji tudiZz misto uve-
denych hodnot pro # = a 4 6 hodnoty o znaménkach

4+ - = - = —
+ + + + + +

které poskytuji pouze jednu ]ednotku jakoZto piispévek k podi-
tani ¢isla p,. Kdyby hodnoty uvedené v (x) byly vznikly pfi dosa-
zovani &isla b (horni hranice daného intervalu), dostali bychom pro
z = b — ¢ tato znaménka u vyznadenych funkei

+ - 4+ — + —
+ - + + + +
poskytujici 3 jednotky pro &islo ps.
Jako dal§f pifklad budu predpoklidati tyto hodnoty pii

x_.a,(resp x = b):

i |3 4 5 6 1.8
@)+ — + — + —
A(z) — 0 0 0 0 "+

Pro -z = a + 6 mame na zakladé dusledku odvozeného z rovnice
(3) tato znaménka .
' : + -+ — + —
: -+ — + — +
tedy Zadny ptispévek k p.. Kdyby pfedpoklidané hodnoty byly
platny pii « = b, dostali bychom pro b — ¢ hodnoty znamének
+ =+ — 4+ =
— + 4+ + 4+ +-
které davaji pro p, piispévek 4 jednotek.

Obdobné lze postupovati v ka?dém piipadé bez jakychkoliv
potiZi a netfeba uvadéti vétu platnou pro kaidé a,b, kters, jak se
. zd4, nebyla by zvlést jednoduché a praktlcky by byla téméf
bezvyznamna,.

Konedné lze. jests. dokazanou vétu doplniti nasledovné. Mu-
Zeme ji totiZ pouiitl na rovnici f(— &) = 0 a interval (— b, — a);
poéet kofenti nové rovnice v (— b, — a) jest rovny poétu korenu
rovnice f(z) = 0 v intervalu (a, b). Dvojfada (A) se v tomto pii-
padé redukuje na dvojfadu o ' ‘
/("'"" m)} ""‘" _fl(_ Z), fu(_ 27), f”(("" .’E), . S ,(_' 1)” f(n)(____x)
mﬁ(&- x)a""'ug[l(_ x)’ 3 aIZ("_ x), 3(—12), LRI RS 5 %[.,(—2?)-,
- Dosadime-li do tétot dvojtady za ’x' hodriotu — a ‘a potitame-li
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poéet zmén znaménkovych v prvé fddoe doprovizenych- sledem
v fadce druhé, jest to totéz, jako bychom v ¥ad® (A) poditali podet
sledd znaménkovych v tadce prvé doprovazenych sledem v Fidee
druhé. MuZzeme tudfi tvrditi: Jsou-li funkce f(x), f(")(x), W(z),
k=1,2,...,n vesmés pro-z =a i pro =", rizné. od nuly
(nehledé k pripadu, ve kterém 2[;,(:6) identicky jsou rovny nule,
kdy Ux(x) pokldddme za &fsla kladnd i prox =a i pro z = b), pak
jest podet kofenti rovnice f(x) = 0 poloZenych mezi a, b bud rovny
islu s — 8, aneb mensf nez s, — s, a to o sudé &slo. P¥i tom jest
84 potet sledii znaménkovych v prvé fadé z fad (A), ]lmz v druhé
fadé jsou piifazeny rovnéz sledy, obdobny vyznam ma ss. Dale
jest b > a.

IV.

Dikaz véty Newton-Sylvestrovy, ktery byl v pfedchézejicim
podén pro rovnice f(z) = 0, kde f(z) jest mnohoélen n-tého stupns,
da se roziffiti i na pfipad, Ze f(x) jest funkce holomorfni na jisté
dasti osy redlnych é&isel (na kteréZ ¢asti nabyva f(x) hodnoty
realné). Necht jest tedy ve vSech bodech intervalu (e +0,—0)
poloZeného na redlné ose f(x) funkei holomorfni (t. j. v kaidém
bodé toho intervalu rozvinutelnou v fadu mocninnou) a budiZ
e < a < b <B; pti tom znaménko rovnosti mezi ¢ a a (a obdobns
mezi # a b) jenom tenkrite jest piipustno, kdyz holomorfie nastava
ipro z = a. V okoli bodu a ]est pak platny tento rozvoj

@) =f@ + =5 % r@ + E5 L @+
Budéme predpokladatl, Ze poéet zmén znamenkovych v fadé

fta), f'(a), f"(a), .
jest koneény Pak od jistého indexu p pocina]ic maji f®)(a) stale

totéZ ‘znaménko aneb jsou rovny nule. Jesthze b >a — jakoz
pfedpokldddme —. maji i f®(b) pro k=p, p+ 1, p+2,...
rovnéz stile toté% znaménko a stejné ]ako cisla. f(")(a,) k=np,
p+ 1,... (pokud nejsou oviem rovna nule)
Uva,iu]me pak dvojfadu . .
. f(=), f(x), f”(x)y s f(p)(x)} (B)
1 Uo(x), Qfx(x) As(@), . - ., An() ’
e ' -

Up() = [ — cp [E=1(z) [++(a), Uo(a) = Py

Pfi ¢em% ¢; jsou &fsla ve (4) stanovend, ¢, = 0. Oznadime-li podet.
zmén znaménkovych vznikajicich pro z = a v prvé fadé zfad (B),
jeZz jsou doprovézeny v fadd druhé sledy znaménkovymi, znakem

Ps, pak miZeme vysloviti. vétu Sylvestr-Newtonovu pro funkcl
Hz) ta.kto : .
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. Poéet nulovych bodw funkce f(x) v intervalu (a + 0, b — 0) jest
bud p, — po anebo jest o sudé ¢islo mendi. Pri tom nulovy bod Fddu
r-tého se poéitd za r nulovych bodd a zdrover se predpoklddad, Ze Zddné
z bisel f®)(a), f*)(b), x(x), We(d), k = 0,1, ..., p meni rovno nule.
Neni-ly tento posledni predpoklad splnén, pak nahradime-li &isla
Pa, Db vhodnymi Eisly podle ndvodu podaného ve (I1I), zastane véta
Sylvestrova © tu v platnosti.

Nazyvejme funkei f(z) holomorfni na (a, b), a < b, jejiz
derivace f®(a) pro k =p, p+ 1, p + 2, ... maji (pokud nejsou
rovny nule) totéZ zmaménko, funkce p-Clenné na (a, b). Pak f'(x)
jest na (a, b) (p — 1)-¢lenna. Véta N.-S. jest oéividné platna pro
funkce 0-¢lenné a jednoSlenné. Podéme-li tedy dukaz, Ze véta
N.-S. jest platna pro p-¢lenné funkce, je-li platna pro funkce
p’-6lenné, kde p’ < p, pak véta N.-S. dokazana. AvSak onen dikaz
jest identicky s dikazem svrchu podanym tvrzeni, Ze véta N.-S.
jest platna pro rovnice algebraické stupné n-tého, plati-li pro
rovnice stupné men&fho nez n»; netieba jej opakovati a lze tedy
vétu N.-S. pokladati za dokazanou pro rovnice f(x) = 0, kde f(x)
jest holomorfni na (e, #) a mé predpokladané vlastnosti.

T Lze dokonce tohoto vysledku pouZiti pro rovnice algebraické
k jistému rozsifeni véty N.-S. Objasnim to na specielnim pfipadé.
Budiz dédna rovnice stupné Sestého @,2® + a,2° + ... + azx + a4
= 0. Pak pro odhad poétu kofend kladnych (t. j. kofent v inter-
valu (0, o0)) uzivame podle v&ty N.-S. této dvojiady

g, A5, Qy, a3, : @, ay, @
2 5.

@, 05" — 3§ Ay0q, 0" — §-§ A3, A* — §-§ 020y, 40" — -y, .,,(082

. )

(v prvé fadé jsou f®)(0) dé&lené k, v druhé fadé Ai(0) sestrojené
podle (I) a délené (k!)?; dvojfadu pro x = oo netieba vypisovati,
nebot prvn{ jeji fada ma vesmés sledy znaménkové). Poéet kofent
kladnych dané rovnice stupné Sestého jest roven podle véty N.-S.
nejvySe podtu zmén znaménkovych v prvé z fad (C) doprovaze-
nych v druhé fadd sledy (omezuji se na pifpad, kdy Zadné z éisel
v (C) neni rovno nule, v opaéném pifpadé pomoci avah odst. III
piisludné &islo snadno najdeme). v

"~ BudiZz prvni z &sel ay, ay, a,, ..., jez jest zdporné, a;. Pak

k stanoveni podtu kofent kladnych dané rovnice st. 6 jest zpra-
vidla vyhodnéj&i uziti jiné dvojfady a sice té, kterou dostaneme,
pokléddme-li levou stranu dané rovnice za funkei v (0, co) 4-¢len-
nou; nebot f®(0), f®)0),... jsou, pokud jsou rizny od nuly,

&fsla kladnd. Dostaneme tak dvojtadu

aﬁ’ a’sia‘ Qy, a:«h 223 } ,
2 8 2 2
ag, ag® — §.-§a.0q a® —§.§asa;, as —3-ja0, a, (C)
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Pouziti této dvojfady jest stejné jako dvojiady (C), soudinitelé
numeriéti pfi druhych &lenech ve vyrazech pro A;(0),... jsou

v (C’) v absolutni hodnoté vétii nez v (C), ¢imz se pravé stane, Ze
v (C) dostavame v druhém radku dasto vice hodnot zapornych

nez v (C).
*

Sur le théoréme de Newton-Sylvester concernant la séparation des
racines des équations algébriques.

(Extrait de l'article -précédent.)

J’ai donné, dans ce Journal, t. 36 (1907), p. 49, une démonstra-
tion du théoréme de Descartes et de Budan, basée sur le principe
d’induction mathématique. On peut appliquer cette méthode de
méme au théoréme de Newton, démontré, cependant, seulement
par Sylvester (Phllosophlcal Magazme IV. série, t. 31, 1866, p. 214).
Ici encore, on réussit a simplifier essentiellement la démonstration
du theoreme, lequel en découle sans aucune restriction. Je donne,
de plus, une extension du théoréme de N.-S. aux fonctions ana-
lytiques; il en suit une simplification ultérieure de ce théoréme
pour les équations algébriques.
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