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PROBLÉMY TEORII FUNKCJI ANALITYCZNYCH 
W NAJNOWSZYCH PRACACH. 

FRANCISZEK LEJA, Kraków. 

Mam podac przegl^d najnowszych prac z zakresu funkcji analitycz-
nych i problemów rozwažanych w tych pracach. Przegla^d ten be^dzie 
dotyczyl wyników otrzymanych w ci^gu okresu jednorocznego — 
w przybližéniu w ci^gu roku 1948. B$d§ przy tym korzystal z czasopisma 
Mathematical Beviews wydawanego przez Amerykaňskie Towarzystwo 
Matematyczne. Do okresu sprawozdawczego zaliczam prače referowane 
w tym czasopišmie w cia,gu roku 1948, niektóre wi§c z prac, o których 
be^dzie mowa, ukázaly si§ nieco wczešniej. 

W okresie sprawozdawczym ogloszono drukiem w czasopismach 
matematycznych swiata okolo 220 prac i rozpraw poswiQconychfunkcjom 
analitycznym. Problémy traktowane w tych pracach sa, róžnorodne 
i naleža, do wszystkich dziedzin teorii fukcji analitycznych. Dia lepszej 
orientacji rozdzielQ prače na cztery dzialy (obok podaná ilošc prac 
przypadaj^cych na daný dzial). 

I Funkcje dowolne 65, I I Funkcje ograniczone 30, III Odwzorowa-
nia wierne i funkcje jedno - i wielolistne 55, IV Interpolacja i aproksy-
macja 70. 

Podkrešlam, že jest to podzial tylko orientacyjny i že liczby w nim 
podané možná by zmieniac w pewnych granicach, bo ta sama praca daje 
SÍQ CZQSTO zaliczyc do kilku dzialów jednoczešnie. Nie mniej jednak 
rzuca si§ w oczy duža ilošc prac pošwiQconych zagadnieniom aprok-
symacji i zagadnieniom odwzorowaň poprzez funkcje analityczne. 

PrzejdQ teraz do omówienia prac nalež^cych do poszczególnych 
dzialów. 

L Funkcje dowolne. Do dzialu tego zaliczylem prače poswi^cone 
uogólnieniom funkcji analitycznych, wlasnosciom szeregów pot^gowych 
jednej i wielu zmiennych, badaniom nad przedlužalnoscia. analityczn^, 
nad funkcjami calkowitymi itp. 

Wšród otrzymanych wyników przewažaja, uogólnienia twierdzen 
i wlasnosci znaných, Czas nie pozwala mi na omówienie wszystkich 
wyników, ograniczQ si§ WÍQC do podania kilku przykladów. 

1° W kilku pracach badáno tzw. funkcje polowo monogeniczne. 
Možná je okreslic jako funkcje postaci 

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)9 

spelniaja.ee w daným obszarze D warunek A(Af) = 0, gdzie A oznacza 
operátor 

dx ^ dy 
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Szereg wlasnošci tych funkcji podali A. KJRISZTEN i A. BICADZE. W szcze-
gólnošci A. KRISZTEN znalazl dla nich pewien wzór calkowy, analo-
giczny do wzoru calkowego Cauchy'ego. A. BICADZE podal nowy dowód 
twierdzenia CIORANESCU, že klasa funkcji polowo monogenicznych po-
krywa SÍQ Z klasa, funkcyj postaci 

f(z) = g(z) + z • h(z)-, 

gdzie g(z) i h(z) sâ  funkcjami analitycznymi w daným obszarze D, a z 
oznacza jak zwykle x - iy. 

Zauwažmy, že funkcja f(z) = u + iv spelniaj^ca w obszarze D 
warunek Af = 0 jest funkcji analityczna. w zwytlym sensie. 

G. POLOŽIJ nazwal funkcJQ f(z) = u + iv funkcja. p-analitycznq 
w obszarze D, ježeli zamiast równaň Cauchy-Riemanna spelnia zwi^zki 

du 3v du dv 
V~~x~^~dy~" V~dy~~~~dx' 

gdzie p = y(x-> y) jest z góry daná, funkcja dodatnia, klasy C2 w obszarze 
D. Autor dowiódl mie^dzy innymi, že funkeje te okrešlaja. przeksztal-
cenia wewn^trzne w sensie Stoilowa i že istnieje dla nich pewne 
twierdzenie calkowe analogiczne to twierdzenia calkowego Cauchy'ego 
dla funkcji analitycznych. — Funkeje te z innego stanowiska badal 
równiež S. BERGMAN. 

2° Szereg prac pošwie,cono badaniom szeregów potQgowych. Np. 
N. LUSIN uogólnil nastupujíce twierdzenie Fejéra: 

Ježeli szereg f(z) = Eanz
n jest zbiežny w kole \z\ < 1 i En\an\

2 < co, 
to w každým punkcie z = éB okregu \z\ = 1, w którym istnieje granica 
radialna 

lim / (re^) (i) 
r^ l— 

szereg ten jest zbiežriy, przy czym zbiežnošc jest jednostajna na každým 
luku okrQgu \z\ = 1, na którym zbiežnošc (1) jest jednostajna. 

Warunek En\an\
2 < co orzeka, že powierzchnia Riemanna, na jaká, 

funkcja w = f(z) odwzorowuje kolo \z\ < 1, jest skoňezona. LUSIN wyka-
zal, že wlasnošc szeregu f(z) = Eanz

n wypowiedziana w twierdzeniu 
Fejéra jest lokalna, tzn. gdy funkcja f(z) odwzorowuje wyčinek A < 
< argz < B kola \z\ < 1 na powierzchniQ Riemanna o pólu skoňezonym, 
wówczas twierdzenie Fejéra zachodzi na odnosnym luku. 

P. ERDOS i H. FRIED badali we wspólnej pracy zwi^zek mi^dzy 
lukami szeregu postaci 

oo x 

1 + ^n.zH 

o kole zbiežnosci \z\• < 1 i zerami sum cza.stkowych sn(z) tego szeregu 
i podali nowy dowóď twierdzenia Bourione, že daný szereg posiada luki 
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w sensie Ostrowskiego wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba.r > 1 
taka řže 

,. . , A(n, r) lim mf—---------- < 1, 
•/?,-*• oo 71 

gdzie A(n, r) jest ilošcia, zer sumy sn(z) w kole \z\ < r. 
Interesuj^ce twierdzenia o szeregach lukowych podali Sh. AGMOJST 

i S. YA. ALPER. Pierwszy uogólmt znacznie twierdzenie Fabry'ego o nie-
przeťllužalnosci póza kolo zbiežnošci szeregów postaci 

00 X 
Z,anz

xn, ' gdzie— —>• co, 
o n 

drugi rozszerzyl znané twierdzenia Hadamarda-Ostrowskiego o nad-
zbiežnošci wzgl^dnie nieprzedlužalnosci szeregów potQgowych lukowych 
Eanz

n na szeregi wielomianów postaci 
00 

J<*n • Pn(z), (2) 
0 

gdzie pn(z) jest dowolnym wielomianem stopnia n, dla n = 0,1,..., a ,{an} 
jest ci^giem stalých posiadaj^cym odpowiednio dobrané luki. 

3° Przedmiotem kilku prac byly szeregi pote,gowe wielokrotne, 
V, Gr. CZELIDZE rozszerzyl twierdzenie Ábela o cia^glošci sumy szeregu 
f(z) = Sanz

n na szeregi postaci 

F(x,y)=fa,vx»y*. (3) 
fi,v = Q 

P . LELOISTG wykazal, že ježéli wspólczynniki szeregu (3), zbieznego 
w obszarze D{\x\ < 1, \y\ < 1}3 sa, calkowite i jego suma F(x, y) jest 
funkcja, regulární w pewnym punkcie brzegowym x0, y0 obszaru D, 
to F(x, y) jest funkcj^ wymiern^, gdy \x0\ = 1 i \y0\ = 1, natomiast móže 
byó funkcja, przestejma,, gdy punkt x0, y0 jest wprawdzie punktem brze
gowym obszaru D, lecz nieležy na rozmaitosci {\x\ = 1, \y\ = 1}. 

W jednej z prac1) wyjasnil F. LEJA problém obszaru zbiežnošci 
szeregów Taylora funkcyj dwú zmiexinych /(#, y). Szereg taki jest szere-
giem wielomianów jednorodnych postaci 

co 

2 (any0 a* + on-u x»~ly + ... + a0,ny
n), (4) 

gdzie 
*•••-•• i / a ^ + 7 \ 
_ _ _ _ _ «o,o - /(», 0),. V -= W (sSýjpo. . 

x) P r a č a t a by la referow&na w Maihématical Remews w T. 1948, lecz ukázala sie 
znacznie wczeániej. . * J 
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Zalóžmy, že szereg (4) jest zbiežny (lub przynajmiúej ogranicžony) 
w pewnym zbiorze punktów E w przestrzeni dwu zmiennych zespolonych 
x i y. Powstaja, pytania: jaki musi byc zbiór E, by každý szereg (4), 
zbiežny w zbiorze E, posiadat 4-wymiarowy obszar zbiežnosci D(E) 
oraz jak wielki jest obszar D(E). Praca daje odpowiedž na te dwa pytania 
przy pomocy pewnej funkcji zbioru nazwanej rozwartoéciq zbioru i pewnej 
funkcji t(x, y) jednorodnej wzgl^dem zmiennych xi y i zaležnej od zbioruE. 

4° Zagadnienie przedlužalnošci analitycznej bylo przedmiotem prac 
autorów F. WOLF, A. SELEZNEV, A. GHIKA i innych. A. GHIKA podal 
prosty warunek na to, by funkcja f(z) regularna w otoczeniu punktu 
z = a, gdzie a jest punktem z góry danego obszaru jednolistnego lub 
wielolistnego D, byla przedlužalna na caly obszar D. Warunek ten 
ma postač 

f(Jc)(a) 

л = 0 
2 2 к,ь 

Jfc=0 h\ 
< oo, 

gdzie wspólczynniki Aw>̂  zaleža. tylko.od Dioda. 
Póza tym byl badaný problém wzrostu funkcji calkowitych, problém 

typu powierzchni Riemanna danej funkcji, problém zer funkcji okreálonej 
szeregiem f(z) = Sanz

n o wspólczynnikach calkowitych itp. 

I I . Funkcje ograniczone. Jednym z najwažniejszych twierdzeň 
teorii funkcji analitycznych jest tzw. lemmat Schwarza i jego róžne 
uogólnienia. Dotyczy on zbioru funkcji analitycznych jednoznacznych 
i ograniczonych w obszarze jednospójnym. Najprostsza jego. postač 
jest nast^puj^ca: 

Kazda funkcja analityczna f(z) regularna w kole \z\ < B, ograniczona 
\f(z)\ ^ M i unorraowana warunkiem /(O) = O, spelnia w calym kole 
nierównošc 

Twierdzenie to orzeka, že w klasie wszystkich funkcji /(z)-spelnia-
ja,cych powyžsze warunki istnieje funkcja ekstremalna 

M 
F(Z) = ±- ei&z 

K 
posiadaj^ca najwi^kszy modul. Abstrahujme od czynnika ei& funkcja 
taká jest tylko jedna. 

Powstaje pytanie, czy w klasie funeji jednoznacznych, ograniczonych 
i w pewien sposób unormowanych w daným obszarze wielospójnym D 
istnieje tež analogiczne funkcje ekstremalne. Podobné pytanie možná 
tež postawié dla funkcji wieloznacznych. W okresie sprawozdawczym 
ukázalo SÍQ kilka wažnych prac z tego zakresu. Omówie, niektóre z nich. 
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L. AfllJOKS zaj^l SÍQ uogólnieniem lemmatu Schwarza na funkcje 
jednoznaczne w obszarze wielospójnym. Glówny wynik pracy možná 
wypowiedziec w nastejraja^cy sposób: W klasie wszystkich funkcji f(z) 
analitycznych jednoznacznych w daným obszarze w-spójnym D zawie-
raja.cym punkt z = co i takich, že \f(z)\ < 1, oraz posiadaja^cych w oto-
czeniu punktu z = co rozwinie.cie postaci 

,, s a-, a9 

/* =-T + - f + . . . 
z z2 

istnieje taká funkcja F(z), dla której modul \ax\ jest najwiQkszy, i funkcja 
ta odwzorowuje obszar D na powierzchniQ Riemanna pokrywaj^ca, 
kolo \w\ < 1 dokladnie n-krotnie. 

Z. NBHAEI rozszerzyl lemmat Schwarza na funkcje wieloznaczne 
dowodz^c, že ježeli f(z) jest funkcja. analityczn^ regulární w kole \z| < 1 
póza skoňczona, iloscia. punktów algebraicznych rozgal^zienia, pochodna 
f(z) jest wsz^dzie skoňczona i wszystkie wartóšci f(z) spelniaja, nierównoác 

\f(z)\< 1 dla \z\< 1, 
to |/'(0)| < 1 dla wszystkich wartosci /'(O), przy czym równošé |/'(0)| = 1 
zachodzi tylko wtedy, gdy 

f(z) = eití ' z. 

W innej swej pracy vvykazal NEHARI, že w klasie funkcji/(z) anali-
tycznych jednoznacznych w obszarze ?i-spójnym D, zawieraja,cym punkt 
z = co, posiadaja^cych czê sc rzeczywista, dodatnia. Rf(z) > 0 i w otoczeniu 
punktu 2 = co rozwini^cie 

/(*) = 1 +-± + - ! + . . . , . 
zz 

I 2 Уv°íX istnieje funkcja, dla której wyraženie R I J> yvavV gdzie yl9 y2,....,y^ 

s^ dowolnie naprzód danými liczbami, jest najwi^ksze i funkcja ta 
odwzorowuje daný obszar D na .powierzchnie} Riemanna pokrywaj^c^ 
pólplaszczyznQ Rz > O dokladnie n rázy. 

A. BERMANT podal inne uogólnienie lemmatu Schwarza dla funkcji 
f(z) regularnych, ograniczonych, \f(z)\ < 1. i unormowanych, /(O) = O, 
w kole \z\ < 1 zaste.puj%c warunek ograniczonošci \f(z)\ < 1 przez 
warunek Lr(wfr) <^ O, gdzie w = f(z) i 

-м=è/ log w . d(arg w), 

przy czym Fr jest obrazem poprzez funkcje, f(z) okrQgu \z\ = r9 gdzie 
r < 1, skierowanego dodatnio. 
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III . Odwzorowania wierne i funkcje jedno-i wielolistne. Teoria odwzo-
rowan wjernych poczynila w ostatnich kilkunastu latách znaczne postupy 
z jednej strony przez zwrócenie uwagi na tzw. funkcje ekstremalne 
pewnych klas funkcyj, z drugiej - przez wprowadzenie pewnych metod 
wariacyjnych. O post^pach w tej dziedzinie informuj^ dwa artykuly, 
mianowicie:1) 

G. M. GO£TJSIN, Interior problems of the theory of schlicht functions, 
Washington 1947, str. VI + 138 (przeklad z JQZ. rosyjskiego wydany 
przez Office of Naval Research) i D. C. SPENCER, Some problems on 
conformal mappings [Bull. of the Amer. Math. Soc. t. 53 (1947), str. 
417—439]. 

Oznaczmy przez S zbiór wszystkich funkcji analitycznych jednolist-
nych (czyli róžnowartošciowych) w kole |2| < 1 postaci 

w =. f(z) = z + a&* + a3z
3 + . . , \z\ < 1. (5) 

Powstaje pytanie, w jakich obszarach moga. zmieniac SÍQ wspólczynniki 
a2> a3? • • •> g°%y funkcja f(z) przebiega zbiór S. Problém ten, zwany ..pro
blémem wspólczynników", jest od szeregu lat przedmiotem licznych 
prac. Wykazano przeszlo 25 lat ternu, že2) , 

• |a2| <\ 2 i \a3\ <^ 3 

i naste.pnie že \an\ <\e' n dla každego n\ hipoteza Bieberbacha jednak, že 

|#'n| ^ n dla každego n, 

nie zostala dot^d rozstrzygnieta. 
1° W pkresie sprawozdawczym ogloszono kilka prac z tego kr§gu 

zagadnieň. 
Niech G b^dzie obszarem na jaki funkcja (5) odwzorowuje wiernie 

kolo \z\ < 1 i niech A(R) oznacza promieň najwi^kszego kola maja^ 
cego šrodek na okre.gu \w\ = R i zawartego w obszarze G. 

A. DWORECKY wykazal kilka nierównošci dlá \an\ przy daných 
založeniach eo do A(R), gdy R -> co-, np.:1) 

Ježeli .A(R) = O(l), ,to \an\ = O(logn), 

Ježeli A(R) = 0(R% O < <x < 1, to \an\ = # fy-^— • n }. 

Ježeli A(R) = 0(R"), oc < O, to \an\ -> 0. 
Oznaczmy przez £ zbiór wszystkich funkcji analitycznych jednolist-

nych, okrešlonych w kole \z\ > 1 szeregiem postaci 

OCi . (X 

X = F(Z)=Z + XQ+^ + Ц+... (6) 
z zů 

x) Artykulów tych nie znám, bo nie zdolalem ich dotad otrzymac. 
*)' Sa. to rezultaty L. BlEBEUBACHA i K. LOWNERA, Math. Ann., 89 (1923), 

103—121. 
l ) A(R) — 0(R) oznaczá, že iloraz A(R) : R jest ograniczony. 
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Kazda funkcja zbioruZodwzorowuje WÍQC kolo \z\ > 1 wiernie na pewien 
obszar nieograniczony D, zawieraj^cy wewn^trz punkt f =. co, przy 
czym punktowi z = co odpowiada punkt f = co. 

G. GOLUSIN otrzymal w kilku swych pracach szereg wyników doty-
cz^cych funkcyj (5) zbioru 8 i funkcyj (6) zbioru27. Przytocze, kilkaz nich: 

Ježeli f(z) e 8, to —- 1 <i \az\ — \az\ <1 1,05 . . . oraz 

\an+1 — an\ <^ c * nv * logw dla TI = 2, 3, ..., 

gdzie c jest pewna, stala, niezaležna, od f(z). Przy založeniu, že obszar 
67, na jaki funkcja f(z) odwzorowuje kolo \z\ < 1, jest gwiaždzisty, . 
možná poprzednia, nierównosc zastajpic przez 

\an+i — an\ ^ C> 

gdzie C jest pewna, stala, mniejsza, od 100. 

Ježeli f(z) € Si punkty zx iz2leza, na okre^gu \z\ — r < V to 
O r 2 

min{|/(2 l)|, |/(Zí !)|}^ 

I /W+ /(«.)!-l/(гi) —/(«,)! ^ 

( 1 — r*)\zt — z2 

4r2 

(i-^)K-^l 
przy czym w obu przypadkach zachodza, równosci wtedy i tylko wtedy, 
gdy f(z) = z/(l — e^z2), z2 = — z1} arg^- = — 0/2. 

»' Ježeli *F(z) eJT, to dla každých dwu róžnych punktów z1 i z2 kota 
\z\ > 1 mamy 

log 
F(zг)-F(zг) 

-^Чl-н-)(- )l 
2° Szereg prac pošwiQcono technice efektywnego wyznaczania 

funkcji odwzorowuj^cej wiernie daný obszar na inny. Naleža, tu prače 
autorów: G. CARIER, J . HEINHOLD, H. WITTICH, P. KUFAREV i innych. 

1 A. LOHWATER i W. SEIDEL podaH prosty przyklad krzywej Jordána 
zamkni^tej G i zbioru punktów E poíóžonego na G tak, že przy odwzoro-
waniu wiernym wnQtrza krzywej G na kolo \w\ < 1 .miara obrazu f(E) 
zbioru E na okrQgu \w\ = 1 jest równa žeru, natomiast przy odwzoro-
waniu zewnQtrza krzywej G na kolo \w\ < 1 miara obrazu f(E) zbioru E 
na okr^gu \w\ == 1 jest dodatnia. 

M. BIERJSTACKI zbadal klasQ F wszystkich funkcji w = f(z) = aQ + 
+ axz + a2z

2 -f • «- regularnych w kole |z| < 1, przybieraj^cych co 
najwyžej jedna, z dwu wartosci w i cp(w), gdzie <p(w) odwzorowuje 
homeomorficznie plaszczyznQ domknie^ta, w siebie tak, že 99('oo) *= a0\ 
dowiódí przy tym, uogólniaj^c rezultaty BIEBERBACHA i EILENBERGA, že 
istniej^ w klasie F funkcje, dla których modul \ax\ osia,ga maximum 
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i že funkcje te odwzorowuja, wiernie kolo \z\ < 1 na obszar ograniezony. 
którego brzeg funkcja cp(w) przeprowadza w siebie. 

Funkcja odwzorowuj^ca wiernie obszar na kolo pozostaje, jak 
wiadomo, w šeislym zwi^zku z funkcja, Greena danego obszaru. Konstru
ujíc uogólniona, funkcje, Greena dla obszarów wielospójnych za pomoca, 
wielomianów znalazlem nowe kryterium regularnosci i nieregularnosci 
punktów brzegowych obszaru, opařte na wlasnosci ci^gów wielomianów. 

3° Niech funkcja w = f(z) odwzorowuje obszar D na plaszczyžnie 
zmiennej z = x + iy na obszar G na plaszczyžnie zmiennej w = u(x,y) -j-
+ iv(x, y). Odwzorowanie to nazwijmy quasi-conforme, gdy jest ono 
homeomorficzne i funkcje uiv zamiast równaň Cauchy-Riemanna spel-
niaja, ogólniejszy úklad dwu równaň postaci 

&i(x, y, u, V{UX, uVi vX) vy) = 0, i = 1, 2, 
gdzie funkcje 0X i @2 spelniaj^ pewne dosc ogólne warunki. 

M. LAWRENTIEW badal w dwu pracach tego rodzaju przeksztalcenia 
i dowiódl, že przy pewnych založeniach co do &i istnieje co najmniej 
3-parametrowa rodzina odwzorowaň quasi-confořme danego obszaru 
jednospójnego D na inny G. 

M. MORSE w dlužszej pracy pt. „Metody topologicznew teorii funkcji 
zmiennej zespolonej" wyložyl wyniki osia,gni^te wspólnie z M. HEINSEM 
nad ogólnymi przeksztalceniami nalézanými do klasy przeksztalceň 
wewnetrznych w sensie STOILOWA. 

4° Funkcje, f(z) analityczna, w obszarze D nazywamy za P. MOOTELEM 
funkcja, p-listnq w tym obszarze (p = 1, 2,...), ježeli každá, swa, wartosc 
przybiera co najwyžej w p punktach, a przynajmniej jedna, przybiera 
dokladnie w p punktach. Obok funkcji wielolistnych wprowadzono 
(M. BIERIŠTACKI, D. SPENCER) funkcje šrednio í>-listne i polowo p-listne, 
gdzie p jest dowolna, liczba, dodatni^. 

Funkcja f(z) nazywamy šrednio p-listnq w obszarze D ze šrodkiem 
z = a, ježeli dla wszystkich r i> 0 mamy 
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2жJ 
p(r) = — l n(rew) dtp <S p, 

— J I 

gdzie n(rel<p) oznacza ilosc pierwiastków równania f(z) = a — ré^. 
Funkcja f(z) jest polowo p-listnq w obszarze D ze šrodkiem z = a, ježeli 

R 

J-ґ 
лR2J 

ў{r) • d(лrђ <i p, dla R > 0. 

0 

Funkcje powyžsze byly badanéprzezM.BiERNACKiEGo, J . L . W A L S H X 
G. ALENITZYNA i Á, GOODMAÍÍNA. Szereg twierdzeň o funkcjach jednolist-

Sfí. 



nych daje SÍQ przeniesc z pewnymi zmianami na ogólniejsze klasy funkcyj. 
Np. funkcja w = f(z) = z + a2z

2 + . . . regularna w kole \z\ < 1 i polowo 
jednohstna ze šrodkiem z = 0 pokrywa swymi wartošciami kolo \w\ <. r, 
gdzie r > ^ (wynik M. BÍERNACKIEGO). Dlafunkcji jednolistnych w zwyk-
lym sensie r = -J-. 

IV. Interpolacja i aproksymacja. Niech b^dzie daný pewien cí^g 
trójk^tny funkcyj 

Pk,n(z)> & = 0, 1, ...,%; w = 1,2, ..., (7) 
okrešlonych we wspólnym obszarze D (np. na caíej plaszczyžnie) i ciâ g 
trójk^tny funkcjonalów Hniowych 

Tk,n(f), A = 0, l , . . . ,a ; n = = l , 2 , . . . , (8) 
których polem jest pewien zbiór Z funkcji f(z) okrešlonych w obszarze D. 
Podporz^dkujmy dowolnej funkcji f(z) zbioru Z ci^g 
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fn(z) = JThn(f) ' 2>*,HW, n = 1, 2, . . . (9) 
ifc-O 

i zapytajmy, kiedy jest on zbiežny do danej funkcji/(.z). Jest to došc 
ogólny schémat interpolacji. Wzór (9) nazywamy wzorem interpolacyj-
nym odpowiadaj^cym ci^gom (7) i (8). 

Z drugiej strony, niech be^dzie daný zwykly ci^g funkcyj {pn(z)} 
okrešlonych w obszarze D i pewien ci^g funkcjonalów hniowych {Tn(f)}. 
Szereg 

S(Z) = JTnif) • Vn(*) (10) 
n = 0 

podporz^dkowany danej funkcji f(z) nazywamy szeregiem interpola-
cyjnym odpowiadaj^cym ciâ gom {fn(

z)} - {Tn(f)}- Schémat ten obejmuje 
szeregi interpolacyjne NEWTONA, STIBXINGA, ÁBELA itp. 

1° Szereg prac ogloszonych w omawianym okresie zajmuje SÍQ 
zagadnieniem zbiežnosci, róžnych cia.gów interpolacyjnych (9) lub 
szeregów (10), zagadnieniem dla jakich klas funkcyj f(z) daný ci^g lub 
szereg interpolacyjny, odpowiadaj^cy pewnej funkcji f(z), jest zbiežny 
do tej funkcji i w jakim obszarze itp. Nálezy tu prače autorów J. IBRA-
GIMOV-M. KELDYCH, M. EWEIDA, R. BUCK, L. GOURIN, SHEN-YU-CHEN 
i innych. Np. R. BUCK rozwaža klasQ K funkcji calkowitych typu 
wykladniczego i pewien ciâ g funkcjonalów liniowych Tn(f) okrešlonych 
wklasieK i zajmuje SÍQ pytániera dla jakiej podklasy funkcyj f(z) klasy 
Kwarimek 

Tn(f) = 0 dla každego n = 0, 1, ..., 

poci^ga za sobâ  tožsamosc f(z) ~ 0. 
2° Niech {vn} be^dzie ci^giem czQŠciowym cia.gu hczb naturalnych 

i niech f(z) be^dzie funkcji regularna, w kole \ž\ < B, gdzie B > 1. 
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A. 6ELFO>TD i J. IBRAGIIVÍOV rozwažaja. pytanie, kiedy zerowanie SÍQ 
nastQpuj^cych pochodnych 

/(&)(0) == 0 dla wszystkich k róžnych od vx,v2i . . . 
/<*>(1)==0 dl&k = vuv2, ... 

pocia^ga za soba, tožsamosciowe zerowanie sie, funkcji f(z). Dowodza, 
mi^dzy ihnymi. že f(z) === 0, gdy 

„ , r vni i 1 /^ 
B > hm sup —77— r. : rr 

n-« L^i1 K — vl)[ • • • (vn — Vn-iV- J 
lub gdy {yn} jest postupem arytmetycznym % = p * ^ — I, dla n ~ 
= 1, 2,..., a f(z) jest funkcji calkowit^. rz§du < p/e. 

P. VERMES znalazl warunek dostateczny na to, by istniala funkcja 
calkowita f(z) o daných z góry pochodnych 

; f<»n\0) = an) /<V(1) = bn9 

gdzie {//M} i {vn} sčfc ci^gami rosn^cymi róžnych liczb naturalnych, a {an} 
i {bn} sa, dowolnymi cia^gami liczb zespolonych. 

M. NICOLESCO wykazal, že každá funkcja trzech zmiennych u(x, y, z) 
harmoniczna w obszarze ograniczonym domknie^tym daje SÍQ jednóstajnie 
przybližac przez wielomiany harmoniczne. Metoda dowodu, oparta 
na wzorze Greena, jest analogiczna do metody ̂ dowodu twierdzenia 
RUNGEGO o przybližaniu funkcyj analitycznych przez wielomiany. 

W kilku prácach (S. BERKSTEIN, J . WALSH) badáno zagadnienie 
najlepszej aproksyřnacji funkcji przez funkcje pewnej klasy (wielomiany, 
funkcje calkowite). 

Koňcz^c wspomnQ jeszcze o pewnej metodzie aproksymacji funkcji 
rzeczywistych zmiennej zespolonej f(z) -przez funkcje harmoniczne. 
Metody te przedstawiQ na obecným Zježdzie w osobným komunikacie. 

Résumé. — Streszczenie. 
Les problèmes de la théorie des fonctions analytiques dans les 

travaux récents. 
FRANCISZEK LEJA, Krakôw. 

L'auteur donne une revue des problèmes de la théorie des fonctions 
analytiques, traités dans les travaux qui ont été analysés dans Mathe-
matical Beviews durant Tannée 1948. Le nombre de ces travaux monte 
à 220. Pour faciliter la revue, les problèmes sont classés en quatre groupes: 
1° les fonctions quelconques, 2° les fonctions bornées, 3° la représentation 
conforme, 4° l'interpolation et l'approximation des fonctions. 

La plupart des résultats nouveaux obtenus dans la période mention
née se ramènent à l'extension et à la généralisation des résultats connus. 
Les problèmes de l'approximation des fonctions et ceux de la représenta
tion conforme ont été les sujets les plus fréquents. 
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