Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Eduard Cech

Geometrie projective differentielle des correspondances entre deux
espaces. I

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 74 (1949), No. 2, 32--48

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123060

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1949

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/123060
http://project.dml.cz

GEOMETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIELLE DES CORRES-
PONDANCES ENTRE DEUX ESPACES. I.

EDUARD CECH, Praha.

. Une correapondance entre deux espaces linéaires & n dimensions
S et S est déterminée si 'on connait les expressions des coordonnées
homogenes du point 4 de I’espace S, ainsi que celles des coordonnées
homogeénes du point correspondant B de I’espace S,’, en fonctions (que
nous supposerons analytiques) de n paramétres (uy, ..., u,) = (u)
(coordonnées curvilignes) que nous nommerons paramétres Principaur
pour les discerner des parameétres secondaires dont nous parlerons plus
loin (v. § 5). Nous supposerons que I’on a, pour toutes les valeurs consi-
dérées de (u)

04 04 :
[A ou,’’ aun] +0, (L.1)

OB oB :
[BEZ“”EJ*O' (1,2)

Nous n’examinerons que des propriétés locales d’une correspondarce.

Pour des valeurs données de (u), soit K une correspondance homo-
graphique entre S, et S, telle que

KA = B. (1,3)

Nous appellerons K homographie tangente & la correspondance donnée
(correspondante aux valeurs choisies de (u)) si, pour chaque courbe
régulidre I' de I’espace S, issue du point 4, les deux courbes I et K1 ont
un contact analytique du premier ordre (au moins) au point B, ol I"
et KI"sont lesimages de I"respectivement dans la correspondance Studiée
et dans I’homographie K. Pour trouver l’expressmn d’une homographie
tangente, choisissons I'indice (1 < < n) et varions le paramétre u;
en laissant fixes tous les autres paramétres u(l < r< m, r %= 1). Alors
le point 4 déerit une courbe I'; de I'espace S, et le point correspondant B .
décrit une courbe I’ de 1’espace S, Outre I'/, nous avons encore
dans S, 'image KI',- de I'; dans l’homographie K. Condition nécessaire
et suffisante pour Je contact analytique de Iy’ et KIy au point B est
qu’il existe un nombre 4; tel que 'on ait, pour les valeurs données de (u)

.. 04 oB
K au,- ou;

(1,4)

Inversement, donnons nous arbitrairement » nombres 4; (1< 45 n)
et envisageons ’homographie K déterminée par les équations (1,3)
et (1,4); K n’est pas singulitre en vertu de (1,1) et (1,2). Il est facile de
voir que K est une homographie tangente. En effet, une courbe I de
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lespace 8, est donnée en exprimant les parameétres principaux en foncti-
ons d’une variable auxiliére ¢ de facon que les (u) prennent les valeurs
initiales données pour ¢ = ¢,. Les deux courbes I” et KI™ont alors un
contact analytique en B, puisqu'on a pour ¢ = £,, en vertu de (1 ‘3) et
(1,4),
ka=8 k2 _9B_ )p oui= }j L-d“*
: e dt

On voit que l'homographie tangente n’est pas déterminée uni-
voquement en fixant les valeurs de (u), car elle dépend encore de =
paramétres arbitraires A,(1 < ¢ < #). Parmi les homographies tangentes,
il existe toujours-une (et une seule) affinité tangente. Si ’on emploie |
des coordonnées non homogeénes, ’affinité tangente s’obtient évidemment
en choisissant 4; = 0 pour 1 < 1< a.

2.. 11 est possible de fixer, pour les valeurs données de (u), une
homographie tangente bien déterminée par voie intrinséque. D’aprés
(L,1) et (1,2), on peut soumettre les facteurs arbitraires de coordonnées
homogeénes des deux points 4 et B & la condition

24 04 oB oB =
— ., —|=|B —,...,— . , 2.1
[A ou,’ ’au,,] [ Cou,’ ’aun] S ’ )

qui est évidemment intrinseque. L’homographie tangente partieuliéfe
K, donnée par
04 0B
= —_— << 2,2

K,A = B, K, u. - Pu I1sisn) (2,2)
est alors univoquement déterminée. Car il est clair, en premier iieu, qﬁé
K, ne dépend nullement du choix des coordonnées curvilignes. En second
lieu on a, en conséquence de (2,2),

4 B). . _ .
Ked) = o8 K, 22D HD: g iy

a’llﬁ 8uz = =

pour chaque choix de o, de maniére que K, reste inaltérée en remplacant
A par pA parce que, pour ne pas violer la condition (2,1), on doit remplacer
simultanément B par pB. A vrai dire, condition (2,1) reste inaltérée
encore si, en ne pas changeant 4, on remplace B par eB, ou &t = 1,
mais cela n’a point d’importance puisqu’il est clair qu'on peut, sans
changer géométriquement (c’est-a-dire & un facteur de proportionalité
'prés) 'homographie KO, remplacer la condmon (2,1) par la condition
un peu plus générale

04 04 oB 8Bl - -t d
[A aul o 57”] = c[B%; ,...., a—un], (2,3)

ol ¢ est une constante. L’homographie K, qui vient d’étre définie sera
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appelée I’homographie locale de la correspondance considérée (oorres
pondante aux valeurs choisies des paramétres principaux).

Pour un choix tout-a-fait arbitraire des facteurs des coordonées
homogenes des points 4 et B on a toujours une équation de la forme
(2,3) & cette différence prés que ¢ peut étre variable avec les («). L'homo-
graphie locale K est alors donnée par les équations

o4 (oB)
B = ur 1< i ),
ol la valeur de g est donnée par
o4 o047 d(oB) o(oB) |
[.4-8-&—1' 3—17;] = [QB, 3’(,61 y sty aun ,
1

ce qui donne g = ¢**1, En changeant le facteur numérique inessentiel
de K, on obtient

K.,4A =B, K

K,A = B, K,

04 0B 1 ologe-
°6u -_3_u7+n+l ou;
la valeur de ¢ étant donnée par (2,3).

3. Dans ce paragraphe, supposons que n = 1, c’est-a-dire qu'il
g’agit d'une correspondance entre deux droites. Fixons les facteurs des
coordonnées de 4 et B de maniére & avoir (2,1), ou bien

Bl<i<n), (24)

d4 dB
[AH] = [Ba;;]. (3.1)
En différentiant, on obtient )
dz4 d*B
[A duz] [B du2] (3.2)
Or, puisque » = 1, on a des relations de la forme
dz4 dd d2B dB
| .—@?ﬂlfl%-,ua—;, T 2A+u-d— (3,3)
et les équations (3,1) et (3,2) donnent
po=u' (3:4)
L’homographie locale K, est donnée par (2,2), ou bien
d4 dB
K,A =B, K,— I = an (3,5)

et il résulte de (3,3) et (3,4) que
dz4 d:B

T = diE + (A—4)B. ‘ (8,6)



Les équations (3,5) et (3,6) expriment qu’il a un contact analytique
du second ordre entre le lieu du point B (image de 4 dans la corres-
pondance considérée) et Ie lien du point KA (image de A dans I’homo-
graphie K;). Pour cette raison nous appellerons, pour n = 1, K, I’homo-
graphie osculatrice de la correspondance considérée (pour une valeur
donnée de (u)).

4. Retournons au cas général de n > 1. Plus haut, nous avons
donné une définition analytigue de ’homographie locale K,. Une défini-
tion géométrique de K, restreinte au cas n = 2, a été donnée par moi
en 1931 dans Pouvrage G. Fusint et E. Crcr, Introduction & la géométrie
projective différentielle des surfaces, p. 189. Pour n quelconque, une
caractérisation géométrique projective de K, découle des considérations
du §11. Or il est intéressant d’observer une propriété caractéristique
centro-affine de K,, qui est bien simple. Nos espaces projectifs S, et S’
peuvent étre envisagés comme des espaces dont les ,,points‘‘ sont les
droites issues de I’origine dans deux espaces-affines & n 4 1 dimensions
Ly, et Lyy,’. En fixant d’'une maniére quelconque les facteurs des
coordonnées homogenes de A et B et en considérant ces coordonnées
comme des coordonnées non homogeénes dans L,., et L,4,’, nous
obtenous une correspondance entre Ly, et L,+," en associant au point
tA de Ly, le point ¢B de Ly4,'. Cette correspondance entre deux espaces
affines posséde la particularité que l'image de chaque droite issue
de P’origine est une droite issue de 1’origine, la correspondancé entre ces
deux droites étant affine et I'image de l'origine étant ’origine. Une
particularisation ultérieure de la correspondance entre Lyy, €t Ly, est
éxprimée par la condition (2,1). Si elle est satisfaite, K, donnée par (2,2)
est, en coordonnées non homogeénes, I’affinité tangente & la correspondance
entre Ly, et Lyy,". L’homographie locale de la correspondance entre
Sy, et S’ résulte en projetant de 1'origine cette affinité tangente. Il ne
s'agit donc que de linterprétation centro-affine de la condition (2,1)
ce qui est presque évident. Condition (2,1) dit que le volume du (= + 1)-
simplexe dans L,4; dont les sommets sont 1'origine et n positions infi-
niment voisines de 4 est égal, en négligeant les infiniment petits d’ordre
n + 1, au volume de 'image du simplexe dans Ly, 1.

Les homographies locales seront dans ce qui suit seulement I’objet
de quelques remarques occasionnelles. Pour cette raison on ne supposera
pas en général la condition (2,1) remplie. Dans ce Mémoire et dans ceux
qui allons suivre, nous étudierons d’une maniére detaillée une homo-
graphie tangente quelconque K, donnée par les équations (1,3) et (1,4),
ott les 4; (1 < 4 < n) sont des fonctions arbitrairement choisies des para-
metres principaux.

5. Dans ce qui suit nous emploieront les méthodes puissantes
créées par ’éminent géomeétre M. E. Cartan. Dans l’espace S,, nous
choisissons un repére 4, 4, ..., 4,, dans I’espace S, un repére B, By, ...
..., By. Les premiers sommets 4 et B des deux reperes forment toujours
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un couple de points associés dans la correspondance étudiée entre §,
et S, de maniére que les rapports des coordonnées homogenm de A et
de B sont des fonctlom bien déterminées des parameétres principaux (u),
tandis que les facteurs de ces coordonnées restent arbitraires. En ce qui
concerne les autres sommets 4, ..., 4,, By, :.., By, outre les conditions
évidentes

[A4,,..., 4,0 £0 % [BB,, ..., B,) BRCRY)

nons les soumettons encore & la condition que I’homographie K donnée
par : o : g
: K4 =B, KA, = B,, ..., K4, = B, (5,2)
soit une homographie tangente i la correspondance envisagée. Les coor-
données homogénes de A4, 4,,...,4,, B, B,,..., B, dépendent alors
des n paramétres principaux et, en outre, d’un certain nombre de para-
métres secondaires. Sansla condition relative & I’homographie K, lenombre
des paramétres secondaires serait 2 + 2n(n + 1): les deux facteurs
de A et B et toutes les coordonnées 4, ..., 4,, By, ..., B,. Si 'homogra-
phie tangente était (pour des valeurs données de (u)) univoquement
déterminée, alors la condition relative & K diminuerait le nombre des
paramétres secondaires de wn(n + 1) unités (4, 4,,..., 4,, B étant
fixes, les coordonnées de B, ..., B, seraient complétement déterminées).
En réalité, pour des valeurs données de (u), 'homographie tangente
dépend encore de n constantes arbitraires, ce qui augmente de n unités
le nombre des paramétres secondaires. En définitive, ona

24 2.+ 1) —n(n 4+ 1) + n =2 + n(n + 2)

paramétres secondaires et le nombre de tous les paramebreq (prmmpau‘(
et secondaires) est n + 2 + n(n + 2) = (» + 1)(n —+ 2).

On a les équations fondamentales

d4 = wgd + comA1 + 4 ogpdn, (5,3)
dd; = wipd + oad; + .1+ opds (1SS ), (5,4)
dB = woB -+ 0y By + .. + WenBu, L (5,5)
dB; = wB + wyB; + ... + OBy 1L i< n), (5,6)

les wiz, c’odb.(O < 4, k< n) étant des formes de Pfaff en tous les (n + 1) .
.(n+2) paramétres Par différentiation extérieure, on en déduit les
équations de structure

[dwuc] = [wiwer] + [wiow] + - + [winwnt], | (5,7)
[doa] = [@g0r] + [0uowr] + ... + [Dinonr], (5,8)
04, k< n).

" Parmi les 2(n + 1)2 formes de Pfaff wiz, Wi, il en d01t exister ]ustement
(n 4 1)(n + 2) linéairement mdependantes de fagon qu'il existe n(n+1)
relations linéaires que 'on obt1ent en exprimant que K soit une homo-



graphie tangente Selon (5,2), (5,3) et (5,5) on a

KA =B, KdA = dB + (Wgp — Do) B + (woy — @o1)B; +
+ -+ (wgn — @gn)Ba.
Pour que K soit une homowraphle tangente, il faut et il sufflt que
K d4 — dB soit proportionnel & B ce qui donne le premier groupe de n
relations linéaires -

: W1 = Wogs «--5 Ogn = Wgn- (5,9)
Les n? relations linéaires restantes s’obtiennent par différentiation
extérieure de (5,9). Mais auparavant introduisons des nouvelles formes
de Pfaff en posant

) Wi = Wip —'r Tik (0 _S__ i, ]G é n). (5,10)
En outre posons, pour simplifier, '

‘ Wy = Wy, -+ ., Wop-== Wy, (5,11)

de maniére que les formules (5,3) et (5,5) s’écrivent
' "4 = wopd + w014y £ .. - ey, (5,3
dB = wgoB + 0By + ... + w,B,. : " (5,5)
Remarquons que, les valeurs des péramétres principaux (u) étant fixées,
la position géemétrique de 4 est bien déterminée et vice versa. Il en
résulte, d’aprés (5,3)', que w,, ..., w, sont n combinaisons linéaires mdp-

’ pendantes des différentielles des n pammetres PrinCIpau.
-.Ceci étant; la différentiation extérieure de (5,9) donne

- w173 — Too] + [w5T5] + .- + [@wnTns] = O, )
[601"{12] + [woT2 "‘}'oo] + oo + [WaTps] = 0, (5,1

[mirln] + [057on] + -+ + [@nTnn — Too) = 0. J :
D’aprés le lemme bien connu de E.CarTAN, il résulte de (5,12) Iexistence

de n formes qua.dla,thues en wy, ..., Wy

NN

. -~ : .

= > Zcmmrw8 (1 < i< m), (5,13)

r=1s8-: o - . .

ol I'on a done '
N - - C)I'K == C’zr (l - ia ')', S :<:‘-_ 72)
- telles que _ ’ ,
L U 2P 4 =

! B.Q = z CrsT0s = JE T Too 'poul ren © (5,15)

B awy o Ty, pour t == 7, 2l

1<, r n.

(5,15) sont les n? ulteneures relations linéaires entre nos formes de Pfaff:

Les expressions £; jouent un réle fondamental dans la géométrie

projective différentielle des correspondances entre deux espages. Nous
en donnerons la signification géométrique au § 9.
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6. Puisque nous employons des coordonnées homogénes, la multi-
plication de tous les points 4, 4,, ..., 4, par le méme factuer scalaire
0 =0 et celle de tous les points B, By, ..., B, par le méme facteur
scalaire ¢ == 0 n’a aucune signifitation géométrique de fagon qu’on
peut remplacer la condition (5,1) par la condition plus forte )

(44, ..., 4,) =1=[BB,, ..., B,). (6,1)

Ceci sont deux relations fonctionnelles entre les paramétres qui diminuent

le nombre des paramétres secondaires de deux unités & n(n + 2) et le

nombre de tous les paramétres & n(n + 3). Les relations (6,1) conduisent

4 deux relations linéaires entre nos formes de Pfaff qui s’obtiennent en
différentiant (6,1) ayant égard & (5,3) — (5,6). On obtient

Woo + W11 + .-+ Wpn = Wop + Dyy + -+ Dpn = 0, (6,2)

d’on '

Too+711+- + Tpn = 0. (63)

La validité des relations (6,1)—(6,3) peut étre supposée toujours, mais
nous ne le ferons que quand cela simplifiera les formules.

Si, au lieu de :
, 4,44, ..., 44, B, By, ..., B,
on introduit

od, pdy, ..., 045, 0B, 0By, ..., 6By,

alors les formes de Pfaff wi, @i, 7ix (0 < 4, & < g0 = k), en particulier

les wy, ..., w, restent inaltérées. Les ,,formes diagonales* wy;, i, T
(0 < 7 < n), par contre, doivent étre remplacées par . ‘
' do _  do do  dp
Wi+ —, Wi+ —, T+ ———.
e o o e

Les différences entre les formes diagonales wy — wqg, wn woo, Tii— Too
ne sont pas changées. Puisque les facteurs g, o n’ont aucune signification
géométrique, nos formules contiendrons en général seulement les diffé-

rences entre les formes diagonales de maniére que, en général, les rela-.
tions (6,1)—(6,3) n’introduisent aucune simplification.

7. En définissant ¢ comme dans (2,3), on a évidemment
[Adi4, ..., d,4] = ¢[Bd;B, ..., d,B],

ol tous les dy, ..., d,, sont des symboles de dlfferentmtlon D’apres (5,3),
(5,5) et (5,9) on en obtient

[4d,, ..., A,] = ¢[BB,, ..., B]

ce qui donne par différentiation

de .
T+TOO+711"T'"'+ Twn = 0. (7.1)

3 ' .



Or pour ’homographie locale K, on a selon (2,4)
. 1 de
D’apres (5,3)', (5,5)" et (7,1) on ob?ient donc
K,A = B, Ko(wlAl‘ + .+ co,, Ay) = wB; + ... + wpByp —
~n + 1 121 (Ts — Too
ce qui donne, d’apres (5,15),

1 n
Kd = B, Kods = Bi—iy S 0.B. (1,2)
r=1

En particulier on a K, = K, K étant définie par (5,2), si et seulement
si
H .
Z (Tiis — Tgo) = 0 (7,3)
i=1
ou bien
n
> ¢}; =0 pour 1<K n. (7,4)
r=1
Sous la supposition (6,3), donc en particulier sous la supposition (6,1),
on peut donner & la condition (7,3) la forme trés simple
Too = 0. (7,5)

8. Nous introduirons parfois un symbole de différentiation § sous
lequel les paramatres principaux sont considérés comme des constantes;
¢ est done un symbole de différentiation par rapport aux parameétres
secondaires seuls. On a

ou, = ... = du, = 0,
d’ott -
W(d) = ... = wy(d) = 0. (8,1)
Posons
wir(0) = e, Tix(0) = ti, (8,2)
0< i, k< n),
de maniére que
) €gy = ... == €gp =boy = ... = Ly = 0. (8,3)
D’apres (5,15) on a
: teo pour @ =r,
00
i = { 0 pour 7 ==71; 8,4)
1 i, r< n).

- 9. Ces préliminaires posés, nous allons introduire une notion d’im-
portance capitale dans la géométrie projective différentielle des corres-.
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pondances entre deux espaces. Les notations étant telles qu’au § 5,
chaque systéme de valeurs de (wy, ..., w,) peut étre considéré comme un
systéme de coordonnées homogénes d’une droite

[A wlA + .+ w, n] = [A d"i] 9, 1)

de I'étoile A dans l’espace Sn et, en méme temps, comme un systéme
de coordonnées homogenes d’ une droite

[B,w;By + ... + w,B,] = [BdB] - (9,2)

de ’étoile B dans U'espace 8,,'; voir (5,3)" et (5,5)’. Nous parlerons simple-
ment de 1a droite (wy, ..., wn) dans S, — &’est la droite (9,1) — et de la
droite (wy, ..., w,) dans 8,” — c’est la droite (9,2). Evidemment, si (9,1)
est la tangente en 4 & une courbe I tracée.dans Sy, (9, 2) est la tangente
en B A llma,cre I” de I' dans la correspondance envisagée. Les deux
droites (9,1) etr(9, 2) correspondent aussi 'une & 'autre dans l’homographie
tangente K. Remarquons que, quoique (v. (1,4)) ’homographie tangente
dépend de n constantes arbitraires 4, ..., 4,, la partie de I’homographie
tangente relative aux étoiles 4 et B est déterminée sans ambiguité.

Ceci étant considérons, simultanément dans 1’étoile 4 de I’espace S,
et dans l'étoile B de l’espace S,’, la transformation quadratique (en
général non birationnelle!) portant.la droite (wy, ..., w,) dans la droite
(.Ql, ey £2,), ol les valeurs de (2, ..., 2,) sont données par (5,13).
Remarquons que, pour des valeurs donneea des parametres principaux,
notre transformation quadratique n’est pas encore complétement déter-
minée. Cependant, si ’on fait un choix de ’homographie tangente K
et qu’on prenne les deux repéres 4, 4,, ..., 4, et B, By, ..., B, de fagon
que K soit donnée par (5,2); alors la transformation quadratique est
completement déterminée. Cela résulte de la signification géométrique
de la transformation; d’ailleurs, il est aisé de le vérifier par le calcul;
v. § 10. Nous appellerons la transformation

, (@15« ©On) = (Qg, .., 22) (9,3)

1& transformation K-linéarisante de la correspondance envisagée. Nous
noéhimerons aussi la droite (Ql, ..., 82,) la droite K-linéarisante de la
droite (wy, ..., w,). Chaque] droite parmcuhére (®y, - .., 0,) pour laquelle

[=...= Q = 0 sera nommeée droite K- prmczpale, droite caractéristi-
que est chaque droite (wy, ..., w,) telle que

R0, = Wy ...y,

Nous ne disons pas -K-caractéristique, puisque la.notion de droite
caractéristique est indépendante du choix de K; il faut d’ailleurs consi-
dérer chaque droite K-principale comme une droite caractéristique
particuliere. '
Passons & expliquerla signification géométrique de la transformation
K:linéarisante! Si le point 4 déerit une courbe I" dans l'espace S, et le
point correspondant B une courbe [” dans ’espace S,’, on a tout d’abord

\
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les équations - : ‘
KA = B, Kd4 = dB—7,,B (9,4)

mettant en évidence le contact analytique du premier ordre des deux
courbes I et KI" au point initial B. En différentiant les equatlons (, 3)
et (5,5) et ayant égard & (5,4) et (5,6), on obtient

d24 = (dwOQ + w002 + zwiw’LO)A +
1=1
+'z1(dwi + wiwiy +Zzlwkwki>Ai’
i= . V=
A2B = (dgy + @go? + _Zlcu@io)B -

n n
+Z] (deo; + w@io'-t Zl wi0yi) Bi;
i=1 } =
faisant usage de (5 2) et (5,10), on obtient

Kd2A — 2B — Z (@iToy + Zwksz)Bz (.)B, -

ou le ooefhment de B ne nous 1nteresse pas.
D’apreés (5,5) on peut aussi écrire

K d24 = d2B— 270 dB + z (@iTop — 2 wmz)Bz —()B
et enfin, falsant usage de (5,15), ' .
n .
K d24 = d2B — 27, dB — > 2;B; — (.)B. (9,5)
. i=1

Des équations (9,4) et (9,5) on voit d’abord que condition nécessaire

et suffisante pour le contact analytique du second ordre des deux courbes
I et KT au point initial B est que la tangente & 1" (ou a I'') soit une droite

K-principale. Ensuite on voit que condition nécessaire et suffisante pour

un contact géométrique du second ordre des deux courbes I'' et KI" au point

initial B est que la tangente & I" (ou & I'") soit une droite caractéristique.

Supposons enfin que la tangente & I (ou & I'") ne soit pas caractéristique.

Alors Yordre précis de contact de I” et KI" au point initial B est égal

- a I'unité. Cependant, choisissons un point ¢ différent de B sur la droite
K- hneamsante de la tangente & I de’ mamere que [BC] est proportion-

nelle & [B, ZQ +Bil; chorsxswns aussi, dans l’espa.ce S, un hyperplan H

qui ne passe pas par le pomt C. Alors les pro;;ectwns des deux courbes I
et KI' ont un contact analytique du second ordre au point initial, ce qui
donne la signification’ géométrique cherchée de la droite K Jlinéarisante.
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Pour le voir clairement, on peut choisir le systéme de référence de maniére
que C soit le point (0, ..., 0,1) et que I’équation de H soit @p+; =0;
alors la projection du point (zy, . .., Z,4,) est simplementle point (@y,. .., %n)
“et, le bar désignant 'omission de la derniére coordonnée, il résulte de

(9,4) et (9,5) que

KA = B, KdA = dB —7,,B,

K 424 = d®B — 27,,dB — (.)B,
ce qui met en évidence le contact analytique du second ordre des deux
projections.

Des équations (9,4) et (9,5) il résulte

K[A4 dd d24] = [B dB d*B] — [B dB >.2;B]. (9,6)
i=1

Si la droite (wy, ..., w,) est caractéristique, I’équation (9,6) est simple-
ment
K[4 d4 @A) = [B dB d*B). (9,6)’

Donc pour les courbes I' dont la tangente aw point A est caractéristique,
Vimage I de I' @ un point &’inflexion en B si et seulement st I' a un point
d’inflexion en A et, si Vinflexion n’a pas liew, les plans osculateurs & I'en A
et & I en B correspondent l'un a Uautre dans Uhomographie tangente;
il s’agit ici seulement de la partie de 'homographie tangente relative
aux deux étoiles 4 et B- qui est indépendante des constantes A, ..., 4,
figurant dans (1,4). I’état des choses est complétement différent si la
tangente & I" en 4 'n’est pas caractéristique. Pour une droite (wy, ..., wy,)
non caractéristique, il existe un plan

n n
(4, Zlma.-, 2.2i45) : (9,7)
. . i= i=1
dans P’espace S, et le plan correspondant '
n n
(B, Z{»iB.;, 2 2iB;] (9,8)
i=1 . i=1
dans I'espace 8,’; chacun de ces deux plans joint la droite (wy, ..., @)
de’espace considéré avec la droite K-linéarisante de la droite (w,, ..., wy).
Chacun des deux plans (9,7) et (9,8) sera nommé plan linéarisant de la
droite (wy, ..., wy,); nous disons linéarisant au lieu de K-linéarisant parce

" que cette notion est indépendante du choix de I’homographie tangente K.
Ceci étant, on déduit de (9,6) le résultat suivant: (9,1) et (9,2) étant
un couple de drovles correspondantes non caractéristiques, st I' parcourt
Vensemble des courbes de Uespace Sy, passant par A dans la direction (9,1),
son vmage 1" parcourt I’ensemble des courbes de Uespace S, passant par B
dans la direction (9,2). 811" aun point &’ inflexion en A4, alorsle plan oscula-
teur a I'" en B est le plan lindarisant de (9,2); inversement, si I'' a un point
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d’inflexion en B, alors le plan osculateur & I' én A est le plan linéarisant
de (9,1). Pour toutes les courbes I' ayant en A la tangente fize (9,1) et dont
le plan osculateur en A est le plan lindarisant de la tangente, les courbes I
correspondantes ont en B la tangente et le plan osculateur fize, le plan
osculateur étant le plan lindarisant de la tangente. Cependant, si I" parcourt
. Uensemble des courbes ayant en 4 la tangente (9,1) et le plan osculateur
fizes de maniére que le plan osculateur soit différent du plan linéarisant
de la tangente (ce qui exige n > 3) Uensemble des images I'" de I', tout en
ayant en B une tangente fize (9,2), a en B le plan osculateur variable dans.,
un sous-espace lindaire & trois dimensions de S,'. Ce plan osculateur
déerit un faisceaw dont Uaze est la tangente (9;2); le plan linédrisant de (9,2)
fait partie du faisceauw; il correspond aux courbes I" ayant une inflexion
en A.

10. Pour voir comment la transformation K-linéarisante dépend
du choix de I’homographie tangente, nous choisissons une homographie
tangente fixe K et supposons que les reperes 4, 4,, ..., 4, et B, By, ...
..., By soient tels que K soit donnée par (5,2). Ilrésulte de (1,4), (5,3)",
et (5,5)" que I’homographie tangente K* la plus générale est donnée par

K*4 = B, K*4;= B;—u;B pour 1< i< n (10,1)
de maniere que ‘
(K*—K)A =0, (K*—K)d;=—wB. (1L i< n).

Il en résulte que

(K* — K)d4 = — D uw; . B,
=1

(K* — K) d24 = — (.)B,

ou la valeur de (.) ne nous intéresse pas. Aux équations (9,4) et (9,5)
correspondent alors les équations '

K*4 = B, K*dA4 = dB — (vgy + 2 uio3)B,
) . el
K*d24 = d?B — 2(100 + Zﬂi'l)i> dB —
1=1

— 2, (2 — 202 o) Bi — (.)B.

On en déduit aisément que la transformation K *-linéarisante est donnée
par ’

(@ - s Wn) = (D) — 20,0, ..., 2y — 20,9, (10,2)
ou
& = > . o (10,3)
ie=1
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Il. Il résulte de (5,13) et (9,3) que la transformation K-linéarisante
est donnée par : ) '
n N .
Wi~ X c:'sa)rws (1_§__"L__<___7L) ’ (1 L1)
r=1 8=1 .
oit ¢y = sy, ’homographie tangente K étant donnée par (5,2). En con-
sidérant les w;comme des quantités contrevariantes, c,; est un tenseur
4 deux indices 7, s covariantes et & un indice 7 contrevariant. Le tenseur

¢ys, Symmétrique dans les deux indices covariants, n’est pas univoque-
ment déterminé par la correspondance entre les espaces S, et S,’. Méme
pour un choix bien défini de I'homographie tangente K, on peut encore

remplacer c; par )
Acrs; - (11,2)

et si onremplace ’homographie tangente (5,2) par une autre ho;llographie
tangente (10,3), il résulte de (5,13), (10,2) et (10,3) qu’il faut remplacer
Cre par . ‘ :

Cis - :,us - 6;:#7; (11,3)
ou 6, est le symbole de Kronecker (6:: =1, 6i = 0 pourt == r). '
On peut se débarasser de l'indétermination (11;3) du tenseur ¢y,

‘en. supposant que K soit I’homographie locale. Ceci est exprimé par la
condition

n v
Sepi =0 pour 1 <0< n. ‘ (7.4)
r=1

Les équations (7,4) expriment une propriété algébrique invariante
de la transformation K-linéarisante relative au cas ou X est ’homographie
locale; il serait aisé d’énoncer cette propriété en termes purement géo-
métriques, ce qui fournit une interprétation de la notion d’homographie
locale. Pour n = 2, nous sommes conduits & une notion classique. En
effet, pour n = 2, (11,1) est ce qu’on appelle une correspondance (1,2)
entre deux faisceaux de droites. Les droites caractéristiques sont données
par I’équation cubique

. 2
C1i'w,? + 20" 0,0, + Cor'wyw; ’
cw0,% + 263,%0,0, + Cp’wo 0y | = 0. (11,4)

Or on vérifie sans peine que, pour » = 2, les équations (7,4) signifient
tout simplenient que la transformation (11,1) est la polarité par rapport
& la forme cubique apparaissant dans Téquation (11,4). Les conditions
(7,4) constituent donc une généralisation de la notion de polarité par
rapport & une forme cubique binaire. Il semble que cette généralisation
n’a pas été étudiée jusqu’a présent. .

12. Disons encore quelques mots sur le cas simple n = 1. Nous
avons déja vu au § 3 que 'homographie locale est, pour » = 1, 'homo-
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graphie osculatrice. Supposons que les repéres 4, 4,; B, By sment tels
que I’homographie osculatrice soit donnée par : :

KA =B, K4, = B,. Coag
Condition pour qu’il en soit ainsi est (7,3) pour #n = 1, ¢’est-a-dire
’ T — Too = 0. : (12,2)

_Le% equauons fondamentaleq (5,3)—(5,6) sont alors

dA = (,UooA' + a)lAl’ dB = (a)oo + Too)B + a)lBl; (12 ?)
dB = wod + w3 4;, dB = (w9 + T10)B + (w13 + Too)By- "

Par différentiation extérieure de (12,2) on obtient [w,71] = 0, d’ott il
résulte que 7,y = xw, et t;, = 0. En outre on a [dw,] = [wyy — w1,0,],
[dry0] = [T10®We0 — 5], ce qui donne dw, = — (&y; — €go)wy, OTy0 =
= (&, — €49)v; €t par suite

O(Tyowy) = d(avew;®) = 0.

Lexpression 1500, = xw, a donc la méme valeur pour chaque choiz de
repéres satisfaisant & (12,2); nous la nommerons élement différentiel
projectif de la correspondance entre deux droites. Pour une correspondan-
ce homographique 1’élément différentiel projectif s’évanouit identi-

quement. Inversement, si 7,, = 0, on déduit de (12,1) et (12,3) que -
dK . A = 79y B, dK .A; = 7y¢By;

on en conclut que ’homographie K est fixe, si on néglige un facteur
numérique inessentiel. Comme KA = B la correspondance envisagée
coincide alors avec I’homographie X.

13. Retournons au cas général de » > 1. Le cas le plus simple est
celui ou chaque droite issue de 4 est une droite caractéristique. Si cela
a lieu pour chaque position de 4, alors, puisque les inflexions se conser:
vent dans les directions caracterlsthues I'image de chaque droite est
une droite. Il est bien connu que ceci entraine (pour 7 > 1!) que la. cor-
respondance est homographique. Nous allons le vérifier par le calcul
Notre supposition signifie que tous les déterminants de la matrice

(Ql " Q)

Wy ... Wy

sont identiquement nuls. Il s’ensuit existence d’une forme de Pfaff
n

19 = Z,u,;n)i

. i=1
telle que
' : Q; = 2w pour 1 S i< n.

Ma\s aJora on. voit. de (10,2) qu'il existe une homographie tangente K
- telle que chaque droite issue de A est K-principale. SiI'on choisit les
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repéres de mamére que K ait la forme (5,2), ona £; = Opour 1 < 1+ < n.
On peut encore supposer la validité de (8,3). Ensuite il résulte de (5,15)
que 7 = 0 pour 1 < 4, k < n ainsi que 7y, = 0. Les équations de struc-
ture (5,7) et (5,8) donnent alors

[Tigwz] =0 pour 1 < 4, k< n. (13,1)

Puisque 7 > 1, nous avons pour chaque 4 (1 <4< n) au moins deux
valeurs différentes de k telles que [75wz] = 0. Ceci exige que 7 = 0
pour 1 <4< n. En résumé, on a 74 = 0 pour 0S4, k< n. Or en
différentiant (5,2) on obtient, dans tous les cas,

dK . A = 14, dK . A; — T0d + Zzz,,a,,

de sorte que, dans le cas actuel, on a dK . X = 0 pour chaque point X,
ce qui veut dire que ’homographie K est fixe. Puisque K4 = B, la
correspondance donnée est homographique.

Dans la suite de ce Mémoire, nous allons étudier successivement
différents types de correspondances entre deux espaces définies par des
propriétés diverses des transformations K-linéarisantes.

*

Vytah. — Résumé.

Projektivni diferencidlni geometrie korespondenci mezi dvéma
prostory. l. -

EDUARD CECH, Praha.

Korespondence mezi dvéma n-rozmérnymi linedrnimi prostory S,
a S,’ je uréena, jsou-li homogenni soufadnice sobé pfisluSnych bodd 4
v prostoru S, a B v prostoru S,” vyjddfeny jako funkce n parametri
(Ugy « -+ Un) = (w). PH danych (u) nazveme tednou kolineact dané kores-
pondence kaZdou kolineaci K mezi ob&ma prostory S, a S,’, pro kterou _
plati pti pevnych (u) a pii pevné zvolenych (4,, ..., 4,) = (4)

o4 oB .

P¥i danych (u) zavisi tedy tednd kolineace je¥ts na n parametrech (1).
Charakteristickd vlastnost kazdé tedné kolineace jest, Ze realisuje ana-
lyticky styk obou prostori; to znamend, Ze pro kazdou kfivku I” prostoru
Sy, jdouci bodem 4 obrazy kfivky I" p¥i dané korespondenci a pii koli-
neaci K maji mezi sebou v bodé B analyticky styk. Mezi tednymi koli-
neacemi K je vyznadnd lokdlni kolineace K,, kterd je pii danych (u)
jednoznalné urdena. Jestlize faktory homogennich soufadnic jsou
zvoleny tak, Ze
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o4 04 oB dB
A— B_—.. -—
[ du, " 6un] [ ou, 6%]’ 2
potom pro lokalni kolineaci K, plati jednoduse

KA = B, K,,gA o8 (1<1,<n) ' 3)

Pro n = 1 lokalni kolineace jest oskulacni kolineact, t. j. realisuje ana-
lyticky styk druhého ¥4du obou prostort (pfimek); naproti tomu pro
n > 1 pfi obecné volbé (%) neexistuje oskulaéni kolineace. Pro n = 1
za predpokladu (2) plati rovnice tvaru
dz24 d4 d2B dB
du2=pA+fa_J’ du? qB+r
vyraz (g — p) du? je diferencidlni invariant dané korespondence mezi
dvéma pfimkami, ktery nazyvim jejim projektivnim diferencidlnim
elementem; je roven nule pouze pro projektivni korespondence a vyskytne
se v pokradovéni tohoto &ldnku.

Budiz nyni n > 1. P¥i danych (u) budiz (v, ..., v,) = (v) jednak
piimka [A Z v; A] trsu 4 v prostoru §,, jednak piimka

[B, 1_;1 v; %] .

trsu B v prostoru S,’. Kterdkoli teénd kolineace K pfevadi piimku (v)
trsu 4 v pfimku (v) trsu B. Je-li zvolena urditd tednd kolineace K, dand
rovnicemi (1), potom v kaZzdém z obou trsi pfitadime pfimee (v) pfimku
(wy, -.., wy) = (w), kde. .

wt_.z Z (Bis— a,,v,v,+2v¢21,v, 1£r ),

r=138=1

24 Lo 04
du,0u, =«5; s Qug + xrad,
a2B n
Z%+m

(lg_r,sgn)‘

Prechod od piimky (v) k pfimce (w) nazyvim K-linearisujici transformaci;
piimku (w) nazyvdm K-linearisujici pfimkou pfimky (v). Geometricky
vyznam K-linearisujici transformace je tento. BudiZ I" k¥ivka prostoru S,
jdouci bodem 4. Budtez I a KI obrazy k¥ivky I" p¥i dané korespondenci
a pii kolineaci K; oba obrazy maji v bodé B spoleénou teénu (v); budiz (w)
K-linearisujici p¥imka této spoleéné teény. Zvolme na p¥imece (w) libo-
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volny bod €' + B a promitnéme obé kiivky I a KI" se stiedu (' do libo-
volné nadroviny. Potom oha praméty maji v primétu bodu B analy-
ticky styk druhého fadu. :

K-linearisujic{ transformace zavisi na volbé tetné kolineace K.
Volime-li za K specielné lokdlni kolineaci, potom jest

n
> ¢l =0 pro 1< s n.
=1

.V nésledujicich &ldncich budeme probirati takové korespondénce
mezi dvéma prostory, jejichz K- hneamsupcl transformace majf urdité
geometrické vlastnosti.

LA DUALITE DANS LES ESPACES (F) ET (LF).
JEAN DIEUDONNE, Nancy.
L’objet de la conférence était le mémoire écrit par J. DIEUDONNE
et L. ScEwARTZ qui sera publié dans les Annales de Grenoble en 1950..

E3

Vytah. — Résumé.

‘Dualita v. prostorech (F) a (LF).
JEAN DIEUDONNE, Nancy.

Predndska se tykala price, kterou napsali J. DievponNg a L.
ScEwARTZ a kterd bude uvefejnéna v Annales de Grenoble v roce 1950.

NOVE)Si PRACE O MARKOVOVYCH RETEZECH A PRIBUZ-
NYCH ULOHACH.

BOHUSLAV HOSTINSKY, Brno.

V dneSni ptednidice se pokusim podati prehled hlavnich swérd
v bddéni o theorii Markovovych Yetézl a o ptibuznych dlohdch za po-
slednich patndct let. R. 1934 jsem uvefejnil v Casopise pro péstovéni
matematiky a fysiky dva referujici &lénky (63, 167; 64, 94) z tohoto
oboru, piitomny referdt je jejich pokradovdnim.')

~ Markoviv fetéz s koneénym poétem eventualit. Koname ne-
omezenou Fadu pokust, z mchz kazdy mé za vysledek jednu z r even-

———.

1y Cisla v hranatjch zévorkéch odkazuji k pr1p039nému blbhogra,flckému

séznamu.
!
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