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Integrál es de Frcsnel généralisées. Nous eqnvenons ďappeler intógrales de 
00 oo 

Kresnel généralisées les integrales du type jcoax dx et Jsina? dx; (k > $). On 
O O 

los calčules á 1'aide du théorěme de Cauchy sur les résidus et ťon trouve finale-
rnent: 

oo - rl±\ 
JcosaT* dx = — I — L c o s — 
O 2fc Ak 

I s i n a r da? =? — l — L a m — 
O 2& 4k 

O JISTÉM VYJÁDŘENI PODMÍNEK, ABY OSM BODŮ 
KVARTIKY S TROJNÁSOBNÝM BODEM LEŽELO 

NA KUŽELOSEČCE. 
ZBYNĚK NÁDENÍK, Praha . 

Kvartika s obyčejným trojnásobným bodem v bodě 0a(0, 0, 1) má 
rovnici 

kde uA(xl9 x2) je binární forma dimense 4 proměnných xl9 x2 s nenulovými 
koeficienty u xx

A a #a
4* Transformací 

X^ = 3?-̂  , X2
 : = : : ^ 2 > ^ 3 :n:r ^ .1^1 • ^2*^2 ' ^ 3 ^ 3 

lze při vhodné volbě konstant oc^ oc29 <x9 uvésti (1) na tvar (místo a?/, 
x2\ x%' píšeme zase xl9 x29 x3) 

x1x2(xl — x2)x3 + ,4a?!4 + Bxfa2* + xf = 0, -4 4= 0 
čili 

* 1 # 2 K — ^2)^3 + (^22 — ^ ! 2 ) ( ^ 2
2 — / ^ l 2 ) = P» ( 2 ) 

kde A, /(i jsou konstanty splňující nerovnost 
A/z + 0. 

Položíme-li x2 = A;x1, odvodíme z (2) snadno parametrické vyjádření 
uvažované kvartiky: 

xx = &(& — 1), xa - **(* — i), #8 -= (k2 - A)(Jfc* —/*). (3) 
Označme obvyklým způsobem základní symetrické funkce 

Dosadíme-4i z (íl) do rovnice přímky a1a;1 + a^2 -f- a3#3 = 0, dosta
neme pro parametry kl9 k%9 ft3, &4 jejích průsečíků s kvartikou vztahy 
(můžeme položit a3 = 1) 

5 l = — a2, 52 == % — a2 — (A + /i), s s = a^ *4 = A/*, 
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z nichž eliminací alf a2 plyne 
s^ — Xfi = O, sz — s2 + sx — (A -f ^) = 0 (5) 

jakožto nutná a postačující podmínka pro to, aby čtyři body kvartiky s pa
rametry kXi k2, k3f fc4 ležely v přímce. Rovnice (5) lze přepsati na 

4 " • 

a4 —A/* = 0, ]^( i .— fc)_(i—A)(l—/i)==0. 
i = 1 

Rovnice kuželosečky neprocházejí bodem 03(0, 0, 1) je Xa^XiX^ — 0 
(i, k = 1, 2, 3;aa = a&i), kde můžeme položit a33 = 1. Pro parametry 
k\> k2, ..., k9 jejích průsečíků s kvartikou platí: 

«2 = a22 + %3 — %3 — 2 ( A + / l ) , (7) 
sz = 2a22 — a12 + alz + a2Z(l-\-ju), (8) 
«4 = a n + «22~ 2«i2—«i3(^ + /*) + a2sC* + /*) + A2 + 4A// +/ / a , (9) 
*« = 2a n — a12 + a23A^ — a13(A + #),. (10) 
*9 = aii + aiJft — a2^ — 2(A + /Í)A/Í, (11) 
*7 = a13A/*, * (12). 

'** = »{**. (13) 
Z (6), (7), (11) a (12) plyne snadno 

1 __ 
alZ ^ "T~ 6"?> a 2 3 — 5 i > 

»n = — s7 + s9 — A/JSj + 2(A + ÍAXIA, (14) 

«22 = — J - *7 + *2 — *1 + 2U + ^) . 

Ojdečtenmi rovnic (8) a (10) od (9) získáme za použití (14) 
V2==s7—sB + s5 — s4 +'*a —** + * i — ( 1 5 i 

— (A + ^)(2A/i — A + / / + 2)—A/i = 0. .' ' 
Odečtením rovnice (10) od (8) plyne — použijeme-li zase vztahů (14) — 

V3 =s y-(2A/í + A + ii — l)s7 — 2s6 + s& — *8 + 2s2 —- ( 1 6 ) 

— (— Ifi + A + /* + 2 K — 4(A + H)(XIA — 1) = 0. 
Relace 

Fj s «8 — A y =* 0, Fa = 0, F3 - 0 
vyjadřují nutnou a postačující podmínku pro to, aby osm bodů kvartiky 
s parametry kl9 k2f..., k9, ležících mimo její trojnásobný bod, bylo na kuželo
sečce. Rovnice (Í5) je ekvivalentní s 

^2 = T I (1 - ki) - (1 - A)M1 - /*)2 = 0. 
t = i 
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Nechť jsou nyní na kvartice dány dvě čtveřice bodů s parametry 
fcj = AJj, AC2

 = = : &2> # 3 === n̂ 3» & 4 = = : A?4 
resp. (17) 

ležících v přímkách p\ p", neprocházejících trojnásobným bodem kvar-
tiky. Ty. skládají kuželosečku. To znamená, že $ anulováním výrazů 
(s/ resp. Si" {i = 1, 2, 3, 4) značí základní symetrické funkce (4) tvořené 
z parametrů (17)) 

*' = V — ̂ ' **' s= V — V + 8X' — (2 + /*), ns , 

mwsi identicky vymizet výrazy Vv V2) Vz a ovšem i W2 . U Vx a PF2 je to 
zřejmé. - . . * 

Klademe si za úkol upravit i výraz Vzv (třeba nehomogenní) formu 
ve v', v", w\ w" bez absolutního clenu. 

Z (18) plyne 
*i == v' +A/*, sz == w' -f s2 — 8J? + A + fif 
*/ === v" + A/*, y = «?* + «/ — */ + A + ̂ ; 

dosadíme-li odtud za sa', $3", s4', s4" do rovnic 
5 i ~ 8i \ si J 

82 = S2 i 51 51 + 52 , 
SQ = S^ -\- S2S1 -f- Si 82 -f* £3 , 
4̂ = 54 + S3 Si -f- 52 S2 + Sx Sz -f" 54 > 
«5 — £4 Sj 47 53 52 "T" 82 SQ -f- &i «4 , 
č6 = S4 S2 ••+ S3 53 + 52 S4 , 
S7 ..?= S4 £ 3 -J- 5 3 S 4 , 
£8 = 54 54 , 

dostaneme, píšeme-li jen členy obsahující v\ v"f w\ w"\ 
81^81

f+81" 
s2 = si + *í*\ + S2\ 
s, = wř + W" + ..., 

J, = u/w" + v's2" + t; V + (A + /*)(w' + w") + V(« t* — O + 
+ «>>,' — «/) + ••<> 

*, = x?w
n + v V + (A + /x){v' + v") + t/(s2" — O + 

+ »>,' — O + V(w' + w") + ... 
Uvažme, že s3', s4', s3", s4" a tedy ani v', v", w\ w" nelze vyjádřiti 

jen na základě $/, s2, 8X", s2. To znamená, že dosadíme-li do výrazu Vz 
za 8l9 s2, 53, sB, «6, «7 z (19), anuluje se součet všech členů kromě těch, 
jež vznikly z členů vypsaných v (19), neboť víme, že Vz musí býti forma 
ve v\ 1?", w'9 wn bez absolutního členu. Tímto způsobem dostaneme po 
úpravě 
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V3 és ^ - j (2A/* + X-+p — l)(v'w" + v"w') — 2Apufwm + 

+ (2A^ + A + /i — 1)'(A + ju)(v' + v") + A (̂2A/*—A +% — 2) . 

+ [U +1* — iK"—ftu + A + /* — I K > ' + 
+ [{X + p — 1) V — (A// + A + ix — \)a'y — 

To ovšem není jediný možný hledaný tvar výrazu Vz. K osmi jiným 
bychom dospěli, kdybychom z (18) místo s3' a s3" vyjádřili kteroukoliv 
jinou dvojici z členů sz\ s2', s^', s3", s%"', s / ' a postupovali dále právě tak, 
jak ukázáno. Zřejmě však více než těchto devět tvarů neexistuje. 

Kdybychom výraz F3 chtěli vyjádřiti jako formu uvedených vlast
ností ve v\v"9w\w"y kde 

4 4 

w v n (i - v ) - (i—Ani —/*), w* - n a - **")- o -AKJ //), 
« = i - i = i 

stačilo by do právě nalezeného tvaru výrazu V3 dosadit 
V =• v' —w\ w" = v" — tř"; 

k zjednodušení to však nevede. 
Dokázali jsme tak explicitně, že koeficienty u t/, v", w'9 w" v hle

daném vyjádření výrazu VB neobsahují jen A a pí. Lze to i jinak dokázat„ 
při čemž současně vynikne i jiná věc. 

ftešme úlohu: 
Je dán výraz y ^ ^ + ^ + + ^ + ^ m 

kde ai (i = 0, 1, 2, ..., 8) jsou symetricky složené z A a /LI. Kdy lze výraz V 
vyjádřiti jako formu ve v', v", w\ w" bez absolutního členu, jejíž koeficienty 
jsou funkcemi jen A a ^? 

Hledaná forma zřejmě musí býti kvadratická a symetrická ve v', v'\ 
w'f w"\ ježto V je lineární v kl9 k2, ..., ks, nemůže obsahovat členy v'w' 
a v"w"> Je tedy nutně tvaru 

V == av'v* + b(v'w" + v 'V) + cw'w" + d(t/ + v") + e(w/ + w"), (21) 
při čemž alespoň jeden z koeficientů a, 6, c je různý od nuly. 

Určeme součty členů týchž stupňů v parametrech (17) ve vyjádření 
(21) výrazu F. I je součet členů stupně 

8. 08484 — as8, 

«. 6(*4V +«,'«/) + «,'**, . -
.: 5. 6 ( s 4 V + . « ! ' O — «(»iV + *«'«•*), 

'4. — {aA/i + 6(A + /t) — d}(st' + * / ) + c (« ,V + «,'«,* + * / * / ) , 
3. —{bXfi + e(A.+ /i)'- e}(«,'-+ V ) — c (« ,V +• «1'«t"), -
2. { % + c(A + /») — e}(«2' + «,")• + « / « / , 
1. — {bXp + c(X -h/t) — €}(«/ + «/ ) = — {bfy, + c(A + / i ) -< K> 
0. aAfy* + 2 6 ^ +ft) + c{X + fif — UXft — 2e(X + p)^ 
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Nutná a postačující podmínka pro to, aby součet členů stupně r-tóho» 
(r = 2 t 3 , . . . ,6) dal sr, je: 

bXpi + c(A + fi) —- e = c, 
aA/i + 6(A + /te)—d = — c , 6 = — c. 

Z těchto rovnic pijme 
c — —bf d =z,aÁ/bi + b(k + fi—:1), 

e = 6(AjM —.A + /* + 1),. 
takže forma (21) je tvaru 

F == cwV + b{v'w" + vnw') — bw'w" + {cáp +' fc(A + fi x~ 
— 1)} (*/ + v") + b(Xp — A + fi + 1)(^- + to"), (22> 

při čemž a = a0, 6 = ax. 
Ježto nemůže býti současně a = 6 = 0, mohou nastat tři moŽnostřr. 
1. a * 0, b = 0. Forma (22) je 

a{vV + A^K + v")} 
a je zřejmě násobkem levé strany podmínky V1 - *8 — tf/j? =- 0. 

2. a = 0, 6 + 0. Forma (22) je 
"b\(v'w" + v"w') — w'w" + (X + ^ ( t / + v") + (A// — T + 7 * + l) • 

dosadíme-li do ní za v' v", w\ w" z (18), dostaneme-snadno násobek levé-
strany Vt podmínky (15). 

3. a 4= 0, b 4= 0. N tomto případě eliminujme z výrazu (20) a 
Vg člen a7; tím dostaneme zase výraz tvaru (20), v němž ax = b — 0, 
tedy podle 1. nejvýše až na faktor výraz Vx. 

Tím jsme dokázali: 
Výraz (20) lze vyjádřiti formou (21) tehdy a jen tehdy, když 

• F = VlVx + v2V2, 
kde vv v2 jsou ovsem funkcemi jen A a ju. 

Poněvadž výraz V3 není lineární kombinací výrazů Vl9 V2, nelze jej; 
vyjádřiti formou (21). 

(Z matematického semináře prof. Dr B. Bydžovského.) 

Sur certaine explícation des conditions pour que huit points ďune courbe 
du quatriěme degré avec un point triple soient sur une conique. — Ď a n s cet 
article on trouve les conditions,néeessaires et suffisantes (13), (15), (16) pour que 
8 points ď u n e courbe plane du quatriěme degré avec un point triple soient sur u n e 
conique. POUT deux quaternes de points de cette courbe qui sont sur deux droites, 
on g'annuUe les expressions v', w\ v", w" en (18^ et les conditions (13); (15), (16) de -
viennent les identités. On accommode Téxpression V9 en (16) dans une formě en 
i/, W', V", vf sans-le membre absolu. 
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