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_ Gaussovo pentagramma mirificum v Lobacevskeh

geometrii. » S
Em. Klier. : o ‘ iiz:;
.(Doslo 29. ¥ijna 1932) ST %

: Ve sférické geOmetrn Ize danému pravouhlemu tro;uhelmku%;{
pritaditi éty¥i daldi pravoihlé trOJuhelmky, ]ez tvoii s pivodnim: .
uzavieny Yetézee, jehoZ uziti vede k zndmému Gaussovu penta- f
grammatu a Neperovu pravidlu. 1) Pon&vad? pak Lobadevského j{v
geometrii 1ze interpratovati jako geometrii na kouli o imagindrnim
poloméru, dé se olekavati i’ v hyperbolické geometrii podobny,'
Tetézec pravoihlych troluhelmku a prlslusné pravzdlo &
‘ Lobadevsky udavéd jiz zplsob ptifazeni takovych pra,vo- ;;é
. thlych tromhelmku a Engelz) prvfz odvodil cely cyklus a, pnsluéne‘“’%‘
pravidlo, jez Liebmann' na,zyva. Neper Engelovym.3) Liebmann %
odvozuje cyklus tro;uhelmku uzivaje étyrthelnfku o tfech pravych’ %
' thlech, kdeZto auton predesh uZivali prostorové hyperbohcké w
- geometne ?
"V pojednani: Das Pentao'ramma mirificum und die nichteukli- i
dlsohen Parallelen®) chtéje na]m spoletné vychodisko pro Fetézec :
trojahelnikt v geometrii eliptické a hyperbolické vych4zi Liebmann °;
z geometrie eliptické interpretované jako geometrie na kouli &ili "f '
jako geometrie sférické. V ni lze p¥ifaditi pravotihlému trojahelniky

* jisty ¢étyrdhelnik se tfemi pravymi Ghly, ktery pak dopliiuje na -
- oktant kulovy. Zavedenim fundamentilni kuZelosetky Cayleyovy .-
~ jevi se tento oktant jakoZto polarni trojthelnik vzhledem k zd-
kladni kuZelosetce. Je-li kuzelosetka redlnou, méme pifpad geo- -
- metrie - Lobagevského, a je-li jeden vrchol polarmho trojuhelnfku’:
- uvnitt- kuZelosegky, tedy v oblasti zobra,zu]m redlné elementy;
" pak druhé dva vrcholy polirného trOJuhelnlku jsou-mimo kuZelo-
* -selku a tedy v &4sti zobrazujic imaginirnf prvky. Aby dostal
‘Liebmann pndruzeny Styriihelnik se viemi redlnymi ' vrcholy, °
uziva ponékud um&ého obratu, Na zdklad® zminéného zobrazeni
a metriky urduje pak podetnd viechny prvky pfitazeného &tyr-
thelnfku, z n&hoz lze odvoditi p¥ifazeny trojihelnik k phvodnimu’ -
a opakovamm sestrojiti ¥etézec pravothljch trojahelnikd obdobny ;
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1) Viz na p¥. Dr.. Gerhard Hessenberg Ebene u. sphamsche Tngono-
metrie. (Sammlong Goschen.) Str. 115; ¥
. 2) Engel - Lobatschefskij: Zwei geometnsche Abhandlungen Str 346.

.3y Liebmann: Nichtéuklidische Geometrie...” . ‘

.. .%) Sitzungsberichte der mathem.-physik. Klasse der k. b. Akademxe"'
der Wlssenschaften zu Miinchen. 1912. Str.’ 273 a né.sl
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jako Gaussiv. Pojednani konéi uzitim pentagrammatu v geometrii
eliptické k dtkazu Studyovy véty. tykajici se zobrazeni p¥imzk
eliptického prostoru.

V nasledujicim poddm vyvozeni Petézce pravothlych troj-
thelniktt bez p¥idruzenych 6étyrahelnikd, s hlediska spoleéného

~geometrii hyperbolické i sférické a pravidlo Neper-Engelovo

v pozménéné formé. V této formé nenalez]l jsem zminéné pravidlo
v literatufe; domnivam se vSak, Ze lépe odpovidd duchu Lobadev-
ského geometrie nez pravidlo Neper-Engelovo.

Ze vzorch sférické geometrie dostaneme piislusné vzorce
geometrie Lobadevského tak. Z%e goniometrické funkce stran
.nahradime funkcemi hyperbolickymi, funkce whld ponechame.
Tak zejména pro pravouhly trojihelnik o stranich I. m, n a Ghlech

Cos n = Cos [ Cos m = cotg 4 cotg u.- )

cos A == sin u Cos I. (2)
Je-li vésti rovnobézku p k dané piimce ¢ danym bodem P, jeni
od pHmky ¢ m4 kolmou vzdalenost I, pak v pfislusném trojahelniku
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pravothlém (obr. 1) bude 1 = 0, pFisluiny thel x nazyva se thlem
rovnob&Znosti a oznaéuje se [1(l) jakoito pifsluiny tisedce I, takze
u =I1(1) a podle (2) je ‘

sinJI(l) = C_;S‘z (3) ;

7 této rovnice plyne déle e
coslI(l) =Tgl cotgll(l) = Sin . (3’};;_1;5

Opaéné pak oznafuje se tsetka ! pfisludnd k Ghlu rovnobssnosti i _:
symbolem Ay, ta,kig plati:
| p=00=0AE), (g

= d(u) = AT, @)

Symbolem IT zavidéji se Ghly misto Gseéek a symbolem A asecky
misto @hld, &mz dociluje se ve vzorcich jakési homogenity. a to

bud v thlech nebo v tUsedkéch.
Budiz din pravothly trojuhelnik ABC o strandch @, b,6

a thlech ¢, f. Z'ného odvodime dalsi pravothly trojihelnfk takto:
Pro k-ty trojihelnik oznadme jeho prvky indexem k, p¥i Semz
. pavodni trojihelnik oznaéme jako nulty. Pak misto jednotlivych

prvki zavedme velifiny « se dvéma indexy podle tohoto schematu:

vi = cn Afy Alm—TG)), 4l —H@). do (5
pro 4 =1, 2 3, 4, 5. ,

Vytvamny zikon pro fetézec trojthelnik@ pak je dén vztahem .

A A+3 -
Tpt1 = %, ) . (6)
pfi GemZ poloZime jest€ podminku periodicity v indexu A a to:
1+5 A - e
X = . 4 (7): =
" Z rownic (6), (7) plyne viak opétovnym uZivinim (6):
i A+3 146 A+1 i+d A+7 At+2
Te+1 = T = Tp—q = Ap—1 = Xp—g = Tp—3 = Tp—3 =

¥
=S =2k, . (7)
Na pf.prok = 4je 2f = 2. Pétym krokem se tedy prvky opakuji.
V. plvodnim trojahelnfku prodluzme odvésnu & a pleponu ¢
pres vrchol 4, ktery oznatme B;. Na prodlouzenou’ pfeponu na-
nesme délku B,C; =a, = 4 (¢, + &) jako#to odv&snu nového
trojihelniku. P¥i tom ¢, je defekt piivodniho trojihelnfku a je oy
g =7 —(a+ o+ i7) = {m —ay— B, V bods C; vztydime
kolmiei na a,, jeZ protne prodlouZenou odvésnu b ve vrcholu Ag
V novém trojahelniku je tedy B, = . Pokradujeme-li stejnym
zpisobem dile, takie vidy :

=t ae=A (ot o) =4Gn—fa) (177)



dostaneme ‘Sty¥i rizné trojihelniky a péty shodny s piivodnim.)
Z rovnic (5), (6), (7) uréime ostatni prvky. Tak na p¥. poloZzme
k=0, A=23, takZe podle (6) a (7)

: v 2,8 = 2,8 = x},

: ‘podle (3)

o A [ —1(b,)] = ¢,
podle (4), (4)
g 7w —II(by) = II(c,)
&ili
II(b;) = 47 —1(co)
a tudiz

b, = AlZ= —II(c)].
Tak dostaneme cyklus trojtihelnfkd, jejichz prvky jsou:

0 B o b

1 4 [%ﬂ—ﬂ(a)] a Ax—p] 4 [{n—I(c)] %ﬂ—ﬂ(b)
2 4p n—TIb) A[}w—ea] a Ic) (8)
3 A II(c) b A [im—B] 1n —I1(a)

4 A[3n—IIb)] dn—1(a) 4 [fn—I(c)] A[dn—c] B

Ze tomu skuteéné tak je, lze se presvédiiti pi{mym vypoétem
jednotlivych trojahelnikd. i
Ve sférické geometrii misto (5) nastupuje schema
2t = Cr, P, 4w — ar, fw— b, (5")
pro ‘ A=1 2 3, 4, 5
a trojubhelniky konstruuji se tak, Ze
Br = op—, br = er—1 + er—1 = v — fr
(na rozdil od hyperbolické, kde bylo az = 4 [ — fr—1]), pii éemz
¢g = }w — ag — fr znadi Ghlovy exces. Trojihelniky tvoii pak
Yetézec, ktery se v sebe uzavird.s) Disledkem tohoto Yetézce je pak
znamé pravidlo Neperovo. - o
Podle schematu (8) je patrno Ze prepona ¢ nabyvé hodnot,

jez slouzily k urdeni veli¢in x;* podle vztahu (5). Z rovnice (6)
pro A = 1 dostaneme

Xpey = at éilj cr1 = 4 (3 —I(az)]. (9)
Z téze rovnice pro A =3
Thq = xS = x;, ¢ili 4 [—gn — I (bg+1)] = k- (9
Z fady rovnic (7’) vztah #py = w35 dava pro 2 = 1 resp. 2
Crr1 = Aag—g, . APr+1 = Ch—z. A (9”)

‘%) Rovnice (7”’) mohou slouZiti za vychodisko, nebot jsou specialisaci
rovnic (5),-(6), (7), (7').
; 8) Dr. Gerhard Hessenberg: Ebene u. sphamsche Geometrie. Str. 115.
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Rovnice (9), (9'). (9”) lze spojiti ve tvar:
Cpa1 = A [—’-ﬂ: —H(ZI]}:)]’ Cpig == = A (ﬂk) (10)

Napisme nyni hodnoty pro ¢ do kruhu. pentagrammatu, v pofadi
daném péticipou hvézdici takto: :

¢
0.
Ao 3

o

48
1 4
A [§n—I1l(a)] 4 [gn —II(b)].
Ponévadz pak podle (1), (3). (3) mliZeme psati rovnice:
1
sin[T(ay) sin [ (by) =
1 QY
cos [ —II(ax)] cos [3n ——H(bk)]
= Cotg A[tm — I (ar)] Cotg A[{x —I1(bz)], e
Cos ¢ = cotg a; cotg fr. = Sin A(az) Sin A(B) (117)

Cos ¢, = Cos az Cos by =

&ili podle (10)
Cos Cr = Cotg Ck41 Cotg Cp—1 = Sin Cry3 Sin Ck—3, (12)

muZeme vysloviti pravidlo: :
Cos kteréhokoliv prvku pentagrammatu rovnd se soudinu
Cotg prvku protilehlych nebo soudinu Sin prvki piilehlych.
Toto pravidlo je Gpln& analogické s Neperovym. Rozdil je
pouze v tom, Ze hyperbolické funkce nabrazuji gonjometrické a Ze
Cotg a Sin vyménuji si role se sin a cotg.
Uzitim relaci (3), (3") lze (12) piepsat na tvar g
sinll{c) = cosll(cxy1) cos Il(cr—1) = tg I (cx+s) tg Il(cr—s). (13)

Uzijeme-li tedy podle této rovnice symbolu /T na zminéné penta—
gramma, dostaneme

1T (c)
0

« 3 2 B
1 4
in —1II(a) =—ITL(b)

a pravidlo (13) piejde v Neper-Engelovo 7) praviei, Ze sin kterého-
kohv prvku rovné se soudinu tg prilehlych nebo souéinu cos proti-

7) Engel - Loba,tschefskx; Zwei geometrische Abhandlungen
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lehlyeh prvki. Muzeme fici, %e pravidlo Neper-Engelovo je p.ro_' ;
.. pentagramma homogenni v tihlech, pra,wdlo (12) pro pentagramma,..

"~ homogenni v Gsekach. -

i Kreslime-li cyklus tro;uhelmkﬂ pro hyperbohckou ‘rovinu,

- riedostaneme obrazec uzavieny jako v roviné sfencke Tam totiz .
44 gdvesny @x—13.ap+1 SEOJI kolmo na prodlouZené pfeponé c a prodlou-
" »zeny protinaji se ve vrcholu, ktery je spoleény troluhelniku k42
;%hému a k + 3-timu. V Lobacevskeho geometrii viak, maji-lidyé .
7" pHmky spolednou kolmici, neprotinajf se vibec. V. obr. 3 ‘zyolil .-
+jsem tudiz seskupeni podle spole¢nych Ghlt a odvésen. K zobrazeni -

.uzil jsem zndmé stereografické projekee koule o polom&ru imagi-.

vy

- nérnim.8) Celd rovina zobrazi se dovnit¥ kruhu k, jehoZ obvod
_.zobrazuje body nekonedné vzdalené. PFimky zobra,zup se - jako

- kruZnice protinajfei kolmo zékladni kruznici. KruZnice zobrazuji -
" -se jako kruZnice a hned vidime (obr. 2), Ze rozezndvime kruznme'

obyceJne (ky), kruZnice s jednim bodem v nekonednu (k,) zvané
< mezné kruznice ¢i horocykly a kruZnice se dvéma body v.nekoneénu.

Vestl danym bodem rovnob&zku k' dané’ piimce (obr d)i;
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vané ekvidistanty (ks). Snadno ¥e¥f se v tomto zobrazeni u]oha,, .

. -V obr. 3 oznadeny jsou trojthelniky shodné podle schematu (8). -
""-:Pro konstrukei je vyhodno sestropm ve vrcholech -4, B puvodmho‘ :
. trojthelniku piimky svirajici s ¢ {dhly. 3r—B, dm—a a vestl‘- .

knim rovnobézky kolmé k ¢, které vytnou na prodlouZené pfeponsc” -

- ‘odvésny délek 4 [}z — B], 4 [{x — o] a na prodlouZenych odvés- -

.. néch vrcholy 4,, B, trOJuhelmku 1, 4. Vrcholy A, B pivodniho
“trojahelniku vedeme pimky svirajici thel II(c) ‘s odvésnami

"."a protinajict druhé prodlouzene odvésny ve vrcholech As, 4y

" trojthelnikd 3,

et Preneseme-h “Ghel B k vrcholu A4, uhel a k Vrcholu B k pro-

' _’.'j.dIouzenym odvisndm b, a, jak v obr.’3 je naznadeno:&irkovang,
‘“dostaneme obrazec, kterjr preohodem k nekoneénd' velkému polo-

"::-v “méru koule d4vé pruhy nad stranami a, b, ¢ mezi kolimicemi-k nir ;-
“@a prostirajici se do nekoneéna. Je to specwlni piipad obrazce
- podobného, jim% dokazuje se Pythagorova véta, ktery vyjde ve -

¢lanku: ,,Jednoduchy dikaz véty cosmowe a zobecndni. nékterj*ch
) _pouéek“ v ,,Rozhledech matematicko-p¥f odovédeckych“
Uvedme je$té jednoduchy piiklad.

- Necht jednd se o pra,vouhly tro;uhelmk, jehoZ Jedna odVesna..

.. je @ a’piilehly thel § = {x. Podle pentagramihatu je

Cos 4(f) = Ootg 4(c) Cotg 4 [fr— (@), ... -
8) Klein: Vorlesungen iiber die nichteuklidische Geometrie. Gotmky

¥ "1890/1892 (Litograf.). — Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie (1926).

. ~— Zajimavs fysikalni aplikace je ve 8lanku: Prof, Dr. A. Dittrich: Rovnice’

L glgail(z)weﬂovy v prostoru Loba,éevskeho C%opxs pro pést ma,th a fys. ‘(L
. . } o ~ gﬁf i
Lo : ° i . . A L “ggj )
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podle (3) a (3') . )

sin f cos asinll (@)
a tedy

co

1 Cosa A

S O = = = —— )
V2.sinll@) )2 S

Plocha | étyrahelniku se tfemi pravymi thly, jehoZ dvé strany

(18

proti ostrému Ghlu 2« jsou a, je imérna jeho defektu ¢y = 2n—

— 37— 20 = {n — 2¢, takie podle (14) je

sin g = cos 2a = 2 cos’ ¢ — 1 = Cos?a — 1. (15A)ﬁ
Zavedeme-li polomér koule R a oznalime fr = R2%;, bude (15)
Zniti: ,

fa a a

sin 7= Cos? S 1 = Sin2 B {15")
&li Cos = -1 4 gnte e
TR * Smﬁ

a podobné pro useéky b, ¢

a0y

b . b
CDS R ——V 1 + sSin F: .
£ e 61 e
CSR=Y I TR SERLE

Povaiujeme-li a, b, ¢ za strany pravoahlého trojuhelniku, takZe "

¢ a b
Cos = Cos 7 Cos Vo

dostaneme z rovnic (16), (16'), (16”") po Gpravé

sin%—i—sin%—}—sin%%sin—%:sin%.. a7y
Pro nekonetné velké R dava (15") f, = a® a podobné fp = b2,
fo = c?, takze (17) piejde ve vétu Pythagorovu
; a? + b2 = 2
%
Pentagramma mirificum de Gauss dans la géométrie de Lobadevsky.
(Extrait de T'article précédent.)

Dans cet article on fait ressortir 'analogie compléte entre
le systeme de triangles rectangulaires, bien connu dans la géométrie
sphérique sous le nom indiqué au titre et le méme systéme
dans la géométrie de Lobadevsky. L’auteur donne une régle pareille
& celle de Neper-Engel. :
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