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ROZHLEDY 
MATEMATICKO-PŘÍRODOVĚDECKÉ> 

KOČNÍK 12 (1932/33). ČÍSLO 3. 

Čísla Gaussova. 
Vlad. Knichal. 

V novějších směrech matematického badání (hlavně v algebře) 
jeví se snaha vybudovati na jednotném základě různé obory, které 
na prvý pohled nemají nic společného. Místo s čísly pracujeme 
v* moderní algebře s elementy, o jejichž interpretaci se předem 
nestaráme. Předpokládáme, že máme definovány jisté početní 

" operace s těmito elementy (které nazveme sčítáním, násobením 
atd.), a že pro tyto početní operace platí jistá početní pravidla 
(analogická početním pravidlům pro sčítání, násobení a t. p. čísel). 
Z těchto základních pravidel vyvozujeme důsledky, zavádíme nové 
pojmy, mezi nimiž pak hledáme vztahy. Je pak patrno, že takto 
vybudovanou teorii můžeme aplikovati na jakoukoliv interpretaci 
daných elementů, jsou-li jen splněny základní předpoklady o ope
racích s těmito elementy. Tím vlastně do jisté míry sjednotíme 
všechny obory, na které lze tuto obecnou teorii aplikovati a získá
váme na jejich přehlednosti. 

Ukážeme si na příkladě Gaussových čísel, že platí pro ně 
analogické věty jako pro čísla celá. Můžeme pak tušiti, že pojem 
čísla celého lze zobecniti (tak, aby se základní vlastnosti těchto 
čísel zachovaly). Jak se to děje, a do jaké míry, je možno viděti 
v teorii okruhů a ideálů. To však se již vymyká rámci tohoto Článku. 

Čísly Gaussovými budeme nazývati taková čísla komplexní1) 
a -= a + bi, kde a, b jsou čísla celá; na př. 2 '-f- 3i = a je takovým 
číslem. Je patrno, že součet, rozdíl a součin ávou čísel Gaussových 
je opět číslem Gaussovým. Neplatí to obecně o podílu. Jsou-li 

dána dvě čísla Gaussova a,. /? (/ř.=}= 0) a jestliže — je opět číslo 

Gaussovo, budeme říkati, že a je dělitelno číslem /? aneb, že /J je 
dělitelem čísla a aneb, že a je násobkem"/?. Tuto okolnost budeme 
značiti: ft/a. Není-li ft/a, budeme psáti ft/a.2) Normou N(a) komplex-

*} i značí imaginární jednotku; komplexní čísla budeme, zásadně 
značiti písmeny řeckými, reálná čísla písmeny latinskými. 

*) Čísla celá jsou ovšem zároveň čísly trauésovými. V oboru čísel 
celých máme již však pojem dělitelnosti zaveden. Jestliže však a jest dělitelno 
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ního čísla a = a -f- bi budeme nazývati číslo N(a) = a2 4- 62. 
(Zřejmě N(0) = 0 a naopak, jestliže N(a) = 0 ; je a = 0.) Gaussovo 
číslo a budeme nazývati Gaussovou jednotkou, jestliže N(a) =-= 1. 
Okamžitě je patrno, že pouze čísla 1, i, — 1, — i jsou Gaussovými 
jednotkami. Dvě Gaussova čísla a, j3 budeme nazývati asociova
nými, jestliže a = £/?, kde s je Gaussova jednotka.3) 

Buď a = a Ar bi, /? = c + di. Pak 
a/3 = (ac.— M<) + i (ad + bc) 

a dále 
N(ap) = (ac — beč)2 + (ad + bc)2 = (a2 + b2) (c2 + d«) = 

= N(a) . N0$). 

Jestliže j? =j= 0, klaďme — == y. Pak je 

a tudíž 

Platí tedy 

vždy a 

2%) = Ntfy) = -ZV(̂ ) . N(y) 

NÍ±\=NM=1W 

N(ap) = ^(a) .V(/3) 

-V/4-1 = S Pro /? * 0. (1) / a \ N(a) , 

Jestliže je a číslo Gaussovo, je zřejmě N(a) číslo celé, nezáporné. 
Jsou-li tedy a, /? (jí =|= 0) dvě čísla Gaussova a jestliže je 

# dělitelno číslem /?, pak --Vj-̂ -J = -^Tóf je číslo celé, t. zn. nor

ma čísla a je dělitelná2) normou čísla f3. 
Jsou-li #, /? dvě asociovaná Gaussova čísla, je a = e/3, kde e je 

Gaussova jednotka a tudíž 

N(cc) = N(e) . N(/3) = Ntf). (2) 

Každé číslo Gaussovo a 4. 0 je dělitelno Gaussovými jednot
kami a všemi čísly asociovanými k a. Jestliže kromě těchto dělitelů 

číslem b 4= 0 v oboru čísel Gaussových, t . zn. jestliže — = a je Číslo Gausso-
b 

vo, je a Číslo celé, neboť je rovno Číslu reálnému ~ J e tedy a dělitelno 
b 

číslem b také v oboru čísel celých. Opak je samozřejmý. 
3) Pak /? = -- a? kde zřejmě — je rovněž Gaussova jednotka. 

£ 6 
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není žádné jiné Gaussovo číslo dělitelem čísla a a jestliže N(a) 4- 1, 
nazýváme a Gaussovým prvočíslem. 

Prvým naším úkolem bude rozhodnouti o daném Gaussově 
čísle, zdali je prvočíslem. Dalším úkolem bude pak dokázati větu 
o rozkladu • Gaussových čísel v součin Gaussových prvočísel. 

T e t a 1. Buďte dána dvě Gaussova čísla a, /? (os "=f= 0, j8 ^ 0). 
Jestliže součin afi je dělitelný jistým Gaussovým prvočíslem Q, pak 
jistě alespoň jedno z čísel a, /? je dělitelno číslem Q. 

Důkaz. 
1. Nechť QJa. Věta 1. je pak zřejmě správná. 
2. Nechť Qpta. Utvořme systém 8 čísel 

XQ+ jxa, (3) 
při čemž X, p, probíhají nezávisle na sobě všechna možná Gaussova 
čísla. (Klademe-li jednou A = 1, fi = 0 a po druhé X = 0, JU = 1, 
vidíme, že čísla Q, a jsou obsažena v systému 8.) Tento systém má 
následující vlastnosti: Jestliže čísla ax = XXQ + fixa, a2 = X2Q + ju2a 
náleží do systému S (Xl9 jux, X2, [x2 jsou Gaussova čísla), pak v systé
m u 8 jsou také čísla 

0i ± cr2 = (X1.±- X2) g + (fix± ju2) a, rax = (rlx) Q + (rfix) a, 

při čemž r je libovolné Gaussovo číslo. Tedy s čísly al9 a2 vyskytuje 
4se v systému 8 současně jejich součet, rozdíl a všechny jejich 
násobky. Poněvadž normy Gaussových čísel jsou čísla celá, existuje 
v systému 8 číslo co 4= 0, jehož norma N(co) je nejmenší,4) t o zn.. 
že pro každé číslo a + 0 z S platí : -

Q<N(co)^N(c). (4) 

Dokážeme si nejdříve, že každé číslo a z S dá se pak vyjádřiti 
t a k t o : a = rco, při čemž T je Gaussovo číslo. Utvořme podíl 

— -=T = a + 6i. * (5) 
co , . * • . ' .•.'.••. 

Buď a, resp. b celé číslo, které se nejvíce přibližuje k Číslu a, resp. b\ 
tedy, k l a d e m e ^ a = a + a\ b = b + b', je | V | <£•!•,' J 6' | <S £ 
a norma Čísla T' = a' + 6 ' i j e ^ ( T ' ) = a' 2 + 6 ' 2 ^ i v Avšak číslo 
(klademe r = a + &£, tedy T = r + T') 

cr—-TO> 
j e obsaženo v systému 8 (podle nahoře vytčených vlastností tohoto 
systému) a tedy, poněvadž a — rco = r'co, je N(rrco) číslo celé, 
nezáporné. Podle(1) je vŠBkN(r'co) = N(r').N(co)<L% N(co)<N(co). 
Kdyby r'co =}= 0, bylo by podle (4): N(r'co) ^N(co).Tec\y ťco = 0, 
čili (a> =j= 0) T' = 0. Tudíž a = rco = TOK 

*) V systému S existují čísla od nuly různá, íia př, Q,.a. 
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Všechna čísla ze systému S jsou tudíž dělitelná číslem co; tedy 
platí CO/Q, co/a. Poněvadž Q je Gaussovo prvočíslo, je buď co = SQ 
anebo co -=-= e, při čemž e je Gaussova jednotka. V prvém případě 

by — = — - bylo číslo Gaussovo,'tedy také —, což je proti před
pokladu Q^a. Tedy co = s,Avšak co je číslo ze systému S, tedy 
podle definice tohoto systému existují. Gaussova čísla X, p, tako
vá, že (co = e) s = XQ + /xd. Násobme tuto rovnici číslem /?: 

efi = XQP + juap. 
Podle předpokladu je a/? násobkem čísla Q, tedy afí = Q . v, kde v 
je číslo Gaussovo. Bude tudíž e/3 = Q (Xfi + JUV) 

XP + IJLV 
ß = e-

Є 

I ^ je Gaussovo číslo, neboť — je Gaussova jednotka}. 

T e d y Q//}, c, b . d. (Pokračování.) 

Elipsy na nepřímkové ploše rotační 2. stupně**) 
Dr. Jan JRokáČek. 

Účelem těchto řádků je odvoditi způsobem, studujícím škol 
středních přístupným, známou vlastnost, že eliptický řez na 
nepřímkové rot. ploše 2. stupně promítá se z vrcholu plochy na 
rovinu kolmou k ose do kružnice. 

Rot. plocha 2. stupně budiž dána (obr. 1) povrchovou kruž
nicí h (S,r), ležící v průmětně, rotační osou o a na ní vytknutými 
hlavními vrcholy A, B. Jsou-li vrcholy voleny na různých stranách 
průmětny, je plocha rot. elipsoidem, jsou-li na téže straně, je rot. 
hyperboloidem dvojdílným a je-li jeden z vrcholů úběžným bodem 
osy ó, pak plocha je rot. paraboloidem: 

Zvolená rovina Q, daná stopou p* a odchylkou a, protíná-
plochu uvažovanou, na př. elipsoid, v. elipse e. Rovina rovnoběžná 
qf j| Q, vedená vrcholem A, seče plochu v podobné elipse e'. (Řezy 
rovnoběžné na ploše kuželové jsou podobné; dvěma eliptickými 
řezy na elipsoidu —' i rovnoběžnými --—" možno proložiti plochu 
kuželovou.) Stopa její budiž ř e ' [ | ř e -

Rovina cp, vedená osou píochy kolmo na sečné roviny protíná 
*) O-jiných a také podobných vlastnostech poučíte se v knize: Deskr. 

geometrie ( I I . díl): ICaderávek-IOíma-KoTinovský (odsti 220, str- 439 atd.), 
k t e r á vyšla nákladem: JČMF.,, ?. v • ; , \t,\ .; 
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