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GEOMETRISCHER BEWEIS DER DISKRETEN UNGLEICHUNG
VON W. WIRTINGER

KaMIL MALECEK, Praha

(Eingegangen am 5. Mai, 1994)

Summary. Die diskrete Ungleichung von W. Wirtinger wird aus den Eigenschaften der
auf den mehrdimensionalen Riumen liegenden Polygone gefolgert.

Keywords: discrete Wirtinger’s inequality, regular polygons
AMS classification: 52A40, 51M20

Es sei f eine auf R erklirte Funktion mit der Periode 2n und mit der stetigen
Ableitung f'. Die Ungleichung von W. Wirtinger besagt bekanntlich, daf

2n 2n 2n
0/ f@)dz =0 = ] @)z > [ Pa)ds;

das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn
f(z) = acosx + bsinz, a,beR.

Die diskreten Fille haben 1. J. Schoenberg [9], H. D. Block [3], K. Fan, O. Taussky,
J. Todd [4], O. Shisha [8] und J. Novotna [5], [6], [7] hergeleitet. Das engste Analogon
lautet:

Es seien ay,as, ..., a, reelle Zahlen. Wir setzen a,+1 = a, und nehmen an, dafl

™

(1) Y a;=0.

i=1
Dann gilt die Ungleichung

n n
2 e ) 2
(2) i_E 1 (@ip1 —a;)” = 4sin DL

i=1
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wobei die Gleichheit genau dann besteht, wenn

@) = Asin 2% f Beos 25 i=1,2,....n, ABeR
n n

O. Shisha hat diese Ungleichung geometrisch bewiesen. Im n-dimensionalen eukli-

dischen Raum E,, in dem ein System der Orthogonalkoordinaten z;, 2, ..., T, mit

dem Nullpunkt O zugrunde gelegt wird, hat er vom Polygon P = PiP; ... P, mit
den Ecken (vgl. R. Alexander [1], S.64)

P, = {a1,02,03,...,8n-1,an],
P, = [a3,a3,a4,...,0n,01],

4 P3 = [a3,04,05,...,a1,02], .
P, = [an,01,02,...,80_2,0n_1),

deren Koordinaten zyklisch gebildet werden, diese drei Eigenschaften ausgeniitzt:
a) das Polygon ist gleichseitig,

L
n 2

b) seine Ecken liegen auf der Kugelfliche » vom Radius (E aiz) um den
=1

Nullpunkt O,
¢) sein Schwerpunkt ist im Nullpunkt O.
Die Anwendung des Satzes von W. Fenchel iiber die Lange der sphirischen geschlosse-
nen Kurve, deren konvexe Hiille den Mittelpunkt der Kugelfliche enthilt, auf das
auf der Kugelfliche s liegende sphiirische Polygon mit den Ecken Py, Py, ..., P, hat
dann die Ungleichung (2) geliefert.
In den folgenden Zeilen beweisen wir die Ungleichung (2) auf Grund des weiteren
Studiums des Polygons P.
Zuerst ergénzen wir noch die Eigenschaften a)—) des Polygons P:
d) die Diagonalen P, P3, P, Py, ... haben dieselbe Linge; auch die Diagonalen P, Py,
P,Ps, ... haben dieselbe Linge; usw.

Die Voraussetzung (1) bedeutet, da das Polygon P in der Ebene p mit der
Gleichung

(5) ZI; =0

und mit dem Normalenvektor n = (1,1,...,1) liegt.

84



2n
Wir setzen w = — und bezeichnen mit B diese Gruppe von Vektoren:
n

16 lu; = (sinw,sin(w + w),...,sin (w + (n — Nw)),
e luy = (cosw,cos(w +w), ... ,cos(w+ (n— 1)w)),
2u; = (sinw, sin(w + 2w),...,sin (w + 2(n — Nw)),

(26) 2up = (cosw, cos(w + 2w), . . ., cos (w + 2(n — L)w)),

bis im Falle des ungeraden n

a1 . . n—1 . (n—1)2
X Ty = smw,sm(u+Tw),...,sm w+——2———w s
) 2
o1 n—1 (n-1)
7 u,; = | cosw,cos(w + Tw), Lo c08fw A+ 5wl
und im Falle des geraden n
n n . . -1
(26) Ty = (sinw,sm(u+gu),.“,sm (w+ E@T)w)) .

Die Zahlen k! in den Argumenten w+kiw, k=1,2,..., [g] ,1=0,1,2,...,n—-1,
nehmen wir modn.

Die Summe der Koordinaten jedes Vektors der Gruppe B ist gleich Null (s. zum
Beispiel W. Blaschke [2], S.13, 14, Formeln (2),(5)). Also die Skalarprodukte der
Vektoren der Gruppe B und des Vektors n verschwinden. Deshalb liegen die Vektoren
der Gruppe B in der Ebene p, die wir als Unterraum des Vektorraumes V(E,)

betrachten.
Die Skalarprodukte der Vektoren der Gruppe B sind

: ; ; ; n; i,j= 1,2,,H,"2,;1 beim ungeraden n,.
u; -7u; =tuy - “2:55;‘: wo |

1,

) 7= 1,2,...,%3 -1 beim geraden n,

fuy - Juy =0, %u;-Fu; =nsin®w

(s. wieder W. Blaschke [2], S.15, Formeln (8) ).
Folglich bilden die Vektoren der Gruppe B eine orthogonale Basis in der Ebene g.
Der Nullpunkt O und die Paare der Vektoren (!6) oder (%6) ... oder (15_16)

bestimmen die zweidimensionalen Ebenen, die wir mit ‘9,%, ..., "7 p bezeichnen
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und als axial benennen. Der Nullpunkt O und der Vektor (#6) bestimmen die
Axialgerade. Die Axialebenen bzw. die Axialgerade sind totalorthogonal.

Die zyklische Permutation der Koordinaten der Vektoren (16) bedeutet geome-
trisch die Drehung des Paares der Vektoren ‘u; und 'uz in der Ebene g um den
Nullpunkt O, und zwar um den Winkel w.

Ahnlich bedeuten die zyklischen Permutationen der Koordinaten der Vektoren (*6)
die Drehungen der Vektoren (*6) in den Ebenen “o um die Winkel kw, & = 1,2,.._,[2]
und im Fall des Vektors (7 6) liefert die zykhsche Permutation der Koordmaten den
umgekehrten Vektor.

Die Vektoren

2 2 n—1 n—1 a—1 Qu—l

1 1 1 1 = n_:

Yy = ~— 1, Vg = — Uz, ..., 2 Vi = -2 u, 2% vy = — 2 U
k3 i ) n

beim ungeraden n, bzw.

1 1 By — — 3
Vi, V2, ..., V1 = 51

Vhsinw

beim geraden n, bilden eine orthonormale Basis ¢ der Ebene p. Zugleich bekommen
wir so die orthonormalen Basen der Axialebenen 1g,%. ..., *Fp bzw. die Basis der
Axialgeraden %p.

Nun driicken wir die Ortsvektoren pi,...,pn der Ecken {4) des Polygons P als
Linearkombinationen der Vektoren der Basis C aus. In dieser Basis ist

®) pi= (p,v v, pi - lva,.. P = vVi,pi- %VQ)C beim ungeraden n,

pi = (p,g-lvl,p;<1v2,...,p;-?vl)c beim geraden n, i =1,2,...,n.

In der Ebene ¢ betrachten wir die neue orthonormale Basis (', die diese Vektoren
bilden:

vl = \/E(sin(w+w),sin(w+2w],...,sin(w+ (n ~ D)w},sinw},
n

'1v12 = \/g(cos{w +w),co8(w+ 2w),...,co8(w+ (7 — Dw),cosw),

2 .
vl = \/;(sin(uﬁAEw),sin(w+4w),...,sin (w+2(n — Dw),sinw),

Zvh = \/g(cos(w—ka],cos(w+4w),..‘,cos(w+2{n ~ 1w}, cosw),
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bis im Falle des ungeraden n

i, 2 (. n—1 _ n—1 . (n—1)>2 _
T vy =4/—|sin|wt—Fw),sin|wH+2—w],...,sin0 |wt+—7——w],sinw |,
n 2 2 2
o [2 -1 - —1)?
g vy =4[ — (tl(}S (w+ E—Q—w}) , CO$ (w +2i1-2—1u.:) O 0 (w+-(nT)w) , €08 w)
n

und im Falle des geraden n

n o, 1 . n i n . n(n—1) .
V= —— Slll(w—i——w),Sm(w-{-Z—w),”.,sm w4+ ———w | ,sinw | .
Vnsinw 2 2 2

Wir iiberzeugen uns leicht, daf} die Koordinaten des Vektors p; beziiglich der Basis
C dieselben sind wie die Koordinaten des Vektors p;4; beziiglich der Basis C’.

Jetzt projizieren wir das Polygon P in die Axialebene *p bzw. in die Axialgerade
2p,k=1,2,...,[2]. Die Richtung der Projektion ist orthogonales Komplement der
Axialebene ¥ p bzw. der Axialgerade 3p in der Ebene p. Auf diese Weise bekommen
wir in den Axialebenen die ebenen Polygone 'P, %P, ..., [%]‘P, beim geraden n ist P
die Strecke auf der Axialgeraden %p. Die Ortsvektoren der Ecken P, ' P, ... ,1P,
des Polygons 1P sind

1Ps=(Pi'lVL,Pi'1\'2,0‘---,0)6, 1=1,2,...m,

die Ortsvektoren der Ecken 2P;,%P;,...,2P, des Polygons ?P sind

Zp;= (O,U,p‘- 2y, pi o 2va,0,. .. ’O)C i=1,2,...,n, usw.
Beim Polygon 'P erhalten wir jeden Punkt ' P;;; aus dem Punkt lp i=12cum,
1P.41 = ' Py, durch die Drehung in der Axialebene 'o um den Nullpunkt O um den
Winkel w und #hnlich fiir die Ecken des Polygons *P in der Axialebene %o,k =
1,2,...,[2], wobei der Winkel der Drehung kw ist. Auf der Axialgeraden g sind
die Punkte %P;_H und 3 P; symmetrisch zum Nullpunkt O.

Die Ortsvektoren p; und py driicken wir auf diese Weise aus:

=1p, 42 (3]
P1= P1+°p1+...+12py,
9)

P2 =lp2+2p2+...+[%]pg‘

Aus der Eigenschaft b) des Polygons P und aus der RegelmiBigkeit der Polygone *P
folgt

L T
(10) ol = llpall, Ipall = Ipall, k=12, [3],



'p1-'p2 = [I'p1lf? cosw,
%py -2p2 = [I’pu? cos 2w,

(11)

[%]Pl : {%]P'z = ”[ﬂmllz cos [g] w.
Nach dem Satz von Pythagoras gilt also
(12) lipal? = IPpall + I1Ppafl® + ... + | [Blpy 2.

Weiter gilt:
iter gi n

0<w< 2w - T
< < < w<
und deshalb

(13) cosw > €os2w > ... > cos [g] w

Aus den Beziehungen (9) — (13) folgt

p1-Pz='p1-'p2+7p1 "p2+ ...+ [Elp [8lp, =
= |*pul? cosw + P12 cos 2w + . .. + [[[#py [ cos [g] wg

< (ol + 1Ppel” + -+ 1) cosw,  also

(14) Py P2 < ||pall® cosw;

das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn

(15) Ppall = IPpall = . = [Blpy ) = 0

und das bedeutet, daB P = P das regelmiBige konvexe Polygon in der Axialebene

1
0 ist.
Die Ungleichung (2) ist dquivalent mit der Ungleichung

n n
(16) Zaiai+1 < msta? (w = E)
4 n
pancy -1

d.h. mit (14), denn p; und p; sind die Ortsvektoren der Ecken P; und P, aus (4).
Auch die Bedingungen (3) und (15) sind dquivalent. Beide Bedingungen bedeuten,
dafB die Vektoren p; Linearkombinationen der Vektoren (16) sind und diese Vektoren
bilden die Basis der Axialebene p.
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