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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY Č A S O P I S SAV, VII, 2 — 1957 

CENTRUM NEKONEČNÉ D I S T R I B U T Í V N Y C H SVÁZOV 

JÁN JAKUBlK 
Katedra matematiky a desknptívnej geometrie Vysokej školy technickej v Xošicrach 

Nech 8 je svaz s neprázdným centrom C. Je známe, že C je podsvaz svazu S 
(pozři [1], kap. I I , veta 9). Platí teda: 

xt- € (7 , i = l, ..., n => n xt- € C (1) 
a duálně. 

Naskytuje sa otázka, či sa implikácia (1) dá rozšířit na nekonečné mnoho 
prvkov centra. Podrobnejšie povedané: třeba vyšetřit, či pre svazy platí 
tvrdenie: 

(A) Nech {x{} je podmnožina centra C svazu S, nech vo svaze S existuiú prvky 
a = n xt, b = u xt-:. Potom a, b č C. 

Ak pre svaz 8 platí tvrdenie (A), hovoříme, že centrum C je úplným pod-
svázom vo svaze 8 (přitom C nemusí byt úplný svaz, ak svaz 8 nie je úplný). 

Cietbm tejto poznámky je vyšetřit platnost tvrdenia (A) pre všeobecné 
svazy a pre nekonečné distributivně svazy. Ako dósledok dostaneme vetu. 
týkajúcu sa rozkladu nekonečné distributívneho svazu na priamy siíčin. 

Veta 1. Centrum nekonečné distributívneho úplného svazu 8 je úphujm pod-
svázom vo svaze 8. 

D o k a ž . Nech {#,-} je neprázdná podmnožina centra C nekonečné distribu
tívneho úplného svazu 8. Označme n xx- = a, U x\ = b.1 Nech 0. resp. I 
je najmenší, resp. najvačší ])rvok v 8. Platí xt u <x\ — \, x\ < b, teda 
xi u b = 1. Z nekonečnej distributivnosti dostáváme 

a u b = (n xt) u b = n (xt- u 6) = 1. 
Duálnym postupem sa dokáže a n b = 0. Teda a, b sú prvky centra svazu N 
(pozři [1], kap. V § 5).2 

1 Ak .v £ S, označujeme znakom x' komplemen t ])rvku x vo svii/.e S (ak existuje). 
Prvok centra m á zrejme jediný komplemen t . 

2 ]\I. Ko l ibiar mi oznámil, že sa ve ta 1 dá zovKeobecnif n a relativné úplné nekonečné 
dis t r ibu t ivně svazy (bez prvkov 0, 1), pričom namies to cen tra G uvažujeme o množině 
G*QS S touto viastiiOKtou: ,i: c ( '* v tedv a len v t edy , keď zo vztahu ./• c a, b C S 
vyplývá, že p rvok x m á v int(trvale o, b\ relativný kom])lement . Dókaz zovseobeenene j 
v(Hy hy sa vykonal n a zák lade výsledkov práce [4]. 
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P ř í k l a d 1. N e c h 8 je m n o ž i n a vše tkých funkcií s o b o r o m dennície 
J = <0,1>, k t o r é n a d o b ú d a j ú len h o d n o t y 0. 1. N e c h je m n o ž i n a 8 o b v y k l ý m 
sposobom čiastocne u s p o r i a d a n á (/ < g, a k pre k a ž d é x č J f(x) < g(x)); zre jme 
je 8 d i s t r i b u t í v n y svaz. A k /, g € 8 a ak ne rovnos t f(x) 4= g(x) p l a t í na jv iac 

v k o n e č n o m poete b o d o v x € J, p íšeme f ^ g. Nech /0(/i) je na jmenší (najvačší) 
})rvok v 8. N e c h S0 je p o d m n o ž i n a m n o ž i n y 8, k t o r á obsahuje len funkcie : 

I. /0, 2. / 1 ? 3. f2, f2(x) = 0 p r e x e <0, J>, f2(x) = 1 p r e x e (i, 1>, 4. v š e t k y 
funkcie / € 8, p r e k t o r é p la t í / ^ / ť, p r ičom i je r o v n é n i e k t o r é m u 
z čísel 0, 1,2. E a h k o sa zistí, že 8() je podsvázom svazu 8; t e d a 80 je d is t r ibu
t í v n y svaz. 

Nech 81 je m n o ž i n a v š e t k ý c h p r v k o v / 6 ASY
0, p r e k t o r é p l a t í f ~ f0, f < f2. 

K a ž d ý z p r v k o v / € Sx m á k o m p l e m e n t v AS'0 , t e d a p a t ř í do cent ra C svazu S0. 
Platí u / ( / € $j) = / 2 . P r v o k /2 však n e m á vo svaze 80 komplemen t , t e d a 

n e p a t ř í do cent ra C. Z t o h o v y p l ý v á : 

Veta 2. Distributivně svazy vo všeobecnosti nesplňujú tvrdenie (A). 
P o z n á m k a . Nenašie l som př ík lad ú p l n é h o d i s t r i b u t í v n e h o svazu, k t o r ý 

by nesplňoval t v r d e n i e (A). 
P ř í k l a d 2. N e c h 8 je m n o ž i n a v š e t k ý c h funkcií, def inovaných n a intervale 

,/ : - <̂ o, I>. n a d o b ú d a j ú c i c h len h o d n o t y 0, l, 2, s o b v y k l ý m čias točným 
u s p o r i a d a n í m . S je ú p l n ý svaz; svazové operácie n a P o z n a č í m e (pre {/•} c8) A /,-. 
V fi. Ak a, b € 8 a a k ne rovnos t a(x) 4= b(x) p la t í na jv iac v k o n e č n o m p o č t e 
bodov x€J, p r ičom v t ý c h t o bodoch je a(x) 6 {0,2}, b(x) č {0,2}. p o t o m 
píšeme a ~ b. Nech f0(fx) je na jmenší (najvačší) p r v o k v 8. 

N e c h 80 je })odmnožina m n o ž i n y 8, obsahu júca len t i e t o funkcie : 
1. v še tky funkcie z m n o ž i n y 8, n a d o b ú d a j ú c e len h o d n o t y 0. 2 (množinu 

všetkých t ý c h t o funkcií označme 801) 

2- 0 
0 x € < 0 , -J> 

flf(-r)= A *€(-J, 1) 
X 2 a;€ <§. 1> 

3. vše tky funkcie / <E £ , p re k to ré p la t í / ^ g (množinu t ých to funkcií 

označme ASY
()2). 

Ak {/} C S 0 a ak (vzh ladom na čiastocne usporir .danú množinu 8()) existuje 
s u p r e m u m . res]). i n í i m u m m n o ž i n y {/,} , označíme t i e t o p r v k y z n a k m i u / > 
resp. n /,•. Ak {/,} C 80 a p ř i t o m \ /,- € 80. zrejme p la t í V /,; ::r U /, (a d u á l n ě ) . 
Dokážeme, že >V0 je úplný svaz (z p o s t u p u b u d e zřejmé, že 80 nie je podsvázom 
vo svaze 8). E a h k o sa zistí, že n a t o stačí d o k á z a t t v r d e n i a : 

a) ak [/,} C S 0 1 , existuje U /., 
b) ak {/,] C S 0 2 , existuje U / > 
c) ak /, £" ASV„. /2 e 8{)2, existuje /- u f, 

a tv rden ia duá lně k a), b) . c). 
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Kedze zo vztahu {/<J C 8(n vyp lývá \/fi:€8{). platí a) . P re / G S{).2 označme 
z n a k o m /* fnnkciu z množiny S01, definovánu t a k t o : ak f(x) ----- 0(,'(.r) 1 
aleho f(x) = 2). ])oložíme /*(*) --• 0 (/*(.r) =-- 2). Nech Q = «/,} C S(), a nech •/, 
je množina t ý c h x € x o. i >. pre k to ré existuje /< € ^ . /<(.r) 2. Ak mno

žina -/j je konečná, existuje u /< --= V /,- € A'(),. Ak množina J. je nekonečná, 
neexistuje žiaden prvok j € 8().2, pre k t o r ý by bolo / K" f pre každí' f;^(\>. 

Ak je však pre / € #0 1 splněný vztah / <?: /• j)re k a ž d é /,• € Q. musí byť zároveň 
/ <= //*. t a k ž e U f = V/,-*.rrýin je d o k á z a n é b). Nech /1 € S01. /< € S()2. neeh ./., 

je množ ina tých ;r. pre k toré f\(x) = 2 4= /2U<)- ^ k j e '̂ 2 konečná množina . je 
f}y f2€ So- ^ k j e 'I2 nekonečná množina, dokáže sa p o d o b n o u úvahou a k o 
v predošlom.že plat í /j u /2 = /iV/2*- Týni je d o k á z a n é c). Analogicky sa 
dokážu duá lně t v r d e n i a . Označme J3 = < 0, J > U < §. l a definujme funkeie /< 
(pre k a ž d é v /£ / 3 ) . a funkeie /„. /,,. /,. € #() t a k t o : 

•) -r € ,/3 

0 . * € . / / 

2 a* € (0 . 3 

0 X Є / 0 , ;\ 

/ 2 # € < i I 

m = < « , € . ; i . i ^ f M = 

Eahko sa zistí. že vše tky p r v k y /,, pa t r ia do cent ra C svazu AS(). P l a t í u / /<. 

P rvok /„ nie je neu t r á lny . kedze podsvaz 8W svazu >S0. v y t v o ř e n ý ] r v k a m i 
.j,..g. nie je d i s t r ibut ívny . P l a t í t o t i ž : 

/,, u /,. = /,, u g ----- U • f„ n /,. ==-- fa n ř/ = /,,. /,. ± íh 

'Teda fu nie je ])rvkom centra C. Z t o h o vyplývá 
\>ta X Uphié svazy vo všeobecnosti nesplnujú tvrdenie (A). 
Vela i . Nekončeme distributívny úplný svaz 8 sa dá vyjádřit v lva re 

N ~ AxB. (2) 

pricom \. svaz A sa dá rozložit na priamy súčin faktorov. z ktorých každý je 
priamo nerozložitelný. 2. ak svaz B obsahuje viac ako jeden prvok. sríz B je 
priamo rozložitelný a každý jeho priamy faktor, obsahujúci viac ako jeden prvok. 
je priamo rozložitelný. 3. rozklad (2). ktorý má vlastnosti 1. a 2. je jednoznačný/ 

D ó k a z . Nech C je c e n t r u m úplného a nekonečné d i s t r i b u t í v n e h o s r á z u N. 
nech C 0 je m n o ž i n a všetkých a t ó m o v vo svaze 8. nech 0(1) je najmenší 
(najvačší) p r v o k v 8. Ak Cn =-- 0. p o d m i e n k a m v e t y zrejme vyhovuje rozklad 
8 ~ (0) x8. P r e d p o k l a d a j m e . že C0 4 r t) a označme O() — u a (a £ C0) Podlá 

ve ty 1 a0 € ( ' . Nech a() je k o m p l e m e n t ])rvku a vo svaze 8. A = 0. a0 

B = <0. < , ) . Platí 8 ~ A x B . Nech (\(C2) je cen t rum svazu A(B). Podlá 

ve ty 1 (\ je úplný podsvaz svazu A. t eda (\ je úplná Boolova algebra. Z kon-

;J Výraz „priamy súcin" používáme v takom zmyslc, ako sa v 12 j používá výraz 
,.úplný priamy sucin". Znakom ~ označujeme svazový izomorfizmus. 

118 



štrukcie svazu A vyplývá, že Boolova algebra (\ je atomárna. teda (pozři [lb], 
str. 240. cviě. 4) ( \ je úplné distributívny svaz. Podlá vety --1, [3] platí 

A ~ UAi, AY= <0, «,->, 

priéom ai prebieha celu množinu (\ (svazy A{ sú zřejmé priamo nerozložitelné). 
Ak ď{) O, tak svaz B obsahuje jediný prvok. Ak a'{) > O, svaz B nemóže 
mať žiadny priamy faktor Bí, ktorý by bol nerozložitelný a ktorý by obsahoval 
viac ako jeden prvok (najváčší prvok b{ svazu B{ by potom patřil do množiny (\}, 
co je proti předpokladu). Jednoznačnosť rozkladu (2) s vlastnosťami I. 2 je 
z predošlého zřejmá. 

Poznámka: Z predošlého příkladu 2 vidieť, že vo vete 4 nemóžeme vynechat 
předpoklad o nekonečnej distributivnosti svazu S. 
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Ц К И Т Р 1 3 Е С К 0 1 1 К Ч Н О Д И С Т Р И Б У Т И В Н Ы Х С Т Р У К Т У Р 

Л II Я К У Г Л 1 К 

В ы В о д ы 

Пусть Л'- структура, которая имеет непусты!, центр С. Известно, что С является 

подструктурой структуры (\ т. е. 

Хг€С, ? = , 1 , . . . , •//.=> п # . - € С (-) 
и дуально. 

Нозникает вопрос, можно-ли импликацию (1 ) расширить для случая бесконечного 

множества {хч} С С. Определим свойство (А) структуры $ к а к следует: 

(.1) Если {.г;} непустое подмножество центра С структуры А? и если к >Ь' существуют 

элементы а ---- п е;,, Ъ == и .*?;, тогда «, Ь € С. 

И заметке доказывается: 

1. Г>есконечно дистрибутивные структуры имеют свойство (А). 

2. (Существуют дистрибутивные структуры, которые не имеют свойство (.1) (построен 

пример). Не решен вопрос, могут-ли такие дистрибутивные структур),! быть полными. 

3. Существуют полные структуры, которые не имеют свойство (А). 

\. Бесконечно дистрибутивную полную структуру N можно представить в виде 

прямого произведения 

Х~АхВ (2) 
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где а) структура Л разложима в прямое произведение . 1 ^ / I I * , в котором каждый 

прнмый множитель Л-ь не разложим; б) каждый прямый множитель 1>\; структуры /> 

разложим в прямое произведение />\ ̂  (\ X 1^1 так1 что каждая из структур />\. С, 

имеет более одного элемента. 

5. Существуют полные структуры, которые не возможно разложить в прям )о про

изведение (1) со свойствами а ) , б) (т. е. не возможно , .отделить неразложимые 

множители от разложимых,,). Тот самый пример как 1} л. 
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