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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK 15 1965 ¢isLo 4

UBER DIE INTERVALLTOPOLOGIE
AUF EINER HALBGEORDNETEN GRUPPE

JAN JAKUBIK, Kogice

Einleitung. In den Arbeiten [2, 3, 4, 7] wurde untersucht, unter welchen
Voraussetzungen eine Verbandsgruppe im Bezug zu der Intervalltopologie
eine topologische Gruppe bzw. ein Hausdorffscher Raum ist. In dieser Arbeit
untersuchen wir analoge Iragen fir eine halbgeordnete Gruppe ¢. Im §1
werden einige Begriffe und Bezeichnungen eingefiirt. Wir beweisen, dass
das Problem im Grunde genommen nur die das Element 0 enthaltende Kompo-
nente (Simbireva [6]) von @ betrifft. Im § 2 werden die lexikographischen
Erweiterungen von halbgeordneten Gruppen behandelt; im §3 wird die
Intervalltopologie auf einer nichttrivialen lexikographischen Erweiterung
untersucht. Die Ergebnisse des § 4 und 5 iiber gerichtete Gruppen und Ver-
bandsgruppen bilden eine Fortsetzung und Verallgemeinerung der Resultate
aus der Arbeit [4].

Wir benutzen die Terminologie und Bezeichnungen nach [1, Kap. XIV].

§ 1. Grundbegriffe. Wir setzen voraus, dass ¢/ == G(+) eine Gruppe im
Bezug auf die Operation - ist (diese Operation braucht nicht kommutativ
zu sein). Das Einheitselement in ¢ bezeichnen wir mit 0. Ferner sei voraus-
gesetzt, dass in @ eine Relation der Halbordnung = derart definiert ist,
dass aus 2, ¥y, a, be @, x <y immer a +x + b < a -+ y + b folgt. Dann
heisst G(+, =) eine halbgeordnete Gruppe. Wenn die Operation -+ nicht
in Betracht genommen wird, bezeichnen wir die zugehorige halbgeordnete
Menge mit G(=) . G(4-, =) ist eine gerichtete Gruppe, wenn es fiir je zwei
Elemente x, ¥ € G cine genieinsame obere und eine gemeinsame untere Schranke
in G gibt. Man kann leicht beweisen, dass dieser Fall schon dann eintritt,
wenn es zu jedem x € ¢ ein y € G gibt, so dass y = 2 und y = 0 ist.

Fir jedes a e bezeichnen wir Ii(a) = {x:vel, x <a}, Isa)=
= {x:x e, x = a}. Die Mengen der Form Ii(a), Iz:(a) werden u-Intervalle
genannt. Die Intervalltopologie auf ¢! wird derart definiert, dass man als
Subbasis der geschlossenen Mengen das System A4 nimmt, das aus allen
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Mengen Iy(a), Is(a) (@ € @) und. aus der Menge G besteht (vgl. [2, S.213]).
Untersuchen wir die folgenden Bedingungen (vgl. [4]):

(t) G ist eine topologische Gruppe tm Bezug auf die Intervalltopologie.

(h) G ist ein Hausdorffscher Rawm im Bezug auf die Intervalltopologie.

(0) G ist eine geordnete (= linear geordnete) Gruppe.

Es ist bekannt, dass (o) = (t) = (h). Fiir einige Klassen von Verbands-
gruppen wurde die Implikation (t) = (o) in [2, 3, 4, 7] bewiesen; in [8] ist
eine Verbandsgruppe konstruiert, in der diese Implikation nicht erfillt ist.

Es sei a,b €@, a + b und es seien 4, B endliche Teilmengen von (. Be-
zeichnen wir
(1.1) M = {Il(ai)} U {Iz(b])},
wobei a; bzw. b; die Menge 4 bzw. B durchliauft. Das System M wird ein
s-System fiir @, b in G genannt, wenn die Vereinigung der u-Intervalle des
Systems M gleich (7 ist und wenn keines dieser u-Intervalle gleichzeitig
a und b enthilt (vgl. [4]). Aus der Definition des Hausdorffschen Raumes
folgt unmittelbar, dass G die Bedingung (h) genau dann erfiillt, wenn es fiir
je zwei Elemente a,b € (!, a +b ein s-System in G gibt; offensichtlich kann
man aus jedem solchen System M ein minimales s-System M’ C M fir a, b
in G konstruieren.

Bemerkung. Ist ¢ + {0} eine Verbandsgruppe und M ein s-System fiira, b
in G,soist A = (0, B + ( ([4, Abs. 2.1]). Fiir halbgeordnete Gruppen gilt eine
analoge Behauptung nicht. Als Beispiel kann man eine beliebige endliche
Gruppe G + {0} nehmen, die trivialerweise halbgerodnet ist (d. h.a <y
genau dann, wenn x = y).

Es sei K(0) die Menge aller « € G, zu welchen es ein Element » € G gibt,
so dass * < v und 0 =< v ist. Man kann sich leicht iiberzeugen, dass diese
Bedingung mit der folgenden &dquivalent ist: es gibt ein u € ¢ derart, dass
=z und u = 0 ist (es genligt v = x — v bzw. v = —u + x zu setzen).
Die Menge K(0) ist ein Normalteiler in G(+) (vgl. [6]). Bezeichnen wir
G(+)/K(0) = G und setzen wir fiir jedes y € G: y + K(0) = K(y). Ist y1,ys €
€@, y1 < y2, dann ist y2 — y1 € K(0), also ist K(y1) = K(y2). Daraus folgt:

LY. Ist K(y1) = K(yz), so gilt y1 | y2.(Y)

1.2. Satz. Ist die Gruppe G unendlich, so geniigt G der Bedingung (h) nicht.
Wenn G endlich ist, so geniigt G der Bedingung (k) genaw dann, wenn K(0)
dieser Bedingung geniigt.

Beweis. Es sei G unendlich; wihlen wir beliebige Elemente a, b € G, a + b.
Setzen wir voraus, dass es ein s-System M fiir a, b in G gibt. Aus der Unendlich-
keit von ¢ folgt, dass es ein « € G gibt, so dass K(x) + K(a;) und K(x) + K(b))

(1) Mit y1 | y2 bezeichnen wir die Tatsache, dass y1 und ys unvergleichbar sind.
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fir jedes a; € 4 und jedes b; € B ist. Nach 1.1 gehort dann « zu keinem der
u-Intervalle des Systems M, was ein Widerspruch ist.

Es sei ferner die Menge  endlich, card G = k.

Setzen wir voraus, dass (¢ die Bedingung (h) erfiillt. Ist card K(0) =1,
so ist in K(0) die Bedingung (h) offensichtlich erfiillt. Es sei ferner card K(0) >
>1,a, beK(0), a +b. Aus der Voraussetzung folgt, dass es ein s-System
M fiir a, b in @ gibt. Bezeichnen wir 4, = K(0) N 4, By = K(0) N B, Jy(z) =
= K(0) N Ii(z) (¢ = 1,2;ze K(0)), My = {J1(a:)} U {Ja2(b;)}. wobei a; bzw. by
die Menge A4; bzw. B; durchliuft. Nach 1.1 ist 4; U By + (. Offenbar ist
dann M; ein s-System fiir @, 0 in K(0). Umgekehrt setzen wir voraus dass
K(0) der Bedingung (h) geniigt und es sei

(1.2) {@y, ..., ax}

eine Menge, die aus jeder Klasse K(x), € G genau ein Element enthilt.
Esscia,be@,a = b, K(a) = K(b). Also ist @ — b € K(0). Nach der Voraus-

setzung gibt es ein s-System M; fiir die Elemente ¢ — b, 0 im K(0). Wir

konnen voraussetzen, dass x; = b ist. Das System der u-Intervalle

(1.3) Ji(a; 4 1), Jz(bj + ;) (a; € A, bj eB, I=1,..., k)

ist dann ein s-System fir «, b in G. Es sei ferner u, v € G, K(u) + K(v).
Ist card K(0) = 1, so ist Ji(x;) (I = 1, ..., k) ein s-System fiir , v in G. Im
Falle card K(0) > 1 wihlen wir a, b € K(0), @ =b; es sei M. ein s-System fiir
@, b im K(0). Dann ist (1.3) ein s-System fiir u, v in G.

Bemerkung. Wenn die Méachtigkeit der Gruppe G(+)/K(0) bekannt ist,
so kann nach dem vorigen Satz die Frage iiber die Giiltigkeit von (h) fiir @
auf die analoge Frage fiir die gerichtete Gruppe K(0) reduziert werden. Der
Untersuchung von gerichteten Gruppen ist § 4 gewidmet.

Im folgenden bedeutet ' immer eine halbgeordnete Gruppe.

§ 2. Lexikographische Erweiterungen. Wir fithren in G eine binire Rela-
tion || folgendgrmassen ein : fiir x,y € ¢ setzen wir x|y, wenn entweder
x = y ist oder wenn es eine endliche Folge wy ... 2, gibt, so dass

(2.1) Yo =2, Xy =y, X|Tin

fir ¢+ = 0, ..., n — 1 ist. Die Relation || ist reflexiv, symmetrisch und tran-
sitiv, also ist durch diese Relation eine Klassenzerlegung der Menge G ge-
geben; die das Element z enthaltende Klasse bezeichnen wir mit B(x).

2.1. B(0) ist ein Normalteiler der Gruppe G(+).(2)

(2) Bemerkung bei der Korrektur. Nach der Beendigung dieser Arbeit habe ich er-
fahren, dass die Behauptungen 2.1 und 2.2 schon frither A. Lavis (Bull. Soc. roy. sci.
Lieége 32 (1963), 204—208) bewiesen hat.
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Beweis. s sei a ein Element aus ¢. Da die Abbildung z— z 4 a (z € Q)
ein Automorfismus der halbgeordneten Menge G ist, so folgt aus uw € B(z) 4+ a
die Beziehung B(z) + a = B(u); in analoger Weise folgt aus u € a + B(z)
die Gleichheit a + B(z) = B(u). Da ae B(0) +a und aca + B(0) ist,
bekommen wir also B(0) 4+ @ = B(a) = a + B(0). Ist insbesondere a € B(0),
so haben wir a 4- B(0) = B(0). Daher ist B(0) ein Normalteiler von G(+).

Setzen wir Ni(G) = {x:x €@, x| 0}. Ist A C@, bezeichnen wir mit [4]
die durch die Menge A erzeugte Untergruppe der Gruppe G(4-).

2.2. B(0) = [Ny(()].

Beweis. Es sei By = [N1(()]. Aus der Definition der Menge B(0) und
aus a | 0 folgt x € B(0); nach 2.1 ist also B; C B(0). Es sei yeBW), y + 0.
Setzen wir @ = 0 und @, ... 2, sei die der Bedingung (2.1) geniigende end-
liche Folge. Da y = ay = (v — @p-1) + (Xn-1 — Tp-2) 4+ ... + (x1 — x9) ist
und da die einzelnen Ausdriicke z; — x;—1 mit dem Element 0 unvergleichbar
sind, so ist y € By, also ist B(0) C B;.

2.3. B(0) ist eine konvexe Teilmenge von G.

Beweis. Man soll die folgende Behauptung beweisen : (t1): Ist a, y € B(0),
zel, x=z =y, so ist ze B(f). Fur « = y ist die Behauptung trivial.
Fir x + y sei a9, .... %, die der Bedingung (2.1) geniigende endliche Folge.
Wir benutzen jetzt die Induktion im Bezung auf die natiirliche Zahl n.

Fir n = 1 haben wir x| y, also ist (&) trivialerweise erfiillt, da die Menge

—

{z:2 =z =y} leer ist. Es sci n >'0. Ist z|2,-;. so gehért =z zu B(0) nach
der Definition von B(0). Ist z =< 2,1, so gilt & < 2 = x,-1 und nach der
Induktionsvoraussetzung ist z € B(0). Wire x,1 =< 2, so hétten wir x,—1 =

< z =y, was aber unmoglich ist, da x, 1 | y gilt.

24. Ist G eine I-Gruppe, so ist B(0) die durch die Menge N1(G) erzeugte
I-Untergruppe von G.

Beweis. Es sei By die durch die Menge N(() erzeugte 1-Untergruppe
der 1-Gruppe (. Nach 2.2 ist B(0) C Be. Es geniigt jetzt die folgende Be-
hauptung zu beweisen: Ist 2 € B(0), | 0, so ist x U 0 € B(0) (vgl. [1, S. 215,
Theorem 2]). Bezeichnen wir xt =2 U0, - =a N0 (wir benutzen die
Bezeichnungen und Ergebnisse aus [1, Kap. XIV, §47]), so sind fiir jedes
Element x € (¢ mit z |0 die folgenden Beziehungen erfiillt: at + 0 += a-,
y = 2xt 4+ x~ € Ni((), —x € N1((¥); also ist y —x e B(0). Da y — v = a*
gilt, ist der Beweis erbracht.

Bemerkung. In der Arbeit [5, Abs. 10] wurde fiir eine 1-Gruppe G die
Menge B(0) als eine durch die Menge Ni(({) erzeugte 1-Untergruppe von
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definiert; dort wurde auch bewiesen, dass B(0) ein 1-Ideal von G ist. Dieses
Ergebnis folgt jetzt als Spezialfall aus 2.1 und 2.3.

Ist G eine 1-Gruppe, bezeichnen wir J = {e:ee@; 2z, x > 0=>2xN
N e > 0}. Die Elemente aus J heissen schwache Einheiten von (. Ferner
bezeichnen wir N(G) = {x:x € G — .J, v > 0}. Es sei B(() = [N(G)].

2.5. Fir jede I-Gruppe G gilt B(G) = B(0).

Beweis. Nach der Definition von B((7) und nach 2.2 geniigt es die Bezie-
hungen N(G) C B(0), Ni(G) C B((/) zu beweisen.

Es sei @ € N(G); dann gibt es ein y € @ mit x Ny = 0, y > 0. Offenbar
ist 0|y — x|z, also gehort x zu B(0). Es sci ferner u € N1((); wir haben
dann ut > 0, —u~ > 0, u* N (—u~) = 0, also ist u+, —u~ € N((). Daraus
folgt v = ut 4 u~- € B(G).

Bei der Definition der Menge B(() haben wir nicht nur die Halbordnung <
sondern auch die Operation + benutzt; die Menge B(G) ist aber im Bezug
auf die Operation -+ im folgenden Sinne invariant:

2.6. FEs seien Gi(-+1, =), Go(+2, =) -Gruppen, fir die die Gleichung
G1(=) = (Go( =) besteht, und es sei 01 = Oz (mit 0; wird das Nullelement in der
Gruppe Gi(+) bezeichnet, v = 1, 2). Dann ist B(Gh) = B(Gs).

Der Beweis folgt aus 2.5 und daraus, dass bei der Definition der Menge
B(0) nur das Nullelement von G/( 4 ) und die Halbordnung benutzt wurde.

Bemerkung. Sind die Bedingungen aus 2.6 erfiillt, so braucht noch
die Gleichung Gi(+1, =) = G2(-+2, =) nicht zu gelten (d. h. die Operationen
+1 und 42 koénnen verschieden sein); iiberdies kann man an Beispielen
zeigen, dass im solchen Fall die 1-Gruppen (1 und (s nicht isomorph zu sein
brauchen.

P. Conrad hat fiir I-Gruppen den folgenden Begrift einer lexikographischen
Erweiterung eingefiihrt:

2.7. (Vgl. [2, S. 214].) Eine 1-Gruppe ¢ heisst lexikographische Erweiterung
einer 1-Gruppe S, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) S ist ein 1-Ideal von @.

(b) @18 ist eine geordnete Gruppe.

(¢) Wennx e (7 — S, s € Sist, so gilt s < x.(3)

Unter diesen Voraussetzungen schreibt man G = <8>. Diese lexikogra-
phische Erweiterung heisst nichttrivial, wenn {0} = 8 + @ ist.

Fiir die lexikographischen Erweiterungen von 1-Gruppen gelten die fol-
genden Behauptungen:

(3) Wir bezeichnen G+ = {x: v e ¢, «© =z 0}.
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2.8.1. ([2, Lemma 9.1]) Es set H ein I-Ideal einer I-Gruppe G. Dann sind
die folgenden Bedingungen dquivalent:

(1) G = (H>.

(2) N(G) C H.

(3) Ist x e G, v + H + H, so sind entweder alle Elemente von x -+ H positiv
oder sind alle diese Elemente negativ.

2.8.2. ([2, Satz 9.1]) [N(G)] ist ein l-Ideal von G, N([N(@)]) = N(G) und
G = (N(@)]>. Die I-Gruppe [N(G)] ist keine nichttrivialle lextkographische
Erweiterung.

Wenn S = {0} ist, so gilt ¢ = {S) genau dann, wenn @ eine geordnete
Gruppe ist. Wir beweisen, dass in dem nichttrivialen Fall S + {0} die Bedin-
gung (b) in der Definition 2.7 ausgelassen werden kann. Ferner varellgemeinern
wir die Sitze 2.8.1 und 2.8.2 fiir den Fall einer halbgeordneten Gruppe G
(vgl. 2.15, 2.16, 2.17). '

Es sei @ eine halbgeordnete Gruppe. Wenn S ein Normalteiler von G(4)
und zugleich eine konvexe Teilmenge von @ ist, so kann man die halbgeordnete
Faktorgruppe G/S konstruieren (vgl. [6]). Ifiir die entsprechenden Klassen
setzen wir dabei x + 8 =<y 4 S, wenn es Elemente vy ex+ S, y1ey + S
mit z; < y; gibt.

Untersuchen wir die folgenden Bedingungen fiir eine Teilmenge § von G:

(o) S ist ein Normalteiler von G(+).

(B) S ist ein Normalteiler von G(4) und zugleich eine konvexe Teilmenge
von G(=), und G/S ist eine geordnete Gruppe.

(Y) = (c).

2.9. S sev eine Untergruppe von G(4), die die Bedingung (y) erfillt. Dann
ist S eine konvexe Teilmenge von G(=).

Beweis. Esseiu,ve S, v € ¢, w = x = v. Setzen wir voraus, dass x nicht
zu S gehort. Dan ist 0 <o —u <v—wu, v —uelS, x—u¢S. Nach (y)
ist also v — u < o — u, was ein Widerspruch ist.

2.10. Es sei G eine I-Gruppe. Es sei S eine Untergruppe von G(-+), so dass (y)
erfullt ist. Dann ist S eine I-Untergruppe von .

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass aus « € S, x| 0 die Beziehung z+ e §
folgt. Setzen wir voraus, dass a* nicht zu S gehort; dann haben wir nach (y)
at > 2x == 2xt + 2x-, —22x~ > x*; es gilt aber ([1, Kap. XTIV, §4]) (—22-) N
Nzt = 0, x+ > 0, und wir haben einen Widerspruch.

2.11. Es ser G eine I-Gruppe; setzen wir voraus, dass S + {0} die Bedingungen
(@) und (v) erfallt. Dann erfillt S auch die Bedingung (B).

Beweis. Nach der Voraussetzung gibt es s €S mit s + 0. Nach 2.10 ist
dann 0 < |s| € S. Nach 2.9 ist S konvex in G(=). Setzen wir voraus, dass
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es ein Element x € G — 8 mit z | 0 gibt. Dann haben wir 2+ > 0, —x~ > 0.
Aus (y) folgt, dass entweder + €S und —a~ €S oder z+ ¢ S und a— ¢S ist.
Im ersten Fall bekommen wir z € S, was ein Widerspruch ist. Im zweiten
Fall ist nach (y) |s| < a*, |s| < —x~, was unndglich ist, da 2+ N (—z~) = 0
gilt. Fiir x € @ — S ist also entweder o > 0 oder z << 0. Es sei u,v €@,
u—+ S +v+ 8. Dann ist w — v ¢S, also w — v > 0 oder w — v < 0. Die
Elemente v + S, v 4+ S von (/S sind daher vergleichbar.
Aus 2.9, 2.10 und 2.11 folgt:

2.12. Es set ( eine -Gruppe und S ser ein Normalteiler von G(+). Wenn S
die Bedingungen (b) ,(c) erfallt, so ist G = (S). Wenn S + {0} die Bedingung (c)
erfullt, so gilt G = (S).

Bemerkung. Fiir die halbgeordneten Gruppen bleibt die zu 2.11 analoge
Behauptung nicht in Kraft: aus («), (v) und § + {0} folgt die Bedingung (B)
nicht. Beispiel: es sei G eine trivialerweise halbgerodnete Gruppe, S sei ein
Normalteiler von @, {0} + S + (/. Die Bedingungen («) und (y) sind dann
erfiillt, aber (8) gilt nicht. Wenn man also den Begriff der lexikographischen
Erweiterung fir halbgeordnete Gruppen derart verallgemeinern will, dass
dieser Begriff analoge Eigenschaften wie im Fall der 1-Gruppen hat, so muss
man auch im Falle S + {0} die Bedingung (8) postulieren. Fiithren wir daher
die folgende Definition ein: '

2.13. Es sei @ eine halbgeordnete Gruppe und § C G. Wir schreiben G = (S>
(G ist eine lexikographische Erweiterung von S), wenn die Bedingungen ({)
und (y) erfillt sind.

2.14 8 sei ein Normalteiler von G(+) und zugleich eine konvexe Teilmenge
von G(=). Dann ist die Gleichheit G = <S> mit

() aus y e G —- S folgt y > 0 oder y << 0
dquivalent.

Beweis. Es sei (3) erfiillt und es sei w,v e G, v 4+ S + v + S. Dann haben
wir u — v ¢ 8, also sind die Elemente u 4+ S, v + § von G/S nach (5) ver-
gleichbar und damit ist (8) erfiillt. Es sei x € G+ — 8, a € 8. Nach (§) sind
die Elemente a — x, 0 vergleichbar. Wéire a — x > 0, dann bekdmen wir
a>x >0, also x €S, was ein Widerspruch ist. Is ist also a < « und es
gilt ().

Umgekehrt, es sei @ = {S), y € ¢ -- S. In der halbgeordneten Gruppe G/S
ist das Element y + S entweder positiv oder negativ; untersuchen wir den
ersten Fall (der zweite Fall ist analog). Ks gibt ein y1 €y + S mit y1 > 0.
Da y1 — y €8 ist, haben wir nach (y) y1 — ¥ < 71, also ist y > 0.

Untersuchen wir jetzt die Bedingungen (1) und (3) aus 2.8.1 fiir den Fall,
wenn G eine halbgeordnete Gruppe ist.
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2.15. Es sei G eine halbgeordnete Gruppe und H sei etn Normalteiler von G(+).
Dann sind die Bedingungen (1) und (3) dquivalent.

Beweis. a) Zuerst beweisen wir: erfiillt H diec Bedingung (3) so ist H eine
konvexe Teilmenge von G(=). Es sei namlich w,ve H, x €, u <z < v.
Ist « ¢ H, dann haben wir x -+ H + H, 0 >« —veax+H, 0 <x —uc
e x + H, was ein Widerspruch za (3) ist.

b) Es sei (1) erfiillt. Nach 2.13 und 2.9 ist I eine konvexe Teilmenge von
(X)), also sind auch alle Klassen a2 4+ H konvexe Teilmenge von G(=).
Es sei « + H=+ H, yex + H. Nach 2.14 ist entweder y > 0 oder y << 0.
Wenn es Elemente 31, y2 € x + H mit i1 << 0 < ys gibt, so folgt aus der Kon-
vexitit der Menge x + H die Beziehung 0 ex - H, also @ + I{ = H, was
ein Widerspruch ist. Also gilt (3).

c¢) Es sei (3) erfiillt. Nach a).ist H cine konvexe Teilmenge von G(=); nach
2.14 gilt dann (1).

Bemerkung. Es sei (7 eine 1-Gruppe. Aus 2.15 folgt, dass die Implikation
(3) = (1) in 2.8.1. schon dann gilt, wenn H ein Normalteiler von G(4) ist.

Fiir H C @ betrachten wir ferner die Bedingung:

(2') Ny(@) CH.

Offensichtlich ist (2') <> (v) (fiir H = S); nach 2.14 und 2.15 haben wir also:

2.16. Satz. Es set G eine halbgeordnete Gruppe, H C Q. Dann sind die Bedin-
gungen (1), (2") und (3) dquivalent.

Bemerkung. Im 2.16 kann die Voraussetzung iiber dic Konvexitit der
Menge H nicht ausgelassen werden. Beispiel: Es sei ¢ cine komutative geord-
nete Gruppe und es sei I eine Untergruppe von G, {0} + H + @, so dass H
keine konvexe Teilmenge von G (=) ist. Die Bedingung (2’) ist trivialerweise
erfiillt und (1) gilt nicht.

2.17. Satz. Es set (' eine halbgeordnete Gruppe. [N1(G')] ist ein Normalteiler
von G(--) und zugleich eine konvexe Teilmenge von G(=X); ferner tst Ni([N1(G)] =
= N1(() und G = {[N1(G)]>.

Die erste Behauptung folgt aus 2.1, 2.2 und 2.3; die zweite Behauptung
ist klar; die dritte folgt aus 2.14.

2.18. Wenn die halbgeordnete Gruppe G nicht geordnet ist, so ist (¢ eine nichi-
triviale lexikographische Erweiterung genaw dann, wenn B(0) + G gilt.

Beweis. Nach der Voraussetzung ist Nq(G/) = {0}; die Behauptung folgt
jetzt unmittelbar aus 2.17 und 2.14.

2.19. Wenn die halbgeordnete Gruppe G nich geordnet ist, so kann man schon
aus den Eigenschaften der halbgeordneten Menge G(X) entscheiden, ob G eine
nichttriviale lexikographische Erweiterung ist.

Beweis. Nach 2.18 hingt die Frage, ob ¢ eine nichttriviale lexikographische
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Erweiterung ist, nur von der Menge B(0) ab. Bei der Definition der Menge B(0)
wurde die Operation + nich benutzt.

§ 3. Die Intervalltopologie in einer lexikographischen Erweiterung. Im
ganzen § 3 setzen wir voraus, dass (¢ = (8) ist. Wenn « € § gilt, bezeichnen
wir Ji(a) = {x:xel, v = a}, Jola) = {x:xel, v = a}.

3.1. Hsseia,beS, a =+ b, und M ein minimales s-System fur a, b in G!. Dann
besteht eine der folgenden Bedingungen:

a) Alle Elemente a; gehiren zu S und My = {Ji(a;)} (1 =1,...,n) ist emn
s-System fur a, b in S.

b) Alle Elemente b; gehiren zu S und My = {Ja(bs)} (j = 1, ..., m) ist ein
s-System fur a, b in S.

c) Alle Elemente a;, by gehoren zu S und M, = {Ji(a:), J2(b5)} (1 = 1, ..., n;
g =1,...,m) tst ein s-System fiir a, b in S.

Beweis. Aus der Minimalitdt von M ergibt es sich, dass die Elemente a;
unvergleichbar sind. Aus der Definition der lexikographischen Erweiterung
folgt es dann, dass es in (/S eine Klasse x + S gibt, so dass alle a; in der
Klasse x + S liegen. Also entweder gehoren alle a; zu S, oder liegt kein ¢; in S.
Eine analoge Behauptung gilt fiir ;. Wenn ferner a; nicht zu S gehort, so
ist @; < 0 (aus a; > 0 folgt ndmlich a, b € [1(a;), was ein Widerspruch ist).
In analoger Weise folgt aus b; ¢ S die Beziehung b; > 0.

Setzen wir voraus, dass b; ¢ S ist. Wire zugleich a; ¢ S, so gehort das
Element 0 zu keiner der Mengen des Systems M, was unmoglich ist. Es ist
also a; € S. Dann ist M ein s-System fiir «, b in S. Der Fall a; ¢ S ist analog.
Wenn a;, b; € S, so ist M3 offensichtlich ein s-System fiir @, b in S.

Der folgende Satz stellt eine Verallgemeinerung eines Ergebnisses aus [4]
dar.

3.2. Satz. Ks sei (f = (S). G erfiillt die Bedingung (h) dann und nur dann,
wenn S die Bedingung (h) erfullt.

Beweis. Wenn ¢ die Bedingung (h) erfiillt, so gilt (h) nach 3.1 auch fiir S.
Setzen wir voraus, dass § die Bedingung (h) erfiillt. Wenn S eine geordnete
Gruppe ist, so ist auch (7 eine geordnete Gruppe, also ist (h) fiir (7 erfiillt.
Es sci ¢ nicht geordnet. Dann gibt es zu jedem s € S ein Element s" € S mit
s'|s. Esseiu,ve@@, u+v. Wennv — u e S ist, setzen wira = 0,0 = v — u:
nach der Voraussetzung gibt es ein s-System Ji(ay), ..., J (a,); Jo(b}), ...,
Jy(0,) fiir @, b in 8. Bezeichnen wir a; = a; + u, b; = b; ~+ w; dann ist M ein
s-System fiir 4, v in ¢. Wenn v — » ¢ § ist, so sind » und v vergleichbar;
es sel z. B. u < v. Es gibt uy, v1 mit wy | u, v1 | v. Offensichtlich ist u; — u €S,
v — v e, also gilt uy < v, u < vi. Die Menge {/2(u1), I1(v1)} ist dann ein
s-System fiir u, v in G.
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§ 4. Gerichtete Gruppen. Wenn @ eine 1-Gruppe ist, die als eine nichttriviale
Kardinalsumme darstellbar ist, so erfiillt ¢ die Bedingung (h) nicht (vgl. [2],
[7]). Diesen Satz kann man fiir gerichtete Gruppen verallgemeinern. Wir
fiihren zuerst die folgende Definition ein (vgl. z. B. [2]):

4.1. Eine halbgeordnete Gruppe G heisst eine Kardinalsumme von halb-
geordneten Gruppen Gy, wenn

a) G(+) eine dirckte Summe der Gruppen G;(+) ist;

b) wenng = g1 + ... + gn, gr € Giw) ist, wobei i(k1) =+ ¢(ke) fiir ky + ko gilt, so
ist ¢ = 0 genau dann, wenn gy = 0 fiir k = 1, ..., n ist.

Im solchen Fall schreiben wir G = ZGi.

4.2. Es sei G + {0} eine gerichtete Gruppe, die eine mengentheoretische Summe
endlichvieler w-Intervalle ist; dann gibt es ein ¢ € G+ mit
(4.1) G = Ii(c) U I(0).

Beweis. Setzen wir voraus, dass das System M (vgl. (1.1)) von u-Inter-
vallen die Menge (' bedeckt. Wire {a;,...,a,} =0, so sei u eine untere

Schranke der Menge {b1, ..., b,} (eine solche existiert, da ¢ eine gerichtete
Gruppe ist). Nach der Voraussetzung wire dann G = Is(u), was unmoglich
ist, da G kein kleinstes Element besitzt. Also ist {a1, ..., a,} + ; in analoger

Weise beweist man, dass {b1, ..., by} + 0 ist. Da ¢ eine gerichtete Gruppe ist,
gibt es eine untere Schranke by der Menge {b1, ..., by}; ferner gibt es eine
obere Schranke ao der Menge {by, a1, ..., a,}. Offensichtlich ist by = ao,
G = Ii(ao) U I3(bp); bezeichnen wir ap — by = ¢, so bekommen wir die Be-
ziehung (4.1).

4.3. Es set ( = 26’1—, wobei wenigstens zwei der halbgeordneten Gruppen G
gerichtet und von {0} verschieden sind. Dann kann G nicht durch eine endliche
Anzahl von u-Intervallen bedeckt werden.

Beweis. Setzen wir voraus, das G; und G;, (i, + i,) gerichtet und von {0}
verschieden sind. Wenn sich & durch endlichviele u-Intervalle bedecken
lasst, so existiert ¢ € G+, so dass (4.1) erfiillt ist. Nach der Voraussetzung
ist dann ¢ in der Form ¢ =c¢1 + ... -+ ¢n, ¢k € Gy darstellbar, wobei fiir
k1 =+ ko auch i(k1) + ¢(ke) ist. Man kann voraussetzen, dass ¢1 = ¢(1), 12 = ©(2)
ist (der Fall ¢;, = 0 oder c;, = 0 ist nicht augeschlossen). In G, bzw. G,
gibt es p1 bzw. p2 so dass p; > 0, p1 > c1, bzw. ps < 0 ist. Fiir das Element
p = p1 + p2 haben wir dann p | 0, p =£ ¢; also besteht (4.1) nicht, was ein
Widerspruch ist.

4.4.Satz. Es ser G = zGi, wobet wenigstens zwei der halbgeordneten Gruppen G;
gerichtet und von {0} verschieden sind. Dann erfillt G die Bedingung (h) nicht.
Der Beweis folgt unmittelbar aus 4.3 und 4.2.
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Dieser Satz enthélt als einen Spezialfal den Satz 2 aus [7] (vgl. auch [2,
Lemma 6.5]).

Es sei (bis zu Ende des §4) G += {0} eine beliebige (festgewihlte) halb-
geordnete Gruppe. Untersuchen wir die folgende Bedingung fiir eine natiir-
liche Zahl n:

(vi) Es gibt Elemente by, ..., b, € Ni(() so dass b = by + ... + b, eine
obere Schranke der Menge N1(G) ist und b = 0 gilt.

4.5. Setzen wir voraus, dass G nicht geordnet und B(0) eine gerichtete Gruppe ist.
Wenn G die Bedingung (h) erfillt, dan ¢ibt es eine natiirliche Zahl n, so dass
(v,) gilt.

Beweis. Da (¢ die Bedingung (h) erfillt, ist nach 3.2 und 2.17 (h) auch
in B(0) erfiillt, also lidsst sich B(0) durch endlichviele Mengen der Form
Ii(a:;) " B(0), Is(b;) N B(0) (a:, bj € B(0)) bedecken. Nach 4.2 gibt es dann
cin Element ¢ € B(0). ¢ = 0, so dass

(4.2) B(0) = [Ii(c) 0 B(0)] U [I5(c) N B(0)]

ist. Nach 2.2 gibt es Elemente by, ..., b, € Ni(G) mit ¢ = b1 + ... + by;
nach (4.2) ist # = ¢ fiir jedes ¢ € Ni(@), als ist (v)) erfiillt.

4.6. Satz. Setzen wir voraus, dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(a) B(0) st eine gerichtete Gruppe.

(b) x € N1(F) = 2x € N1(G).

(c) B(0)(+) ist kommutativ.
Dann gilt (h) = (o).

Beweis. Setzen wir voraus, dass (¢ die Bedingungen (a), (b) und (c) erfiillt
und dass ¢ nicht geordnet ist. s sei 4 die Menge aller natiirlichen Zahlen n,
fiir die (v,,) gilt. Nach 4.5 ist 4 + ; es sei n die kleinste Zahl der Menge A4.
Wire n = 1, d. h. b = b1, so bekommen wir nach (b) 2b; € N1(6), also nach
(v)) 2by = by; daraus folgt by = 0, cin Widerspruch. Der Fall #» = 1 ist damit
ausgeschlossen. Ferner ist nach (h) 200 < 0y + ... + by, b1 Z b2 + ... + by,
also gilt nach (¢) b = 2by 4 ... - 2b,, wobei nach (b) 2b; € N1(6G) ist; damit
haben wir einen Widerspruch mit der Minimalitit der Zahl ».

In [4] wurde die folgende Bedingung untersucht (unter der Voraussetzung,
dass G eine 1 Gruppe ist):

(va) Es gibt Elemente by, ...,0, € N(¢), so dass b =b; + ... + b, eine
obere Schranke der Menge N((7) ist.

4.7. Es sei G eine I-Gruppe, die nicht geordnet ist. Dann gilt (vy) = (Vo)
(V) = (v,).

Beweis. a) Zuerst beweisen wir die Behauptung: Ist G nicht geordnet,
so ist ein Element ¢ € (' genau dann eine obere Schranke der Menge N(G),
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wenn ¢ eine obere Schranke der Menge Ni(() ist. Es sei namlich ¥ < ¢ fur
jedes ¥ € N(@), und es sei @ € Ni((). Dann ist x < x+ € N((), also gilt < ¢.
Umgekehrt sei @ < ¢ fiir jedes x € Ni(G) und es sci y € N(G). Dann gibt
es z > 0, so dass y Nz = 0 ist; bezeichnen wir v = y — z. Wir haben u«,
—u e Ni(F), also u U (—u) =Zc¢; da v U (—u) =y Uz>y ist, bekommen
wir y < c.

b) Setzen wir voraus, dass (v,) gilt. Zu jedem b; existiert ein Element
b; € N(G) mit b; N b; == 0. Dann ist b, = (2b; — b;) + (b; — b;), und zugleich
gilt 2b, — b}, b, — b, € N1(G). Offensichtlich ist b > 0. Also ist die Bedingung
(vs,) erfiillt. Bs gelte umgekehrt (v,). Da b, = b -+ b7 ist, wobei b, € N(@),
b, < 0 ist, haben wir b << b] - ... 4 b, , und daher gilt (v,).

4.7.1. Bemerkung. In [4] wurde bewiesen, dass in einer kommutativen
1-Gruppe, die nicht geordnet ist, die Bedingung (v,) (und also nach 4.7 auch
die Bedingung (v,)) fiir keine natiirliche Zahl n gelten kann. Dagegen gibt
es kommutative gerichtete Grupypen, fiir welche die Bedingung (v;) erfiillt ist.
Beispiel: es sei ¢ die Menge aller Paare (n, m), wo n die Menge aller ganzen
Zahlen durchlduft und m € {0, 1} ist; die Operation + sei in ¢/ komponenten-
weise definiert (die Summe my 4 me wird modulo 2 gerechnet). Setzen wir
(n1, m1) > (ng, me) genau dann, wenn n; > ng ist; ferner setzen wir b = b; =
= (0,1). Dann erfiillt ¢ die obengenanten Bedingungen. Zugleich bildet ¢
ein Beispiel einer gerichteten Gruppe, dic nicht geordnet ist und die Bedingung
(h) befriedigt (dies folgt aus 3.2, denn ¢ = ( B(0) > und diec Menge B(0) =
= {(0, 0), (0, 1)} ist endlich).

4.8. Es set G eine halbgeordnete Gruppe, die nicht geordnet ist, wobei B(0)
gerichtet ist. Wenn G die Bedingung (h) befriedigt, dann gibt es Elemente x;, w2,
x3 € (I, so dass Folgendes gilt:

(a) 0 |ar |22 | @3; a3 > 0;

(b) x3 st etne obere Schranke der Menge N (((F).

Beweis. Wenn (h) erfillt ist, so gibt es nach 4.5 eine natiirliche Zahl =,
so dass (v,) erfiillt ist. Da b; € N1(6) gilt, gehort b zu B(0). Nach der Definition
der Menge B(0) gibt es Elemente xo, @1, ..., 2n € ¢, so dass xy = 0, xy = b,

x| xip1 (1= 0,...,m — 1) ist. Ks sei m die kleinste der natiirlichen Zahlen &
mit der folgenden Eigenschaft: es gibt Elemente xg, 1, ..., & € ¢ mit ay = 0,

x| @i 0 =0,...,k— 1), ax > 0, wobei a3 eine obere Schranke der Menge

a) Setzen wir voraus, dass m > 3 ist. s sei ce ¢, ¢|0. Wére c | a3, so
nehmen wir die (m — 1)-gliedrige Folge 0, ¢, a3, 24, ..., ¥p in Betracht und
wir haben einen Widerspruch mit der Minimalitit von m. Jedes Element
¢ € Ni(#) ist also mit x3 vergleichbar. Die Voraussetzung 0 | x3 fithrt zum
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Widerspruch (wenn man die Elemente 0, a3, %4, ..., ¥»n betrachtet). Ferner
folgt aus xs < 0 fiir y; = x; — a3 (j = 3, 4, ..., m) dic Beziehung 0| ya|ys ...
coi Ymy Ym = @m — x3 = 2y > 0 und wir haben wieder einen Widerspruch
mit der Minimalitdt der Zahl m. Ks ist also a3 > 0, so dass fiir jedes ¢ € Ni(()
¢ < a3 ist; wir haben damit m < 3.

b) Der Fall m = 1 ist ausgeschlossen, da 0| 2y ist und nach der Voraus-
setzung xp > 0 sein soll. Die Gleichheit m = 2 ist auch ausgeschlossen, da in
diesem Fall 2 = 21 wire (denn es ist 2 € N(G)). Damit ist die Behauptung
bewiesen.

4.8.1. Fir das Element xs aus 4.8 gilt xo > 0.

Beweis. Wire 0] xs, so ist (bei derselben Bezeichnung wie im Beweise
des Satzes 4.8) 0|z | a3, also m << 3, was unmoglich ist. Aus @y < 0 und
aus xg | x3 bekommt man 0 | a3 — @2 > a3, was nach (b) ausgeschlossen ist.
Im Falle o = 0 haben wir 0| a3; nach (a) ist aber a3 > 0. Also ist x2 > 0.

Da a3 = (v3 — a2) + (v2 — 1) + @1 und a3 — as, @2 — 21, 21 € Ni(GF) ist,
bekommen wir aus 4 8 die folgende Verschirfung des Satzes 4.5:

4.9. Es sev G eine halbgeordnete Gruppe, die nicht geordnet ist und B(0) set
gerichtet. Dann gilt (h) = (vj).

Insbesondere bekommt man aus 4.9 und 4.7 die Verschirfung des erwihnten
Ergebnisses aus [4]:

4.10. Es sei G eine I-Gruppe, die nicht geordnet ist. Dann gilt (h) => (v3).

§ 5. Intervalltopologie in einer 1-Gruppe. In dem ganzen §5 setzen wir
voraus, dass G eine 1-Gruppe ist. G + {0}. Is ist bekannt, dass G(=) ein
distributiver Verband ist (vgl. [1]). Bezeichnen wir {0} U N(Q) = N'. Offensit-
lich folgt aus x e ¢+, y € N', & = y die Beziehung z € N'.

5.1. Wenn G nicht geordnet und xy, a0 N © = a1 + w218t s0 gibt esy € N(QF)
mit y == .

Beweis. Erwihnen wir zuerst, dass aus ¢ € N(G) immer nf € N(G) folgt,
wobei » cine beliebige natiirliche Zahl ist. Setzen wir voraus, dass a1, 22 € N/,
und @ = a1 -}- g eine obere Schranke der Menge N (/) ist. Da ¢ nicht geordnet
ist, gilt N(() + (0. Dann haben wir 2x; < o, also a; =< a2, @ = 27%. Aus
N(@) + 0 folgt xg > 0. Nach der Voraussetzung ist dann 3xe € N(G), also
329 < 220, und wir haben cinen Widerspruch.

52. Bs set a. belG, anb=wu, a Ub = v. Setzen wir voraus, dass u + b
oder a + v und {c.d> C<u. a> oder <c.d> C b, v> ist. Dann gilt —c + d € N'.
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Beweis. Die Beziehungen « = b, @ + v sind dquivalent; setzen wir voraus,
dass v + b ist. s gilt —u 4+ a = —b 4 v (vgl. [1]), also ist 0 =X —¢c + d <
= —u + a. Es geniigt also die Beziehung —u + @ € N’ zu beweisen. Nach
der Voraussetzung ist —w + b > 0; ferner ist (—w 4+ b) N (—u + a) =
= —u + (b N a) = 0. Damit ist der Beweis erbracht.

5.3. Satz. Es sei G eine I-Gruppe, die die Bedingung (h) erfillt. Wenn G nicht
geordnet ist, so gibt es Hlemente x, x2, a3 € G mit folgenden Eigenschaften:

(a) a3 ust etne obere Schranke der Menge N((G).
(b) Der durch die Menge {0, x1, @2, w3} erzeugte Teilverband S des Verbandes
() ust zu dem Verband S auf der Abb. 1 isomorph.

Beweis. Untersuchen wir die Elemente z1, 22, 3 aus dem Satz 4.8. Nach
diesem Satz (wenn man noch den Teil a) des Beweises von 4.7 in Betracht
nimmt) ist a3 eine obere Schranke der Menge N(G) und es gilt 0| ;1 | a2 | a3,
ag > 0. Es ist also 1 << a3 und nach 4.8.1 gilt auch 0 << .

Bezeichnen wir A9 = {0, x1, a2, a3}. Es sei 41 = {a Nb:a,be Ao}. Dann
ist A1 = Ao U {0 N &1, 21 N &3, 22 N &3}. Aus der Distributivitit von S folgt,
dass jedes Element z €S die Vereinigung gewisser zu A; gehoriger Ele-
mente ist. Bezeichnen wir w = 23 N x2, v = x2 N 23 und betrachten wir
die endliche Folge

(5.1) 0, u, v, 21, 22, 3.
Jedes Element z € § — 4; kann in der Form
z=mVUaU...Ua, k>1

dargestellt werden, wobei die Elemente a;, a; (1,7 =1, ..., k; ¢ + j) unver-
gleichbar sind und @, ..., a; in derselben Reihenfolge wie in 5.1 stehen.
Ist a1 =0, so ist 2=00Uwu oder z=0U x;. Da fir ye {v, 21, 2, 23} dic
Ungleichheit v < y besteht, ist der Fall a; = w ausgeschlossen. Wenn a; = v
ist, haben wir z = v U ;. Wenn a; = x; bzw. q; = 23 ist, so bleibt nur die
Moglichkeit z = 213 U 22 bzw. z = 22 U x3. Offensichtlich ist as U a3 das
grosste Element in S. Ferner ist U u Zv, 0Uu < 00Uz =vJUuax = a3,
vU 2 =1 U, Aus diesen Beziehungen folgt die KExistenz einer homo-
morphen Abbildung ¢ : 8 — S, in der ¢(0) =0, @) =2, (@=1,2,3)
gilt. Zum Beweise, dass @ ein Isomorphismus ist, geniigt es zu zeigen, dass
jedes Primintervall von S’ auf ein Primintervall von S abgebildet wird.
Ferner geniigt es nur je einen Reprisententen aus jeder Klasse zueinander
projektiver Primintervalle von §" zu untersuchen (vgl. [1, Kap. V.]). Unter-
suchen wir also die Intervalle
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Vel
’ ’ ’ ! ’ ’ ’
e=d0" Nz, u), n=<_r,Ux,y, ¥, Uy,
D=0 U, vUTD.

’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
a=0" Nnay, 0, p= g x,Uay, v= <, x,)

Da 0 und x; unvergleichbar sind, gilt 0 N 2 + 0, also ist @(«) ein Priminter-
vall. In analoger Weise beweist man, dass auch ¢(f), @(y) Primintervalle
sind (da 2z und 23, und auch x; und xs unvergleichbar sind).

Da ¢(a), ¢(f), ¢(y) und die zu diesen Intervallen projektiven Intervalle
lauter Primintervalle von S sind, bekommt man nach 5.2 (vgl. Abb. 1)

(5.2) 0V xy, —v -+ as, —x1 + (3 U ) e N'.

Wire jetzt 0 Nar=u, so ist 0V u =0, v £ —u + w2 = —ux; + (¥1 U x),
also ist v e N'; aus a3 == v 4 (—v + x3) und aus (5.2) bekommen wir einen
Widerspruch zu 5.1. Also ist ¢(¢) ein
Primintervall. Ist ¢(n) kein Priminter-
vall, so haben wir

r3=ovVar = (0Va)+ [—(0V )+
+(UU£C1)].

Nach (5.2) gehoren beide Summanden
auf der rechten Seite zu N'und aus 5.1
bekommen wir einen Widerspruch.
Wenn ¢(#) kein Primintervall ist, dann
haben wir in analoger Weise v = 0 U u,
also a3 = (0 U u) + (—v + @), wo-
raus sich nach (5.2) und 5.1 ein Wider-
spruch ergibt.

Es sei 4 CG+. Wir sagen, dass
A eine disjunkte Menge ist, wenn 0 ¢ 4
ist und fiir je zwei Elemente a;, as € 4,
ap * ae die Beziehung a; N az = 0 gilt.
Es sei « > 1 eine Kardinalzahl. Be-
trachten wir die folgende Bedingung Abb. 1.
fur G-

(o) Ist A C G eime von oben beschrinkte disjunkte Menge, so ist card 4 < x.

In der Arbeit [2] wurde die Intervalltopologie in 1-Gruppen untersucht,
die der Bedingung (¥o) geniigen.

5.4. Satz. Ks sei (@ eine I-Gruppe, die der Bedingung (o) geniigt. Wenn es-
wn G eine disjunkte Menge B mit card B = « gibt, so erfillt G die Bedingung (h)
nicht.



Beweis. Es sei B eine disjunkte Teilmenge von ¢ mit card B = «. Setzen
wir voraus, dass ¢ der Bedingung (h) geniigt. Das Element a3 aus dem Satz
5.3 ist nach dem Teil a) des Beweises von 4.7 eine obere Schranke der Menge
B; nach («) ist also card B << o, und wir haben einen Widerspruch.
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VUHTEPBAJBHAH TOIHOJOTUA B HACTUYHO VIIOPAIOYEHHDBIX T'PYIIIIAX
fln AryOux
Pesome

3 paGorax [2, 3, 4, 7] OblJ1 11CCae0BAIL BOIPOC O TOM, 1IPU KAKUX YCJAOBIAX CTPYRTYPHO
ynopsjouennaa rpynma (¢ siBISercst TOMOJNOTHUCCKOIl MPYNNoil nin Xaycjoponuim upo-
CTPAHCTBOM OTHOCHTCJILHO HHTCPBAILHOI Tonosgornu. llaMu HECTeAYIOTCH auasoriinnie
BOTIPOCHL 7L YACTHYHO YHOOpAjoueHnnX rpymn. B § 1 jokaswiBacrces, 4To HTOT BOIpoC
B3ABUCUT MO CYNECTBY TOJALKO OT HEKOTOPOI'O MopMioMsecTsa J{(0) wactituno ymopsjiodeinoi
rpymiel G B § 2 paceMaTpuBAIOTCsl JAeRCHKOTpAQIUCCKIe PACITHPEIIT YACTIINHO YITOPSL0-
HeHHBIX TIpymi; B § 3 JCCHeyeTcss MHTepBAILIAs TOMOJONMS HA JICKCHKOIPadhuueckom
pacimpennu. Peayaprarel u3 § 4 u § 5, Kacaouecs ManpapaeHibX Tpymr u CTpYRTYpHO
YHOPsUIOUONHBIX TPV, ABIAIOTCA  Npojo/sKeniieM  n o600ienneM  HeKOTOpLX  Peopem
pabornr [4].
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