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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV. IX, 4 - 195.9 

K O N V E X N Ě REŤAZCE V ČIASTOČNE 
U S P O R I A D A N Ý C H GRUPÁCH 

JÁN JAKUB ÍK, Košice 

Uvocl. Cielom tejto poznámky je prehíbenie jedného výsledku z ]Yráce | 2 | . 
V nej bola dokázaná táto veta: 

(A) Nech R je maximálny a konvexný reťazec vo svázovo usporiadanej 
grupě G. obsahujúci jednotkový prvok tejto grupy. Potom R je pria my 
faktor v G. 

Zároveň bola v práci [2] vyslovená otázka, či tvrdenie (A) platí aj za vše-
obecnejšieho předpokladu, keď G je čiastočne usporiadaná grupa s jedinou 
komponentou. V tejto pozná/mke dokážeme, že odpověď na položenu otázku 
je záporná. Ďalej dokážeme, že ak reťazec R čiastočne usporiadanej grupy G 
s jedinou komponentou splňuje předpoklady z vety (A) a ak naviac splňuje 
istú dodatočnú podmienku [ktorú označujeme ako podmienku f)|, platí pře R 
tvrdenie vety (A). Podmienka f) sa nedá „zlepšit": je nutnou a postačujúcou 
k tomu. aby pre R platilo tvrdenie z vety (A). 

1. Pojmy a označenia. Používáme terminológiu ako v | 1] a čiastočne ako 
v práci [3]. Připomeňme hlavně nasledujúce pojmy: 

Množinu G nazýváme čiastočne usporiadanou grupou s jedinou kompo
nentou, ak su splněné podmienky a) —d): 

a) G je grupa (grupovú operáciu v G označujeme — aj v někomutatívnom 
])rípade znakom 4- a jednotkový prvok symbolom 0), 

b) G je čiastočne usporiadaná množina (vztah čiastočného usporiadania v G 
označujeme g ) , 

c) ak a, b, x, y €G. potom x ^ y vtedy a len vtedy, keď a — x -f b 
> fl + V + f> 

d) ak xčG. existuje y € G tak, že x <L //, 0 <í y. (Ak G s])lňuje len pod
mienky a), b), c), hovoříme, že G je čiastočne usporiadaná grupa.) 

Vzhladom na podmienky a), b), c) porov. napr. [lj, kap. 14. Pojem komj)o-
nenty ])re čiastočne usporiadaná grupy zaviedla E. P. ň i m b i r e v a v )3 | : 
čiastočne usporiadaná grupa s jedinou komponentou sa v terminologii \'\\ 
(a niektorých iných práč) nazývá tiež ,,directeď*. 

Nech je vo zmysle teorie grup grupa f^^priamym súčinom svojich podgni]) 
l ' Výraz ,,grupa G", resp. ,,č. u. množina G" budeme používat vtedy,ak zdórazňujemc. 

že si v príslušnej úvahe všímáme len „grupové vlastnosti", resp. len ,,vlastnosti čiastoč
ného usporiadania" pre G. 
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A, B (porov. napr. [4], str. 106) a nech pre zt- = a{ -f- bt, zt- €(?, ai : € A, b, 6 B 
(í = 1, 2) platí zx 5g z2 vtedy a len vtedy, keď ax ^ a2,bx<Lb2. Potom hovo
říme, že 6. u. grupa G je priamym súčinom svojich č. u. podgrúp A, B a pí
šeme G = AB. Č. u. grupy A. B sú priame faktory v G. (Porov. [3], str. 153, 
resp. [5|, ods. 2.) 

Podmnožina RCG je reťazec, ak pre x< y € R platí alebo x <̂  y alebo 
// < x. Reťazec R je maximálny, ak nie je vlast nou podmnožinou žiadneho 
reťazca R' C G. Množina M CG je konvexná, ak zo vzťahov u, v € M. x € G, 
H x v vyplývá x € M. 

2. Rozklad c. u. množiny s najmenším prvkom na priamy súčin. Nech je 
(v eelom tomto odseku) S c. u. množina s naj menším prvkom 0. Nech K, 
YCS. Predpokladajme, že platí: 

e) ak x € K, y € Y, existuje v S prvok x u y (najmenšie horné ohraničenie 
prvko v x. y); každý prvok z eS sa dá vyjadriť jediným spósobom v tvare 
z = x u y, x € Z , y 6 Y; ak zi —-• xi u y%, zt € S, x: 6 X, ?/, € Y, i = 1,2, potom 
zA < z2 vtedy a len vtedy, keď ^ t% x2, yx <^ y2. 

Za týchto predpokladov hovoříme, že S je priamym súčinom č. u. množin K, 
Y a píšeme S ~ XY. 

Podlá [5] (ods. 13 a 14) sa táto definícia len formálně líši od definície, 
vyslovenej v [1], kap. I I . 

2.1. Nech S ~ XY, xeX, ye Y. Potom x n y =- O.2) 
D o k a ž . Podlá e) existuje x0 € X, y0 € Y tak, že 0 = x0 u y0. Z toho vyplývá 

•*o -- ° T //V ° € x - ° € Y- Nech 2i € #> zi ^ #i u ^i» xi e X> Vl € Y> Zl -S #? 

:, 5̂  //. Keďže x = x u 0. y = 0 u y. musí byť podlá e) :c. ^ 0, yx ^ 0, teda 
;, 0. Týni je dokázaná rovnost x n ?/ — 0. 

2.2. A>rh # ~ XY, z € S, nech pre každé x € X platí x n z -- 0. Potom z 6 Y. 
Dokaž . Podlá e) dá sa prvok z vyjadriť v tvare z = x± u yx, xx € X, y1 € Y. 

Ak by bolo xx > 0, nemohlo by platiť x1 n z =- í). Teda â  — 0, z = ^ € Y. 
Z 2,1 a 2,2 vyplývá: 

2.3. Nech S ~ XY. Potom Y je množina všetkých prvkov y 6 8, pre ktoré 
platí: pre každé x c X je x n y --- 0. 

P o z n á m k y . 1. Z 2,3 vyplývá: ak A ^ XY, S ~ XZ, potom Y = Z. 
2. Definíciu j)riameho rozkladu pomoeou vlastnosti e) by sme mohli vhodným 
spósobom rozšířit na c. u. systém bez tiajmenšieho prvku. (Porov. [5], ods. 16.) 
Dá sa dokázat, že v tomto případe by nemuselo platiť tvrdenie, analogické 
ku 1. 

2.4. Nech G je č. u. grupa s jedinou komponentou, nech G ----- AB. Potom 
G+ ~. A+B+. 

2) Znakom x n y označujeme najvácsie dolné ohraničenie prvkov .r, y. Rovnicou 
x n y --- 0 vyjadřujeme, že prvok x n y v S existuje a že je tento prvok rovny prvku 0. 
Analogicky v dalšom texte. 
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D o k a ž . Ak z čG+, z — ax -f b1? ''i €A, bx € H, potom zo vzťahov 0 <: ;, 
0 = 0 + 0 , 0 € . 4 , 0 € i ? a z deíinície priamého súčinu pře č. u. grupy vyplývá 
0 ^ a, 0 <í b. Ak ďalej pre vyšetřované z platí z < a, z < b, O € ^4, b € B, 
potom z predošlých nerovností a z rovnic O — a -f- 0. b = 0 -f- b dostáváme 
a i š 0, (»! ^ 0, takže z = 0. Pře každé a € A r . b € # teda platí O n b — o. 
Podía [5], ods. 12 je pre každé a € .4+ , b € # + a -f- b — a u b. Podfa deíinície 
priamého rozkladu pre č. u. grupy je teda s])lnená podmienka e). potřebná 
k platnosti vzťahu G+ ~ AIP. 

3. Příklad. E. P. Ř i m b i r e v a ([3], str. L49) uvádza nasledujúci příklad 
č. u. grupy s jedinou komponentou (v súvislosti s otázkou, či pre č. u. grupy 
platí tvrdenie analogické s prvou větou o izomorfizme abstraktných grup): 

Nech G je množina všetkých dvojíc celých čísel. Vre (.r-. //,), 6(7. i - •- 1.2 
definujeme sčitovanie rovnicou 

(#n ih) + (*2> Ž/2) = (xi + ^2- y\ + ik) 

a čiastočné usporiadanie definujeme tak. že platí (xx. yx) <\ (#2> fh) vtedy 
a len vtedy, keď je x± < x2, y1 <í y2. 

[Eahko sa zistí. že podmienky a), b), c) sú splněné. Ak d čG. d = (x. y). 
označme xx = max {(). x} -f- 1. yx —- max {(), y}< c (xx. yx). Potom 0 < <-. 
d < e, takže je splněná tiež podmienka d). | 

Množina A všetkých dvojíc tvaru (x, 0). kde x je [libovolné celé číslo, je 
reťazec v G. Eahko sa zistí, že reťazec A je konvexný. Keďže množina A nie 
je v G ani zhora ani zdola ohraničená, musí byť A maxiraálnyra reťazcom v G. 

Predpokladajrae, že A je prianry faktor v G. Potom existuje BCG tak. že 
G = AB. Podfa 2.4 je G+ ~ A+B+. 

Nech m je fubovofné prirodzené číslo. Uvažujme o prvku p (1, m). Nech 
a €A+, a — (n, 0), n >, 1. Prvky a, p sú neporovnatelné. Ak z € G<. z — (nx. 
mi)y z < p. z < a. musí byť nx < \. mx <L 0. teda z — (0. 0). V č. u. množině G 
teda platí a n p (0, 0), takže podlá 2,3 p <= Hr. 

Označme a0 — (V 0), b0 = (1, .1). Keďže O0 6^4, b0 6 />, podfa předpokladu 
a podfa e) existuje v G+ prvok a0 u b0 — r. Ak m je [iibovoiné prirodzené 
číslo, platí a0 < (2, m). b0 < (2, m), takže r ^ (2, m). Prvok r nemóže byť 
tvaru r ~ (2, m). keďže by potora pre prirodzené číslo )nx + ni prvky c 
(2, mx) holi neporovnatelné. Pre každé prirodzené číslo m musí teda byť 
c < (2, ?n). Nech r = (n2,m2). Musí byť n2 < 2, a keďže r 5i a0- niusí byť 
ďalej ?&2 = í. Ak r --- a0. dostáváme spor proti r < b0. Z toho vyplývá r > c/0. 
takže n2 > i. čím sme opáť došli ku sporu. V č. u. systéme G+ neexistuje 
prvok a0 u b0. Teda podfa e) A nie je priamy faktor v G. 

Tým je dokázané, že odpověď na otázku položenu v úvode je záporná. 
P o z n á m k a . Pri dókaze predošlého tvrdenia by sme miesto vyrššie opí saně j 

č. u. grupy G z práce [3] mohli použiť tiež č. u. grupu, ktorú uvádza K y F a n 
v práci |6J: nech II je množina všetkých dvojíc reálných čísel (x, y) takých. 
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že x u je racionálně číslo. Sčitovanie v H je definované obvyklým spóso-
bom (po súradniciach) a vzťah (xx, yx) <í (x2, y2) považujeme za splněný, ked 
x} < x2, yY <í y2. H je č. u. grupa s jedinou komponentou. Množina R všetkých 
prvkov tvaru (x, 0), kde x je l ibovolné reálné číslo, je maximálnym a kon-
vexným reťazcom v II; lahko sa zistí, že R nie je priamy faktor v II. 

4. Podmienka f). Všade ďalej předpokládáme, že G je c. u. grupa s jedinou 
komponentou a že R je maximálny a konvexný reťazec v G, 0 e R. Uvažujme 
o následujúcej podmienke: 

f) ak z eG+, re R+, existuje v G prvok z n r. 
Za předpokladu ako v f) musí byť 0 <L z n r <í r, teda z n r 6 R. Ak sú 

přitom prvky z, r neporovnatelné a ak ť e R, ť >̂ z n r(r' < z n r), platí 
zrejme z n r' —- z n r(z n r' = r ') . Ak je speciálně pre niektoré r e R+, r > 0 
splněný vzťah r n z = O, potom pre každé rf e R+ platí r' n z = 0. 

Dokážeme, že podmienka f) je postačujúcou na to, aby platilo tvrdenie 
vety (A). 

5. Konštrukcia rozkladu na priamy súéin. V celom odseku předpokládáme. 
že R splňuje podmienku f). 

Nech z e G+. Vyberme prvky zx. za eG takto: ak ze R, položme zx == z. Ak 
z e R, potom (keďže R je maximálny reťazec) existuje prvok r e R, neporovna
telný s prvkom z. V tomto případe položíme zx --= z n r. Podlá úvahy, urobenéj 
v ods. 4. platí teda v oboch prípadoch 

zx — sup r(r e Rr, r <L z). (1) 

Ďalej položme z2 -- z — zx. (Porov. [2], ods. í>—10.) 
Všade ďalej předpokládáme, že o. u. grupa G má viac ako jeden prvok. 

Potom G nemá najvácší prvok, teda ani R nemá najvácší prvok. 
Vyberme r e R, r > zx. Označme r — zx = rx; zrejme rx e R+. Zo vzťahu 

/• n z — z1 vyplývá rx n z2 = 0. Keďže rx > 0, je podlá ods. 4 

r n z2 = 0 pre každé r € Rr. (]') 

г 
Ì 

Nech Q je množina všetkých z2, pričom z prebieha celu množinu G+. Nech 
• e Rr. z2 e Q. Podlá (1') a odseku 12 práce [5] existuje v G prvok r u z2, 
pričom r u z2 --= r + z2 == z2 4- r.. Z rovnice z = z2 -|- z. vyplývá teda rovnost 
Z - ZX U Z 2 - Z, + Z2. 

Predpokladajme, že súčasne platí z = z[ u z2, z[eR+, z2eQ. Potom je 
podlá (V) a odseku 12. [5] z =-. z[ -f z^. Keďže z£ ^ 0, je z[ <L z, takže podlá (1) 
<-í -S -i • Pódia (V) je zx n z» = 0, teda podlá odseku 12, [5] v G+ existuje 
prvok Zj u Zo; lahko sa zistí, že musí byť zx u z2 = z[ u z2. Podlá (1') a od
seku 12 [5] je potom zxA- z2= z[ -\- z2, zx = z[, z čoho vyplývá tiež z2=z2. 
Teda sa každý prvok z e G+ dá jednoznačné vyjadriť vo tvare z =- a: u ?/, 

Nech zi e G+, z£ = .r- u y ť ? ^ 6 i ř f , yť € # , i = V2. Ak je xx <g x2, yx <Z y2, 
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potom je zrejme zx <L z2. Nech zx <L z2. Pretože x1 <í z^ <, z2, platí xr -f- y2 = 
= xx u y2 <^ x2 -f- y2, teda x± <í x2. Podobné sa dokáže y1 <i y2 • 

Podlá podmienky e) z ods. 2 c. u. systém G+ sa dá rozložit na priamy súčin 

G+ ~ R+Q. (2) 

Podlá vety 3 [5] z toho vyplývá, že sa (? dá rozložit na priamy súčin G = AB. 
pricom A+ = R+, B = Q. Keďže G je č. u. grupa s jedinou komponen
tou, musí byť, ako sa lanko zistí, tiež A, resp. B č. u. grupa s jedinou kompo
nentou. Predpokladajme, že by v A existovali neporovnatelné prvky ax, a2. 
Potom by prvky 0, a2 —- a± boli tiež neporovnatelné. Keďže A je č. u. grupa 
s jedinou komponentou, existuje prvok ač A, a >̂ 0, a ^ a2 — r/3. Prvky 
a, a — (a2 — %) patria potom do A+ a sú neporovnatelné. Tým sme došli ku 
sporu. Teda A je usporiadaná grupa. 

Nech je r € R. Ak r ^ 0, potom r € A. Nech r < 0. Potom —r 0. takže 
podlá (2) dá sa prvok —r vyjadriť vo tvare 

—r = a u b, « £A+,bč B+. (3) 

Z (3) vyplývá (keďže zobrazenie x —> — # , xčG určuje duálny izomorfizmus 
na č. u. systéme G) 

r = (_o) n (-b). 

Ak b — 0, potom r -— —a, r € .4 . Predpokladajme, že byr platilo b > 0. Vy
berme lubovolný prvok rx € R, rx > 0. Potom r3 €-<4+, takže podlá 2.4 a 2,3 
t\ n b = 0. Z toho vyplývá, že prvky r l ? b sú neporovnatelné, takže tiež prvky 
?\ — b, 0 sú neporovnatelné. Zároveň je rx > i\ — b > -b > r. a keďže 
) \ , r č R, na základe konvexnosti reťazca R musí byť r2 — b € i?. Prvky 0. 
ri — & by potom boli porovnatelné, čím sme došli ku sporu. Z toho vyplývá, 
že musí byť b -• 0, r € A. Je teda RCA. Keďže A je reťazec. dostáváme 
z maximálnosti reťazca R rovnost R -= A. 

(>. Veta. Nech G je 5. u. grupa s jedinou komponentou. Nech R je maximální/ 
a konvexný reťazec v G, 0 6 R. Poclmienka f) je nutnou a postačujúcou na to. 
aby R bol priamy faktor v G. 

Do k a z . Ak platí f), potom je podlá ods. o R priamy faktor v G. Predpo
kladajme teraz, že R je priamy faktor v G: 

G = RB. (4) 

Nech z € G+, r € R+. Podlá (4) sa prvok z dá vyjadriť vo tvare 

z = t\ 4 bx, r, e R+, bt 6 H . (5) 

Zrejme je rx <J z. Ak je r <g ) \ , potom r si z, takže r n z -- r. Nech je r -> rx. 
Z (5) a z rovnice r — r -f- 0 vyplývá podlá (4), že pře každý prvok // € G, 
y = r2 -f b2, r2 € iř, b2 € /?, pre ktorý platia nerovnosti y <L r, y <L z, musí 
platit r2 <1 rx, b2 <* 0, takže y <^rx. Z toho vyplývá r n z = rt. V každom 
případe teda existuje v G prvok r n z, takže platí f). 
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P o z n á m k a . Predošlá veta sa dá zovšeobecniť analogicky ako bola v [2J, 
oda. 17,1 zovšeobecnená veta (A). 
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Vysoké] školy technickej 
v Košiciach 

И Ы Н У К Л М Е Ц Е П И В Ч А С Т И Ч Н О У П О Р Я Д О Ч Е Н Н Ы Х 

Г Р У П П А Х 

Я Н Я К У Б II К 

Выводы 

Г> работе |2] докапано, что всякая максимальная и выпуклая в цепь в структурно 
упорядоченной группе 6?, содержащая элемент 0, является прямым сомножителем Ь О. 

1!\сть теперь О - одпокомпонентная частично упорядоченная группа (в терминоло
гии пз |3)1- Если /I, Ь € О п если в О существует элемент тГ.{а, Ь]. обозначим ЭТОТ 
элемент а П Ь. 

Обобщением цитированной теоремы является: 
Теорема. Пусть К -— максимальная и выпуклая цепь в О, 0 € Я. К есть прямом 

сомножитель в О тогда и только тогда, если выполнено следующее условие: 
{') если г € I?, х €Ст+. то в О существует элемент г П х. 
Па примерах доказывается, что но все однокомпонептные частично упорядоченные 

группи исполняют условие {). 
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KONVEXE KETTEN IN HALBOEORDNETEN GRUPPEN 

J A N J A K U B I K 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

In de r Arbe i t [2] wu rde bewiesen, daß jede maxima le und konvexe K e t t e /? in einer 
/-Grupj)e G, we lche das E l e m e n t 0 enthält, ein d irek te r F a k t o r in G ist. 

Es sei j e t z t G eine ha lbgeordne te Gruppe , in we lcher zu j e d e m E l e m e n t x€G ein 
E l e m e n t y € G v o r h a n d e n ist de rar t , d aß x < ?/, 0 < y . (D. h. G ist , .d i rec ted" in der 
Terminolog ie von [1].) W e n n a, b €67 und wenn in G das E l e m e n t inf ;a, b] exis t ier t . 
bezeichnen wir dieses E l e m e n t a n b. 

E ine Vera l lgeme inerung des oben angeführ ten Satzes ist: 
Satz . Es sei R eine maximale und konvexe Kette in 67, 0 € R . I? ist direkter Faktor in (i 

dann und nur dann, wen die folgende Bedingung f) erfüllt ist: 

f) Wenn r € R, x €G+, dann gibt es in G das Element x D r. 

A n Beispie len ze igen wir, daß n ich t jede ha lbgeordne te Gruppe (welche , .d i rec t ed" ist) 
die B e d i n g u n g f) erfüllt. 

O P R A V A 

V č l á n k u j . K r e m p a s k é h o : Koncen t rác ia . vo lných nosicov náboja v nehomogén-
nora jio lovodici s j e d n ý m t y p o m vodivost i (c. 1, s t r . 25) z práve j s t r a n y r o v n i c e 
(3,2) o m y l o m autora vyrmdol koeficien t e/kT, k t o r ý p o t o m chyba i v nas ledu jucich 
vzťahoeh. Výs ledný v z t a h (3,11) m á s p r á v n é znieť 

a v z t a h (3,16) 

a£E0 

2eN, 

Д/? aŕ;E0 1 — Є--W 

I?(, ЄN« ' 1 - - Є - ^ 

A ntor. 
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