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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROENIK 14 1964 ¢fisLo 3

REMARQUES SUR LA THEORIE
DES MULTITREILLIS VI

(CONTRIBUTIONS A LA THEORIE
DES STRUCTURES ALGEBRIQUES ORDONNEES)

MICHAEL BENADO, Bucarest

Hommagz a la mémoire de I’Académicien Sim2on Stoiloy

INTRODUCTION

Depuis une dizaine d’années environ, la théoric des structures algébriquces
ordonnées a pris un grand essor, grice surtout aux efforts de I'Ecole francaise. 11 faut
rattacher T'intérét des recherches qui s’y rapportent, surtout aux tentatives d'une
clemeatireie Begriindung® d: la théorie dos idéaux (cf. les travaux [1 — 6, 13]) encore
que les recherches sur les treillis multiplicatifs du type de ceux. qu'on rencontre dans
certaines partics de la théorie des groupes et des algebres de Lie, et ol vaut la loi
drassoctativité de M. Philip Hall [7], y soient également, largement représentées.
of. par exemple, les travaux [7—12]. Hly a lieu, d ailleurs, d'y signaler aussi quoique
un peu moins spécifiquement arithmétiques ou algébriques, les recherches ayant pour
objet I'¢tude des structures algébriques ordonnées par les méthodes de la théoric
générale des demigroupes [14] et de 'ordre partiel [28] (telles les recherches concer-
nant les proolemes de plongement (Einbettung), sur les théoremes de point fixe. cf.
par exemple [15].

Or. I'intérét dc toutes c2s investigations, tient aussi a ¢z qu'on puisse régir la
structure interne des groupoides (au sens du livre de M. Boruvka [24]) partiellement
otrdonnés requis moyennant des suppositions arithmétiques ou algébriques, suggérées
par les théories classiques. C'est le point de vue que j'ai adopté dans le présent
traivail, qu'on peut regarder comme un développement du § 8, alinéa V de mon
rapport [16], et ol j'ai entrepris d’analyser certaines parties de la théorie classique
des idéaux, dans les groupoides partiellement ordonnés o, a ¢6té d’unc multiplication
non nécessairement associative, ni commutative, seules sont requises, parmi les
suppositions fondamentales. la condition des chaines ascendantes ou la condition
(affaiblie) des chaines descendantes (ou les deux a la fois), ce qui entraine en parti-
culicr. que le groupoide partiellement ordonné sousjacent n’est plus nécessairement
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un treillis mais un multitreillis (= multistructure), dont j’ai introduit la notion dans
mon travail [17], 1.1.

C’est ainsi que j’ai étudié, a ce point de vue, les questions suivantes:

(1) Les théorémes de décomposition 1,2 et 4 ’Emmy Noether;

(2) Le théoréme fondamental de la divisibilité de Dékékind;

(3) Le théoréme d’existence des séries principales;

4) Le théoréme d’Akizuki-Grell-Cohen, concernant les relations mutuelles
entre les deux conditions de chalne;

(5) La distributivité du groupoide partiellement ordonné sousjacent (en tant que
multitreillis!).

En fait, il y a déja longtemps, que 'on s’est avisé de ce, que certaines notions et
propriétés dans la théorie des idéaux (telles, la notion d’idéal premier, et le théoréme
d’Akizuki-Grell-Cohen, pour ne parler que de ceux-ci) se laissent définir et
formuler dans les seules termes de la multiplication et de ’ordre partiel, sans y suppo-
ser, d’ailleurs, que la multiplication soit associative, ni commutative, ni que I'ordre
partiel définisse un treillis (encore que ce soit toujours le contraire qui arrive dans
la théorie classique), mais quant a démontrer ces propriétés, ce n’est ordinairement
qu’en supposant I’associativité (et la commutativité) de la multiplication ainsi que
la réticulation de 'ordre partiel (elias ’axistence du pged et du ppem, pour employer
la terminologie alassique), — qu’on I'accomplit.

Ce n’est que récemment qu’apparait, le souci de s’affranchir de la supposition
de I'existence du pged et ppem a propos, notamment, du théoréme fondamental de
la divisibilité dans les holoides. Cf. a cet égard les recherches de M. Bruno Bosbach
(cf. [18] et les références subséquentes) pour le cas commutatif et [19], § 1, alinéa 2
pour le cas des demigroupes non-commutatifs (mieux: souscommutatifs). Dans ces
recherches I'existence du pged ou du ppen n’est pas présupposée, ni ne résulte a poste-
riori des décompositions requises, si non que pour certaines couples spéciaux
d’¢éléments de I'ensemble sousjacent.

Quoi qu'il en soit, c’est dans le présent travail que pour la premiere fois. pareilles
questions sont étudiées par les méthodes de la théorie des multitreillis.

Il y s’agit notamment de I’étude des questions sous (1)—(3) ci-dessus. les autres
questions, particulierement, 'analyse du théoreme d’Akizuki-Grell-Cohen, fera
Pobjet de la partic VII de mes Remarques sur la théorie des multitreillis.

Voici maintenant un bref apzrgu sur la matiere du présent travail.

Pour cc qui est des théoremes de décomposition d’Emmy Noether ce n'est que
pour le dernier que j’ai pu résoudre ct la question d’existence ct celle dunicité des
décompositions requises. Quant aux théoremes 1 et 2 ’Emmy Noecther, je n'ai pu
résoudre que la question d’existence des décompositions qui y sont requises, moyen-
nant notammcrt la construction transfinic que jai donnée dans le § 2 de mon
travail [22].

Les difficultés ce la question d'unicité dans la cas duthéoreme | d’Emmy Nocther
(alias théoreme Kurosch-Ore) tiennent essentiellement a la définition des éléments

164



M-réductibles, respectivement AA-irréductibles (cf. le § 3 du présent travail). Or, il
y a ici en réalité, des degrés (Stufen) de réductibilité et d’irréductibilité des éléments,
et qui correspondent a la chaine (transfinie) d’opérations M3, qui se laisent construire
a partir de I'opération A du A-demimultitreillis complet sousjacent selon [22],
§ 2, et dont seule la derniére, AA, est univoque est associative au sens des alinéas
3.1, 3.2 du présent travail, ce n’est, d’ailleurs, que dans le cas des treillis que ces
opérations coincident avec ’opération A du treillis. Or, il semble bien que la solution
de la question d’unicité dépend essentiellemnt de I'opération A du A -demi-multi-
treillis fondamental, alors que l’existence des décompositions requises se rattache
naturellement aux opérations M3. Des recherches sont encore nécessaires pour
élucider cette difficile et complexe question, sur laquelle j’espere pouvoir revenir
dans un avenir prochain.

D’un autre co6té, le théoreme 2 d’Emmy Noether (alias théoréme Lasker-
Noether) exige ici le remplacement de la notion ordinaire de radical par la notion
de radical algébrique au sens défini a 4.8, 4.9 lequel est une fonction généralement
multivoque de son argument, ainsi que le remplacement de la notion d’élément
primaire par celle d’élément quasiprimaire ou partiellement primaire (8.5, 8.4).

Ici encore, la complexité de la structure interne du domaine divisionnaire sous-
jacent (5.1) exige des recherches wultérieures quant a la question d’unicité des
décompositions requises.

Quant au théoréme fondamental de la divisibilité, comme aussi du théoréme
d’existence des séries principales (§§ 7,10) du présent travail, je mc suis contenté
d'indiquer seulement les résultats, j'y reviendrai dans la suite de ce travail. Je
mentionne, cependant. que le théoréme d’existence des séries principales, tcl que
je entends ici, y est formulé sans nulle supposition d’associativité de la multi-
plication.

A propos des recherches précitées de M. Bosbach, je mentionne égallement le
fait, que le théoréme fondamental de la divisibilité tel, qu’il est formulé dans le
présent travail (7.1), n'est pas comparable au résultat correspondent de M. Bosbach
(I. ¢.. cas des décompositions en produit d*éléments premiers), — sauf dans le cas
associatif et commutatif, ou le résultat de M. Bosbach est plus général que le mien.
Par ailleurs, le théoréme 7.1 est aussi indépendant de celui de [19] (endroit précité),
saul dans le cas associatif, ot ce dernier est, lui-aussi, plus général que le micn.

Toutes ces questions cxigent Pintervention de deux conditions, dont 'importance
dans la théoric des treillis multiplicatifs résiducs a déja été établie par les recherches
précitées de M. M. Kerstan, Lesieur, Croisot, il s’agit notamment de la condi-
tion (A) des éléments essentiels a gauche et de la condition (B) des éléments principaux
& droite. Ces conditions se laissent facilement reformuler dans les termes de la
théorie des multitreillis et jouent ici un réle tout-a-fait analogue a celui qu’elles
déticnnent dans les travaux des Auteurs précités.

En outre, la validité du théoréme fondamental de la divisibilité dépend d’une
certaine condition (@), plus faible que la condition (®') au sens de [31], page 221,
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ct qui, dans les domaines divisionnaires. équivaut a la propriété de décomposition
de F. Riesz (alias axiome G3" du présent travail).

Au reste, les développements des §§ 2,6 du présent travail sont cncore requis
dans la suite de ce travail, particulierement par une étude préliminaire sur les multi-
treillis géométriques. Prenant pour point de départ mes recherches antérieures
sur les multitreillis semimodulaires (cf. [17], 4.7—4.742), je fais notamment valoir
ici pour les multitreillis certains critériums de semimodularité donnés par M. Croisot
dans sa Thése [23] pour le cas des treillis.

Quant aux techniques du présent travail, ce sont, généralement, les techniques
ordinaires, cf. les travaux [4—6]. Je me permets, cependant, de signaler le role
distingué qu’y joue l'axiome G3, dont I'importance dans certaines parties de la
théorie des idéaux a été depuis longtemps signalée, mais dont la puissancez unificatrice
et simplificatrice apparait ici pour la premiere fois, je crois. en tant que telle. Cet
axiome G3, qui est une trace de la propriété d’interpolation de F. Riesz (cf. par
exemple [21], p 52), joue ici a la place de la loi distributive (*) de 5.5, théoréme 2.
laquelle n’est pas requise dans le présent travail (sauf a 8.9 et 10.1), mais qui entraine
la lot d’isotoniec G1. Au reste, "auxiome G3 est toujours vérifié par les domaines
divisionnaires (cf. théoreme 5.3).

Les matiéres sont disposées comme suit:

§ 1. Rappel de quelques notations ct propriétés.

§ 2. Quelques propriétés des multitreillis semimodulaires.

§ 3. Le théoreme de décomposition Kurosch-Ore.

§ 4. Eléments premiers. Radical.

§ 5. Théorie des résiduels, premicre partie.

§ 6. Théorie des résiduels. deuxieme partie.

§ 7. Le théoreme fondamental de la divisibilité,

§ 8. Le théoreme Laskcr-Noether.

§ 9. Le quatrieme théoreme de décomposition d’Emmy Noether.

§ 10. Le théoreme d’existence des séries principales.

§1. RAPPEL DE QUELQUES NOTATIONS ET PROPRIETES

NEB

1.1. Majuscules latines ou gotiques dénotent ensembles et sous-ensembles, dont
les éléments sont notés par minuscules latines. L'ensemble vide est noté par O. Lo
symbole {a, b, ¢,...} dénote I'ensemble. non nécessairement dénombrable, dont
les éléments son a, b. ¢, .... Les symboles U, n .= (2) dénotent respectivement
I"union, lintersection 'inclusion au sens de la théorie générale des ensembles.

1.2. Soit # un ensemble partiellement ordonné par une relation = ou = ([21].
Chap. L. §1). Pour a.be 2. on écrit a > b si et seulement si @ = b et a # b. La
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notation @ > b (live: a couvre b) signific ¢ > b ct pour chauge veZ tel quc
« -~ X 2 boonaou bien x = @ ou bien v = b. Enfin, pour a, b€ # tels que a = b,
jentends par a/b le guotient de a par b, c'est-a-dire, I'ensemble de tous les x e .7
tels que a =2 x = b ([21]. Chap. L. §1).

1.3. Au cas ou .2 cst un multitreillis au sens de mon travail [17], 1.1, je dénote
par (¢ v b), I'enscmble de tous les €. satisfaisant a 'axiome Wil (L. ¢.), attendu que
a.b.ue.# soient tels que ¢ £ w, u = b, Et pour w.b,ve? tels que v £ a, v < b,

je dénote par (¢ A ), 'ensemble de tous les m €2 satisfaisant a Paxtome 92 (1. ¢.).
Enooutre, je pose, pour o, h e ..

avh=U («¢Vvh),. anb = U (anb),

u.b veth
(e.?, re?).

L4, Au cas ou .7 est un multitreitlis complet au sens de mon travail [22], 1.4.
les notations (Vo). (A&).. V.o/. A pour ./ < # ¢l u.r € ont un sens
analogue aux précédentes (1.3).

L5, Je rappelle ici. pour des rélérences futures, les propriétés simples suivantes,
ayvant lieu dans tout multitreillies W (ainsi que leurs duales):

1.5.1. Pour tous les a. b.d, d e W rels que dea~v b, deavb et d=zd,ona
d =" CLf17], 2.1, lemme 1.

1.5.2. Pour tous les a,ay. b, de tels que dea v b et d =z ay = a. on a
dea, v b Cf.[17], 3.21, lemme 1.

1.5.3. Pour tous les a.b.ceM tels qie a =2 b et ¢ v a+0 et pour chague
Necva, il existe un X' € ¢ Vvh rel que x z x'. Cf. [17]. 2.1, lemme 6.

1.5.4. Tout ensemble partiellement ordonné W satisfaisant a la condition des chaines
ascendantes (descendantes), est un demimultitreillis complet par rapport a A (par
rapport a V. Si les deux conditions de chaine sont a la fois en puissance, 9 est un
multitreillis complet, donc a fortiori un multitreillis (tout court).

1.6. Toutes les fois que, dans la suite, il sera question d’un (demi-)multitreillis
congu en tant qu'ensemble partiellement ordonné satisfaisant a 'une ou a lautre,
ou a toutes les deux a la fois, des deux conditions de chaine, il s’agira toujours de
celui, dont on parle a 1.5.4.

Si bien que, toutes les fois que, dans la suite, un ensemble partiellement ordonné,
satisfaisant a 'une ou a l'autre, ou a toutes les deux a la fois, des deux conditions
dc chaine, sera dit satisfaire a telle ou telle propriété, ayant ordinairement un sens
pour les seuls (demi-)multitreillis (donc pouvant y étre vraie ou fausse), — c’est
toujours en tant que (demi-)multitreillis au sens de 1,5.4, qu’il sera entendu, qu’il
y satisfait.
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§2. QUELQUES PROPRIETES DES MULTITREILLIS SEMIMODULAIRES

2.1. Définition. Je dirai qu’un multitreillis Y est

2.2.1. Semimodulaire au sens de M. M. Mac Lane et Croisot ([29], [23]) ou
encore [MLC]-semimodulaire, lorsque

[MLC] Pour tous les a, a', b, d, meIM tels que dea v b, mea n b,
d>aza > m,il existe un élément b’ €M tel que b = b > m et tel que pour
chaque x' €ea’ v b’ (cf. 1.3) on ait a’ €ea A X'.

2.1.2. (S)-semimodulaire, lorsque

(S) Pour touslesa,a’,b,d,meNi telsquedea v bmea A b,d >a =2 a > m,
il existe des éléments b', x' € M, tels que b = b > m, x' e(a’ v b')y (cf. encore
1.3.1) et tels que a" ea A X'.

2.1.3. Primitivement (d’en base) semimodulaire ou encore (n')-semimodulaire,
lorsque

(=) Pour tous les a, be I tels que a v b £ 0 =a A b, si 'on a b> m pour
quelque mea A b, on a aussi d > a pour chaque de a v b.

2.1.4. Semimodulaire au sens de M. Garrett Birkhoff ou cncore (o')-semi-
modulaire, lorsque:

(a') Pour tous les a, be M tels quea v b + 0 Fa nb,silonaa>neth>m
pour quelque me a A b, on a aussi d > a et d > b pour chaque dea v b.

2.2. Les définitions 2.1.3 et 2.1.4, je les déja envisagées, sous une forme un peu
différente, mais rigoureusement équivalente, dans mon travail [17], 4.7.

La condition (S), découverte dans le cas des treillis par M. Mac Lane (l. ¢.),
a été proposée par M. Croisot (. c.) pour définition générale des treillis semi-
modulaires.

La condition (MLC) différe de (S), entre autres, en ce que I’élément x' qui
y figure, appartient & a’ v b’, mais non nécessairement a (¢’ v b))y S a’ Vv b
Ce renforcement de la condition (S} m” a été suggéré par une remarque de M. Jan
Jakubik (lettre a l'auteur), concernant une certaine forme de modularité dans
les groupes multiréticulés.

Je fais remarquer, enfin, que les définitions 2,1.1, 2.1.2, se laissent renforcer
d’une maniére évidente, au sens et moyennant la propriété suivante, ayant licu
dans tout multitreillis 9R:

Pour tous les a, a’, b, b', m, x € MM tels que

dea v b, mea A b,
aza >m, b=b >m,
xea v b,
il existe des éléments a”, b" € M tels que
aza >m, b=b">m,
xea' v b
a’ea A x, b"eb A x.
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2.3. Théoréme. Dans tout multitreillis M on a les implications logiques suivantes.
(MLC) = (S) = (n') = (). (1)

Démonstration. La premiere implication est évidente; quant a (n’) => (¢”), cf.
mon travail [17], 4.73. Reste & prouver que (S) = (n').

Soient, a cet effet, a, be M tels que a v b £ 0 + a A b et tels que pour quelquz
mea A b on ait b> m; il s’agit de prouver que la condition (S) entraine alors
d > a pour chaque dea v b.

Supposons que le contraire ait lieu et soit a; € M tel que

d>al>a (2)

(pour quelque dea v b). 1l en résulte, d’apres la définition des multitreillis, qu’il
existe un b’ e M, tel que b' € {a; A b),. Alors, puis que b > m, de deux choses,
I'une: ou bien on a 4" = b, ou bien on a b = m. Or, si 'on avait b* = b, on en
déduirait b < a; et, comme on a aussi a; > a (cf. les ((2)), il en résulte, par la définition
des multitreillis, ¢ < a;, ce qui par rapport a (2) est une contradiction (1.5.1).

D’autre part, si 'on avait &' = m, on en déduirait me a; A b ct, comme d’apres (2)
et d'apres 1.5.2, on a aussi deay Vv b, il en résulterait d’aprés la condition (S),
qu'il existe b*, x € M tels que b = b* > met xe(a v b*), et tels que aea, A x.
Or, puisque b > m, on a surément b* = b et, par conséquent, d’aprés la définition
des multitreillis, x = ; ainsi € a; A d = {a,} (d’aprés (2)) et, finalement, a = a,,
ce qui, toujours d’apres (2), est une contradiction.

De toute fagon, I'existence d’un a; € M satisfaisant aux (2), entraine une contra-
diction, ce qui démontre que (S) = (n') et, partant, les (1).

2.4. Lemme. Dans tout multitreillis I, la condition (n') entraine la propriété
suicante :

(S*) Pour tous les a, be M tels que a v b + () &= a A b et tous les a', d, m e M
tels que dea v b, meanb, a=a >m, b>m,on aaean b, pour chaque
biea Vv b.

Démonstration. En effet, on a, d’une part, by e a’ v b et, d’autre part, d’aprés
1.5.2 (forme duale!), on a mea’ A b. 1l en résulte, d’aprés la condition (n') et
d’aprés b >m, qu’on a

by > d 3)
pour chaque by ea’ v b. Dailleurs
by > b (39

sans quoi, on auraitb; = bdonca’ < betm < a’ < acequiparrapportamea A b
est une contradiction.

Or, d’aprées la définition des multitreillis, il existe un a” € M tel que a”" €(a A by,
et, par suite, a' < a” £ by, d’ou 'on tire, compte tenu de (3), qu'on a ou bien



a" = b, ou bien " = a’. Or, si I'on avait ¢" = by, il en résulterait évidemment
by £ a ct, comme on a aussi by ea’ v b, donc b, =z b. on en conclurait a a = h.
doric m = b pour chaque mea A h, contrairement & b >m. Ainsi. on a bien

a’" = a', cela veut dire a"€a A by pour chaque hyea’ v b, cc qui acheve la
démonstration.

2.5. Théoreme. Dans rout multitreillis I, dont les chaines borndes sont finics. la
condition (¢') entraine la condition (MLC):

(a’) =» (MLCQ).

Démonstration. Sous les suppositions du théoreme, la condition (¢') entraine
toujours la condition (n'), cf. mon travail [17], 4.73.
Pour démontrer le théoréme, il suffit donc de prouver, qu'on a

(n') = (MLC).

Or. les chaines bornées de I étant finies. il existe des chaines maximales d’éléments
de W reliant tout x e M & tout y e I tel que y < x et, d'aprés mon travail [17].
4.71—4.73, toutes les chaines maximales aux extrémités communes ont méme
longueur (condition Jordan-Dédekind pour les chaines). Nous alons, dés lors. appliquer
un raisonement inductif relativement & la longueur {| x/y | d’une chalne maximale
(quelconque) allant de x a y.

Soient, a cet effet, a, @', b, d. m € M tels que

dea v b, mea A b,

~

d>azd >m

et 'on a alors aussi, comme il est facile de s’en convaincre, > b > m. Si donc
i b/m || = 1, cela veut dire, si lon a b > m. le théoréme est déja démontré, car il
coincide en ce cas avec la propisition (S*) ci-dessus, cf. 2.4,

Supposons donc que || b/ m | = r > | ct que le théoréme edt déja été démontré
pour tous les 1’ < r. Considérons un b* e b/m tel que || b/b* || = 1 (donc tel que
b > b*("); il y en a toujours, d’aprés la condition des chaines bornées finies). Par
conséquent, on aura | b*/m || =r — 1 et aussi mea A b* d’aprés 1.5.2 (forme
duale). Cela posé, soit d*ea v b* (il y en a toujours d’aprés la définitions des
multitreillis) et appliquons la supposition inductive au quadrilatére irréductible
(a. b*: d*, m). 1l en résulte I'existence d'un A" € M tel que b* = h" > m et tel que
pour chaque x"e€a” v b on ait @’ ea A x'. Or. b>b* 2 b’ > m entraine b
=z b > m (méme b > b > m) et ceci achéve la démonstration du théoréme.

(1) Et naturellement aussi, tel que b* >> m selon ['hypotheése inductive. car on raisonne sur les
eléménts des chaines allant de b a m!
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2.5.1. Corollaire. Dans tout multitreillis dont les chaines bornées sont finics, les
conditions (MLC), (S), (1) et (¢') sont logiquement équivalentes

(MLC) <= (S) <+ (1) <> (¢').
Démonstration. Résulie de 2.3 et 2.5.

2.6. Définition. Jappellerai  semimodulaire (au sens général) tour multitreillis
satisfaisant a la condition (MLC) de 2.1.1.
Cette définition revient évidemment a celle de M. Croisot [23], au cas. ou e

rmulttreillis est un treillis.

2.7. Théoreme. Dans tout multitreillis semimodulaires I (2.6) pour tous les
a.h eI 1els que a> b et chaque ¢ € W tel que ¢ v a = O, on peut, pour chaque
HEC NV od trourer un rec v b rel qulon ait u = 1 oy u > r.

Démonstration. D'aprés 1.5.3, pour chaque wec¢ v a, il existe au moins
unrece v b, tel que u = ¢ et je vais prouver que si u =+ r, alors, on a nécessairement
> .

En cllet, puisque rec v b, on a v = b et comme a > b, il v aura, d’apres la
définition des multitreillis, un élément xea A ¢ tel que v = b. De la sorte, on
a méme ¢ =z v = b et, d'apres la supposition a > b, il y aura alors deux cas
a distinguer:

(1) Ou bien x = a, auquel cas il s'ensuit ¢ = ¢ et, comme on a aussi ¢ = ¢ cl
< uece Voa. il en résulte d’apres la définition des multitreillis (et d’apres 1.5.1),
I"¢galité v = r. contrairement a u =+ .

(2) Ou bien x = b, auquelcas bea A vet,comme on a aussiuea v v(appliquer
simplement 1.5.2)), il s’ensuit d’apres la condition (n) (cf. 2.3) et d’apres a > b,
la relation a démontrer v > 0.

2.8. Lemme. Dans tout multitreillis semimodulaire I (2.6), pour deux éléments
a.ay € M tels que a < ay, les deux propriétés suivantes sont logiquement équivalentes:

(P)) a, v x £ 0, acd; A X, eI =y =aq,

(Py) a; v x £ 0. a = mea; N\, XomeI >y = (1‘(2)

(Cf. [6], lemme 7.1 et aussi [5], 7.1).
Démonstration. 1l est évident que (P,) = (P1) quel que soit d’ailleurs le multi-
treillis 8. Supposons maintenant que YR soit semimodulaire (2.6) et montrons que

(*) La condition a; Vv -= ) y aurait pu étre omise, si 'on avait supposé que I soit filtrant
d’en haut. En tout cas, 'implication logique (P.) => (P,) n'en dépend nullement, ce n'est que
Fimplication (P) > (P,) qui en dépend.
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(P,) = (P,), cela veut dire, que tout couple a, a; € M ,a; > a, satisfaisant a la
propriété (Py), satisfait aussi a la propriété (P,). En effet, on tire des suppositions
de (P,) et de a; > a, les inégalités suivantes

a,>azm 4)

lesquelles entrainent, d’ailleurs, toujours d’aprés les suppositions de (P,) et d’aprés
1.5.2, la relation

mea A X. (35)

Maintenant, je dis que dans les (4), on a certainement
a = m. (6)

Sans quoi, on aurait ¢ > m et alors, d’aprés la semimodularité (appliqué au
quadrilatére irréductible (a,, x; d, m),(}) dea; v x), il y aurait un x' € M tel que
x z x" > m et tel que pour chaque yea v x’, on ait

aca; Ay (7
ou l'on peut d’ailleurs supposer que

a; vy *0, (7)

car on peut toujours choisir ye a v x’ de fagon que y < d (appliquer simplement
la définition des multitreillis), ce qui vis-a-vis de a; = d (alias a, < ({(3)). montre
qu’on a bien (7).

Les relation (7), (7') entrainent maintenant, d’apres la propriété (P,), I'égalité
y = a, laquelle, compte tenu de yea v x', entraine a son tour, a = x'. Cette
derniére et x = x’ (cf. plus haut), entrainent, d’aprés la définition des multitreillis,
Iexistence d’'un m*ea A x tel que m* = x’. Or, x’ > m (cf. plus haut). donc
m* > m, ce qui d’apres (5) et d’aprés 1.5.1 (forme duale) donne une contradiction.

Ainsi, on ne saurait avoir ¢ > m, ce qui prouve qu'on a bien la (6). Or, ceci
entraine, d’apres la propriéte (P;), [’égalité x = a.

Donc, dans tous les cas, (P;) = (P,) et ceci achéve la démonstration.

§ 3.

§3. LE THEOREME DE DECOMPOSITION KUROSCH -ORE

3.1. Notations. Soit 9t un A -demimultitreillis complet avec dernier élément 1
(donc tel que x = 1 pour tout x e M), cf. mon travail [22], 1.4, axiome INC 2.

(3) Ou l'on peut, du reste, supposer ¢ > a;, sans quoi on aurait ¢ — a,. ce qui entrainerait
a; = x, c'est-a-dire, d’apres les suppositions de (P,), a = m = x, et il n'y aurait alors plus rien
a démontrer. Drailleurs, I'inégalité d > a; et les (4), entrainent que a; % x % a;. donc aussi
x> m.
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A chaque partie (méme vide) 4 < M, on peut, d’aprés la construction duale de
celle que jai donnée dans [22], 2.3—2.5, associer un opérateur de fermeture
@g(a), ae M, tel que @pgy(a) = a, si et seulement si, a € [F]*, cf. [22] 2.1 et dualité,
puis Ibid. 2.4.2 et dualité. Or, il suit aisément des considérations de I’alinéa 2.3 de [22],
qu’on a ici (par dualité)

?4(@) = Qgac1/a)(@), ae M. (®)

Cela étant, je pose, en dualisant toujours les termes et les notations de [22],
2.1et 4.2,
MY = ¢y(a), aeM 9)

d’ou il suit, d’apres (8), qu’on a encore
M.% = MY n(1/a)) 2 a, aeM. 9)
3.1.1. Aucas ou ¥ = {a;, i€ J}, jécrirai

”
M9 = M, a;, ae . ")
ic s
Mais, en ce cas, je supposerai ordinairement, qu’on a a; = a, i€ .#, ce qui,

d’apres (9') est toujours réalisable, pourvu que % n (1/a) £ (0. Or, si 'on a ¥ n
(1/a) = 0, alors ¢4la) = 1.

3.1.2. Aucas ou % ou, au moins, 4 n (1/a), est un ensemble fini, soit ¥ n (1/a) = .
= {X|, X3, ..., \,' (n nombre naturel quelconque, x; €M, i = 1,2,...,n) jécrirai
ordinairement.

MA% N (1/a)) = XIMXM, ... MX,. (C29)

3.1.3 Au cas ou M est au A -demimultitreillis complet, on retrouve les notions ct
notations ordinaires.
Les notations (9”). (9”) sont justifiées par la proposition suivante:

3.2. Lemme. (Loi d’associativité de I'opération M). Dans tout A -demimultitreillis
complet M, les relations

a= M, (10)
ies
ai= Mya,, ies (10')
JieJi

oua,a;a;;;eM ie 7, je¥,(F, F, ensemblesnonvides mais, par ailleurs, arbiraitres,
d’indices), — entrainent la relation
a = /V\aa,-

et
JieFi

(107)

Ji

Démonstration. L’assertion du lemme est essentiellement une conséquence de
la remarque que voici:
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Pour tous les & < 4* < Wi et tout e IN, on a
Mys%* = M. (1)

Or. cecl est une conséquence immédiate de la deuxieme partie de Folgesatz 2.4.2
de mon travail [22] moyennant les notations (9). (9').

Posons maintenant

’//ly = -{(l,.l.e.,f:, (;:)
Q) — : 7 . _ )
G = Wi Ji € S iys i€ .g. (1)
Gr=U%,. (12

ied

On a alors successivement. compte tenu des (9). (9
{ )

Py ,(a) = M9, = a. (13)
(d"apres (10))

2

Dy, (@) = M, %,, = a;.
Ji

(dapreés (107)
‘!7’6*((11“) = M(’i{g):k = MM”;‘V;/"{(’/*‘

(d’apres (137))

= M. %,
(drapres (127) et (11))
= qa; ie.s
(dapres (13"))
cela veut dire
Pea) = M9 = a;. ied. (137

Or. d’apres la premiere partie du Folgesatz 2.4.2 de [22]. il résulic des (13). (137)
les relations suivantes:
ae 9, (14)

a; € [9*]*, i€, (149

ou [4,1*, [4*]* ont mutatis mutandis, la signification de [22], 2.1. Or, [4]* étant
un A -sous demimultitreillis complet de quatrieme espéce de N (quel que soit
d’ailleurs % = M, cf. toujours [22], 1.7, 2.1), il suit évidemment des (14). (14').
de (12) et de la définition de [¢]* ([22], 2.1 et dualité). qu’on a ici [4,]* = [¢*]* ce
qui, toujours d’apres (14). entraine a € [9*]*, cela veut dire, d’aprés la premicre
partie du Folgesatz 2.4.2 de [22], p«+(a) = a, donc enfin, d’apres (9). (12"), justement
la relation a démontrer (10”).

3.3. Définitions. L’ensemble I étant toujours un A -demimultitreillis complet (avec
dernier élément 1), je dirai qu’un élément ae WM, a < | est M-réductible. s'il existe
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un ensemble fini . F = (x|, X5, ..., X, déléments de I (n nombre naturel = 2)
tels que 1 = x; > a.ie ¥ = {1,2, ... n) et tels que on ait

a=MF = -\‘lMu-\NZ Mu’\‘?)Ma vee Ma'\‘n'

En cc cas je dirai aussi que a e est représentable comme multiintersection
(itérée) ou encore comme AM-intersection d’un nombre fini d’éléments de Wi, —ses
M-composants.

3.3.1. Un élément g € M (M comme a 3.3), tel qu’il n’y ait aucun sousensemble
fini de Mt satisfaisant aux conditions de 3.3, sera dit A-irréductible.

Tel est, par exemple, I'élément 1 € M et tel est aussi tout élément a € "M couvert
par | donc tel que a < 1.

3.4. Théoreme. Soit # un ensemble partiellement ordonné avec dernier élément 1
et satisfaisant a la condition des chaines ascendantes. Alors chaque élément a e ».
a << L,est représentable comme M-intersection d’un nombre fini d’éléments M-irréduc
tibles de .7 (1.5.4).

Démonstration (inductive par rapport aux diviseurs). Le théoreme est évidem-
meit vrai pour les éléments M-irréductibles de Wi et, en particulier, pour 1.
Supposons-le déja démontré pour tous lzs diviseurs véritables de quelque « € Wi,
« < et M-réductible (donc pour tous les v & WM telsque | = x > a), et démontrons-le
pour a lui-meéme; il n’y aurait plus alors que d’appliquer le principe d'induction
relatif aux diviseurs (cf. par exemple [21] p. 38) pour achever la démonstration.
On a en effet

a = XiMVME O MY, ;€M (15
i = 1.2.....n (n nombre naturel = 2) ou les x; € # sont tels que
I =z x; > a. i=1.2,..., 1. (16)

Si donc. tous les x;, i = 1,2....,n dans (15), sont M-irréductibles. le théoréme
est démontré: si non. on a, d’aprés la supposition inductive,

Xi = Vi MMy Mg, (137
pour tous les ie.#" = .7 = {1,2.... 1} et certains x;;,, tels que
Iz x> N, ie g, Ji= 1.2, n (169

et M-irréductibles. Les (15), (15°) et le lemme 3.2 entrainent
a = Xy IMu s Mu'\‘llnMu'\‘2 lMa s MU'\'ZM:M(I s

ou tous les composants x; (dont certains peuvent égaler certains éléments x;,
ie ., du fait de M-irréductibilité eventuelle de ces derniers) sont A-irréductibles.
Cect acheve la démonstration, compte tenu des (16), (16°).
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§4. ELEMENTS PREMIERS. RADICAL

4.1. Définition. Par groupoide partiellement ordonné j’entends, comine a I'ordinaire,
un ensemble non vide & muni d’une opération (.) univoque et universelle er appelée
multiplication et d’une relation d’ordre partiel =z ou < satisfaisant a la condition
suivante d’isotonie:

G1. Pour tous les a, b, ce ® tels que a = b, on a ac = bc et ca = cb.

4.2. Définition. Par domaine noethérien j’entends tout groupoide partiellement
ordonné (4.1), satisfaisant aux deux conditions suivantes de quasiintégrité et de divisi-
bilité Noether-Krull:

G2. Pour tous les a, be ® on a ab < a et ab < b (Quasiintégrité).

G3. Pour tous les a, b, ce ® tels que ¢ = ab, il existe des éléments a*, b* €
tels que a* =2 a, a* = ¢, b* 2 b, b* = ¢ et ¢ = a*b* (Propriété de divisibilité
Noether-Krull).

4.2.1. S’ily a un dernier élément, que je noterai toujours 1, le domaine noethérien
sera dit entier et la condition G2 aura pour énoncé:

G2'. Pour tous les ae ®, ona la < a et al £ a.

Un domaine noethérien est donc completement caractérisé par les axiomes G1 — G3
(ou G2’vaut a la place de G2, si G est entier).

Je fais remarquer encore, que les groupoides réticulés au sens de {31], page 127.
sont toujours des domaines noethériens au sens de 4.2 ci-dessus.

4.3. Définition. Soit & un domaine noethérien (entier ou non), un élément p € &
sera dit:

Premier, lorsque pour tous a, be ® tels que p = ab, on ap = a ou p = b.

Multiplicativement réductible, ou encore (.)-réductible, lorsqu’il existe a, be ®
tels que p = ab, p < a et p < b.

Multiplicativement irréductible ou encore (.)-irréductible, lorsqu’il n'est pas
(.)-réductible. (Cf. [18], la notion de halbprim.)

S-élément (élément de Sono), lorsque pour tous les a, b e ® tels que p = ab. a = p.
b=p, onap=aboup® = ab.

Maximal, lorsque 1 > p (1.2), attendu que & soit entier (4.2.1).

4.4. Notations. Je désigne:

Par # I’ensemble de tous les éléments premiers de .

par # l'ensemble de tous les éléments (.)-irréductibles de ®.
par ¥ I’ensemble de tous les éléments de Sono. de ®,

par 4 I'ensemble de tous les éléments maximaux de ®.

On a, comme on sait

?2< 4. (17)
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Une condition suffisante pour que (17) soit une égalité, est que le domaine ®
soit rieszien au sens de la définition suivante:

4.5. Définition. Par domaine rieszien j’entends un domaine noethérien ou 'axiome
G3 est remplacé par cet autre, plus fort (propriété de décomposition de F. Riesz):

G3'. Pour tous les a, b, ce ® tes que ¢ = ab, il existe des éléments a*, b* € ®
tels que a* = a, b* 2 b et ¢ = a*b*.

Dans le cas général, vaut la propriété suivante:

4.6. Lemme. L'ensemble & étant un domaine noethérien entier, on a

() M — (117 <2 (1.2).

(1) Sil'onal = 1% alors M = P.

Q) 2SI <SP o P est lensemble des éléments multiplicativement premiers
de & (supposé entier ou non), au sens suivant:

Pour tout p e 2 et tous les a, b, x, y € ® tels que px = ab et yp = ab,onap = a
oup = b.

Démonstration. L’assertion (1') étant une conséquence immédiate de (1),
laquelle, d’ailleurs, interviendra seule dans la suite, je me borne a démontrer
cette derniere.

Soit, a cet effet, pe . # — (I/1?) ce qui équivaut a 1> p % I* (4.3) et soient
a.be® tels que p = ab. L’application de I'axiome G3 donne

p = a*b*, (18)
a* = a* zp, (18°)
b* = b* =z p (18")

pour quelques a*, b* € ®. Comme p < I. on aura d’aprés (18) ou bien a*= I
ou bicn a*= p. Si p = a*, on aura, toujours d’apreés (18'), p = a ce qui achéverait
la démonstration. Sinon, on aura, d’apres (18), p = Ib* ce qui entraine b* = p,
sans quoi, on aurait, d’aprés (18”) et 1> p, b = I, donc p = I? ce qui n’est pas.
Ainsi, on a bien p = b*, donc d’aprés (18”), p = b ce qui achéve la démonstration.
(CT. [25]. 11-eme partic, Chap. I, § 2. alinéa 2).

4.7. Théoreme. Dans tout domaine noethérien entier ®, satisfaisant a la condition

des chaines ascendantes, tout élément a € & posséde un nombre fini de diviseurs premiers
al

pie® i = 1.2.....n (n nombre naturel = 1)
"z p =z a, i=12..,n (19)
- . N . . \ 4
tels qu'on air. a une association des facteurs p; prés ()

az[pips...pl (20)
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Au cas ou a < I, on a pour les p; des (19), (20)
Iz pi>a, i=1.2.....n (19"

Au cas ou ® est a élément unité (donc la = a = al pour tour ae ) et que a < 1,

on a pour les p; des (19), (20)
I > p; > a, i= 1,20 . n

Démonstration. Si lI'on a a = 1, le théoréme est vérifié. car / est premier. Si.
par contre @ < [ et est non premier, il existe des éléments x, v €  tels que

a = . at x, azx. (2

d’ou l'on tire. d’apres 'axiome G3, qu’il existe également x*, v* e O tels que

—
X
I
—
—
%

= da.

1Y
—“é

. o (21

ol & cause des (21). on a méme

N> q, >
Si donc v* = ¥ = [, le théoréme est démontré: si non. on applique le principe
. piiq | |

d’induction sclon les diviseurs ([21], Chap. 111 §4) ct la démonstration s'acheve
comme a I'ordinaire. D’aillcurs, au cas ot il y a un élément unité, on a nécessairement
xX* < Tet p* < [, car autrement les suppositions ¢ < / ou (21) seraient en défaut.
comme cela résulte aisément des (217).

4.7.1. Remarque. Lorsque Paxiome G3' (4.5) est en puissance (a la place de
I'axiome G3) on a le théoréme suivant, qu'on démontre de la méme manicre:

Dans tout domaine rieszicn entier, satisfaisant a la condition des chaines ascendanies,
chaque élément est produit(*) d’un nombre fini de facteurs premiers.

4.8. Définition. Soir & un domaine nocthérien entier satisfaisant a la condition
des chaines ascendantes et soit a e ®. Jappelle radical algébrique de a et je dénore
par ola) la fonction (généralement multicoque)

ola) = N (£ (ila)). ae®. (22)
cf. 1.5.4 et 4.4.

(*) Yattire, une fois pour toutes, attention du lecteur au fait que la multiplication dans

n'étant pas nécessairement associative (ni commutative), les produits de n facteurs, n = 3. ne sont
déterminés qu'a une certaine association des facteurs prés; c'est le sens de la notation [xv; x> ... x,].

xe€®, i =1,2,....n, 1z 3, que jemplois dans ie texte et que jutiliserai partout. dans le cas

non nécessairement associatif.
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4.8.1. Par radical impropre de a € ® j’entends la fonction (toujours multivoque,
en général)
0@ = (A(Z n (]a))),, acG. (22))

Le radical algébrique (4.8) est complétement caracterisé par les propriétés suivantes.

4.9. Définition. L’ensemble ® étant un domaine noethérien arbitraire, j’appellerai
radical algébrique de a € ® toute fonction o(a) (généralement multivoque, aux argu-
ments et) aux valeurs dans &, jouissant des trois propriétés suivantes:

(1) Pour tous les r, r' € a(a) tels que v’ < r,onar =r.

(2) Pour chaque r € a(a) on a [rr...r] < a pour un nombre fini de facteurs, tous
égaux a r (*).

(3) 1l existe une partie X (a) = © telle que 0(a) < X (@) = P(a) et telle, que pour
tour x € X (a) il existe reo(a) satisfaisant a x < r (Ici P(a) dénote I'ensemble de
tous les x € © tels que [xx...x] < a (%)) (Cf. 4.11, (1), (2)).

4.10. Remarques. 1. L’ensemble o(a) défini a (22) n’est jamais vide; il en est
de méme de Pensemble 9(a) défini a (22') et l'on a o(a) < o(a) pour tout ae 6.

Au cas ou I’ensemble ¢(a), a e ®, n’a qu'un seul élément, on dira, que a est un
élément a radical ou R-élément, dont les éléments quasiprimaires (cf. plus loin 8)
fournissent un important exemple.

Au cas, enfin, oll ¢’est I'ensemble o(a), a € &, qui a un seul élément, on dira que
a cst A radical restreint.

2. Si ® est un A-demitreillis complet, la formule (22) coincide, a trés peu pres,
avee 'une des définitions bien connues de la notion classique de radical, cf. par
exemple [5], §11.

3. Les propriétés (1)—(3) de 4.9 rappellent la définition ordinaire de la notion
classique de radical, sauf que r € a(a), n’est plus ici, en général, élément maximum
mais sculement élément maximal parmi les x € ® satisfaisant a (3) de 4.9

4. Je fais remarquer enfin que, dans les définitions 4.8, 4.8.1 on aurait pu sc
passer de la supposition des chaines ascendantes, moyennant la supposition moins
exigeante, que O soit u A -demimultitreillis complet. Mais alors nombre de propriétés
importantes du radical g(a), particulierement celles-la qui rapproche le plus cette
notion du radical au sens classique, seraient apparemment en défaut; en tout cas,
les techniques suivantes (4.11) et qui y conduisent, ne sont plus applicables. Cf.
toutefois 6.135.

Le théoreme suivant donne les principales propriétés des fonctions o(a), o(a),
o(a). a e ®.

4.11. Théoreme. Soii & un domaine noethérien entier, satisfaisant a la condition
des chaines ascendantes. Alors:
(1) La fonction o(a), a € & jouit des propriétés (1)—(3) de 4.9.
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(2) Pour chaque radical algébrique o(a). ae ®, on a ala) = ola) quel que soit
ae®.

(3) Pour tout a€ ® il existe un r € o(a), tel que a = 1. En fait. on ¢ a = r pour
chaque r € o(a) < o(a).

(4) Pour tout a € & il existe un r € S (a) tel que o(r) = 0(a).

(5) Pour tous les a. be & tels que a = b et chaque y € 0(b), il cxisie un x € o(a)
tel que x Z y.

(6) Pour tous les a,b,c,re® tels que ab <r,axr. bErr eu (c), il eviste
des élémentes a. b e ® tels que ab < ¢, a > r, b > c. pourtu, toutefois, que la multi-
plication soit associative. (Par contre, Fassociaticité de la multiplicarion n’est pas
regutise par les (1) —(5) ci-dessus.)

Démonstration. Ad (1). La propriété (1) de 4.9 vaut pour la fonction o(«).
ae ®, comme cela résulte immédiatement de la définition (22) ct de la définition
des A -demimultitreillis complets.

La propriété (2) de 4.9 vaut également pour la fonction o(a). v e ®. En cffet.

d'apres le théoreme 4.7, il existe un nombre fini de diviseurs premiers de a € ®
(supposé < 1, car autrement, la dite propriété est trivialement vérifié)

1

v

p; > a, i=1.2....A (23)
tels que (*)
pPip2-pd = a (239

Les (23). (237) entrainent d'apres la définition (22) et d'apres l'axiome Gl
(I'tsotonie!) qu'on a
rr..r] 2 a (24

pour chaque r € g(a), attendu que les k facteurs égaux r sont associés dans (24)
exactement de la méme maniére que les facteurs p; le sont dans (23). Pour vérifier
la propriété (3) de 4.9. soit v € ® tel que

[xx...x] £a (k facteurs x) (*)
et soit pe.# n (1'a). 1l en résulte qu'on a
[xx.. N =p

et, par conséquent. ¥ < p. pour chaque pe.? N (/'a) (®). Ceci entraine & son tour.
d’apres la définition des A -demimultitrillis complets ([22]. 1.4, axiome ME2 et

() On applique ici la propriété bien connue suivante des éléments premicrs d'un groupoide
particllement ordonné et qui, dans le cas non-associatif résulte inductivement par ..clivages* du
produit divisé par p:

p = [aya; ...a,) entraine p Z a; pour au moinsun i = 1,2, ... n
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alinéa 1.5.4 du présent travail), qu'on a
x £re(NZ (i), < oa)

(cf. 1.4) et ceci achéve la vérification par o(a) des propriétés (1)—(3) de 4.9.

Ad (2). Soit r € o(a), ae ®. Daprés la propriété (2) de 4.9. il existe un nombre
naturcl k& tel que [rr...r] £ a(k facteurs égaux a r). Il en résulte (exactement comme
ci-dessus pour v e (9) quon a

rs o pour un certain r* e o(a). (25)

Or. puisque. d'apres ce qu'on vient de démontrer (cf. Ad (1) ci-dessus, (24))

la fonction o(a) vérifie la propriété (2) de 4.9. il y aura un nombre naturel k* tel que
[F¥r*. . r¥] < (k* facteurs r*)

ce qui, d'apreés la propriété (3) de 4.9 entraine Uexistence d'un r'ea(a) tel que r* < s/

ce qui. d'apres (25) donne
- (26)
pour chaque r € a(a) et pour certatns r* ¢ pla) et +' € a(a). dépendant de r € a(a).
Comme les (26) entrainent r = 5. on tire de la propriété (1) de 4.9 ['égalité
r =, laquelle réduit les (26) a r = r* = r'. Ainsi. tout r € a(a) est un r € g(a), cela
veut dm o(a) € ¢o(a)., ae®. comme ccla devait étre. On montre. de méme, que
ola) = a(a), iom finalement ola) = a(a).

Ad (3} Clest trivial.
Ad (4). Je vais faire voir d’abord, qu'on a toujours

7o (llr)y =2 n(]a). a e G. e ola) (27)
et vérifier. a cet effet. la formule
P(a) = {7 0 (1)a))” (28)

ol P(a) est 'ensemble de tous les x € ® vérifiant la propriété (3) de 4.9, alors que
(.7~ (1ja))" signifie I'ensemble de tous les minorants de 2 ~ (I/a). (°)

Or. soit x € P(a). cela veut dire [xxv...x] <« donc x £ p pour chaque pe
e/ ~ (La). cf. ci-dessus. Alnsi:

Pla)y < (# n (1a))™. (28")

Réciproguement, x e (2 ~ (I/a))™ signifie x £ p pour chaque peZ n (//a).
I =z p =z a Daprés 4.7. on a d’autre part

a = (pipa...pil

(®) On a toujours a & Play et asl. A N (1'a)) T . ae®.
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pour quelques p;e? n (lfa), i = 1,2,...,k en nombre fini. Il en résulte d’apres
x = p, pe? n(lja), et daprés I'axiome Gl, l'inégalité a = [vx...x], laquelle
prouve qu’on a bien

(2 n (I]a))* = P(a). (28"

Les (28'), (28”) entrainent la (28).
Je démontre maintenant la (27). On a évidemment.

Pn(llay= 2 lr), reola). (27)
Réciproquement, on a
Pnla)s 2, rega). (27"

En effet, on a 9(a) = (Z n (I/a))* = P(a), ae ®, donc @ = [rr...r] pour chaqu:
reo(a) et par suite (°) p = r pour chaque p e 2 n (I/a). Ainsi tout pe.2? n (1/u)
est un pe? n (1)r), r € g(a), c2 qui n’est que la (27”). En prenant i € o(@) dans les
(27), (27") on obtient la (27). Cette derniére entraine maintenant, d’apres (22).
o(r) = o(a), regla) S o(a), ae®, et c’est précisément ce qu'il failait démonirer.

Ad (5). Il suffit de remarquer que a, b € ® tels que a = b, entrainent (//a)=(//H)
donc aussi Z N (I/a) = 2 n (1/b), donc (# A (1/b))" = (2 A (I/a)) " cela veut dire.
d’apres (28), P(b) < P(a). Or, o(b) € P(b) donc o(b) = P(a). Pour chaque y € o(b),
on aura donc y € P(a) = (# n (I/a))™ et par conséquent, il y aura. d'aprés la défi-
nition des A -demimultitreillis complets, un xe o) = A(2 ~ (1/a)). tel que x = v

Ad (6). On a, d’apres 'axiome G3.

a* z a, a* =z,
b* = b. b* = r, (29)
a*b* < r,
ou, a cause des a £ r et b £ r. on doit prendre
a* > r. b* > r, {20)

ce qui entraine, en particulier, vu que r € o(c), les inégalités
a* > c. b* > c. (20)
Or, d’aprés la troisieme ligne des (29), il y aura un nombre naturel & > 1 tel que
(la multiplication étant associative)

(l! :j;h:g;)k i . ((’:gb :1¢)/\ -1 i c. {‘7‘ | )

(Au cas ol k = 1, on obtiendra la conclusion requise, en posant simpiement ¢ = .
b = b¥).
On aura alors
a*b*(a*p*) " < ¢ (32)
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et I'on pourra distinguer deux cas selon que

b*(a*b*)* ' £ ¢ (32)
ou que

b*a*b*) ! < .

(32%)
Si 'on a la (32'), alors, en posant
y = bHa*b*!
on aura évidemment, d’aprés (32), (32"
a*y =¢, ysb* yfec (33)
Si, par contre, on a (32"), alors, en posant
x = (a*b*)*~!
on aura, d’aprés la deuxieme des (31),
b*x < ¢, x = a*, xfe (33")

Dans tous les cas, on aura de la sorte, déterminé deux éléments a**, b** e ®
tels que d’aprés les (33) ou les (33'), on ait, compte tenu aussi des (30),

a**b** é c, a** >, b** $ c.

(34)

(On a notamment a** = a* et b** = y dans le cas (32') et a** = b* et b** = x
dans le cas (32")).

On tire maintenant des (34), moyennant 'axiome G3, les inégalités

ab < ¢,
a z a**, azc,
b = b** bzc

lesquelles fournissent, moyennant les (34), la

conclusion désirée. Ceci achéve la
démonstration du théoréme 4.11.

§5. THEORIE DES RESIDUELS, PREMIERE PARTIE

5.1. Définition. J'appelle domaine divisionnaire tout groupoide partiellement ordonné

quasientier (4.1, axiome Gl et 4.2, axiome G2), satisfaisant a I'axiome suivant de
résiduation:

G3*. Pour tous les a, be ® il existe un élément q* =a. be® (le résiduel
a droite de a par b) et un élément g~ = a . be ® (le résiduel a gauche de a par b)
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tels que: (1) bg* < a et ¢~ b £ a, (2) Pour chaque x € ® tel que hx < a (xb < ).
onaxs<q" (x<qg)

5.1.1. Un domaine divisionnaire est donc caractérisé par les axiomes G1, G2. G3*.
Un domaine divisionnaire sera dit entier, si I'axiome G2’ (4.2.1) est en puissance
(a la place de G2).

5.2. Définition. Je dirai qu’un domaine divisionnaire jouit de la propriété (®")
a droite, lorsque pour tous les a, b€ ® tels que a < b, il existe des ¢léments b.ce®
tels que b < b Sa.(a. " b)eta= be.

Pareillement pour propriété (®") a gauche.

Cette propriété (®”) a droite ou a gauche généralise une propriété classique bicn
connue, cf. par exemple [5] page 183, propriété (®”). Par ailleurs, la propriété (d").
comme je vais le montrer un peu plus loin, est intimement liée a la propriété de
décomposition de F. Riesz (4.5, axiome G3').

5.3. Théoreme. Tout domaine divisionnaire est un domaine noethérien.

Démonstration. 1l s’agit de prouver que I"axiome G3 (4.2) y est en puissance.
Soit donc ® un domaine divisionnaire et soient a, b, c € ® tels que ¢ = ab. On en
tire, d’aprés 'axiome G3*, ¢ ". b = a et, en posant

c'.b=a* (35)

on aura d’aprés le propriétés élémentaires des résiduels (ct., par exemple, [31].
1I-éme partie, Chap. 1I)
a* 2 a, a* = c. (36)

De (35) je tire encore, toujours par les propriétés élémentaires des résiduels

c. a¥*=c.(c'.b)yzb
et, en posant
¢ a* = b* (35
j’aurai encore
b* =2 b, b* 2 ¢ (36"
ainsi que
¢ 2 a*b* 3N

que je tire de (35).
Les relations (36), (36"), (37) (ensemble avec (35), (35")) prouvent l'assertion
de théoreme.

5.4. Théoréme. Dans tout domaine divisionnaire la propriété (®") a droite équiraut
a 'axiome G3' (4.5).

Démonstration. Je prouve d’abord que

G3 = (D). (38)
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Soit donc ® un domaine divisionnaire ou I'axiome G3’ est en puissance et soient
a,be ® tels que a < b. Jen déduis, d’aprés G3*, qu'on a a = b(a . b). d’ou je tire,
en appliquant 'axiome G3', ’existence d’éléments b. c € ® tels gue

b = b, cza.b. (39)

a = be. (39%)
Or, la (39") donne, toujours d’apres G3*
b<a.c<a'.(a.b)

(d’apres la deuxieme des (39). compte tenu des propriétés élémentaires des résiduels).
Ainsi les relations a, b € ®, a < b, entrainent I'existence d'éléments b, ¢ € & tels
quebs<sb<a.(a’ b). a = be: cest dire qu'on a (38).
Je prouve maintenant que

(®") = G3'. (40)

Soient donc a, b, ¢ € ® tels que ¢ = ab. J’en déduis d’apres 5.3, les relations

I\

a, a*

b* = b, b* = c, ¢ = a*b*,

a* c.

v

ol a*, b* € ® sont définis par les (35). (35").
Or, de ¢ £ a* je tire, en appliquant la propriété (®”), [existence d'éléments
E,fe ® tels que
a* < a < ¢ (e a%), (41)

¢ = af. (417)

coa*=c.a (417
d’ou je tire, compte tenu de (35), b* = ¢ .’ a. ce qui entraine
¢ = ab*. (42)
Maintenant, je dis qu'on a
b* =z f. (43)

En effet, d’apres (41'), ona f < ¢ a donc, d’aprés (41”) et (35'), on aura bien
la (43). On en déduit. compte tenu des (41°), (42)

c = ab* =

1\

\
S

<
Il
~

c’est-a-dire

ou, d’aprés (41) et (36), on a a@ = a et ol. d’aprés (36), on a b* = b. Ceci achéve
la démonstration de (40).
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Les (38), (40) prouvent I'assertion du théoréme.

5.4.1. Corollaire. Dans tout domaine divisionnaire la propriété (®") a droite
équivaut a la propriété (") a gauche.

Démonstration. C’est que chacune de ces propriétés (®") équivaut d’apres 5.4,
a la propriété de décomposition de F. Riesz (alias axiome G3').

C’est pourquoi, je ne distinguerai plus, désormais, entre la propriété (®”) a droite
et la propriété (®”) a gauche.

5.4.2. Corollaire. Dans tout domaine divisionnaire entier (5.1.1), satisfaisant a la
propriété (D") et a la condition des chaines ascendantes, vaut le théoréme de décompo-
sition 4.7.1. Si, de plus, la multiplication est associative et commutative, il y a un
élément unité (= I'élément | du domaine).

Démonstration. La premiere partie du corollaire résulte de 5.4, la deuxiéme
résulte de la proposition suivante, que je me contente de formuler sans démonstration :

Lemme. Soit ® un domaine divisionnaire entier, satisfaisant a la propriété (®").
Pour chaque élément premier (4.3) p< ® on a alors Ip = p ou pl = p.

5.4.3. Plus généralement, dans tout domaine divisionnaire entier et satisfaisant a la
condition des chaines ascendantes, vaut le théoréme de divisibilité 4.7, — comme
cela résulte de 5.3.

5.5. Pour clore ce §, je mentionne encore, toujours sans démonstration, les
propriétés suivantes, bien connues dans le cas des treillis résidués:

Théoreme 1. Si le domaine divisionnaire ®& est un A -demimultitreillis ([17], 1.1,
axiome M2) et si a, b, ce ® sont tels que a A b + 0, on a alors aussi (a. ¢) A
Aboe)yEOet (@ c)nb.c)<s(anb). c(attendu que (a A b). ¢ soit I'en-
semble de tous les x ." ¢ pour x € (a A b).

Théoréme 2. Si le domaine divisionnaire & est un multitreillis tel que pour tous
les x,y, ze ® satisfaisant @ x v y + 0, on ait

MOFzxvzyczixvy), OFxzvyze(x vy)ez,

alors, pour tous les a,b,ce ® tels que a v b=+ 0, on a (c. a) A(c.'b)+0
et (c.;a)A(c. by c. (avb), — attendu que c. (a v b) soit ensemble de
tous les ¢."x pour xea v b.

Théoreme 3. Si le domaine divisionnaire entier ® est un multitreillis satisfaisant a
loi (*) ci-dessus, alors, pour chaque couple a,be ®,ilyaundea v betunmea AN b
telsquea. d=m. b=a.b (")

(’) On atoujoursa V b + ), car ® est entier, et comme tel, a un dernier élément 1 (cf. 'axiome
G2, et I'on a également a A b == (), car ® est quasientier (axiome G2).
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§6. THEORIE DES RESIDUELS, DEUXIEME PARTIE

6.1. Définition. Soit & un domaine divisionnaire quelconque et a, b € ®. Le résiduel
a. b (o a.b) sera dit propre, lorsque a £ b. Cf. [5], 1.

6.2. Un domaine divisionnaire ®& sera dit associatif a droite, lorsque ’axiome
suivant y est en puissance.

G4. Pour tous les a, b, ce ® on aab.c < a. be.(®)

De méme pour associatif a gauche. Un domaine divisionnaire qui est associatif
a droite et a gauche, est associatif au sens ordinaire du mot.

Tout domaine divisionnaire associatif a droite, qui est commutatif, est par la-méme,
associatif a gauche, donc associatif.

Les deux propriétés suivantes, ainsi que leurs démonstrations subsistent pour

tout domaine divisionnaire, cf. [5], propriété 1.1 et lemme 1.1:

6.3. Lemme. Dans tout domaine divisionnaire &:

(1) Pour que x € ® soit résiduel a droite propre de a € ®, il faut et il suffit qu’on
ait x=a. (a’.x) et a’.x > a. De méme, pour que x € ® soit résiduel a gauche
propre de a € ®, il faut et il suffit que x = a".(a." x) eta. x > a.

(2) Si la condition (affaiblie, cf. [5], Introduction) des chaines descendantes est
satisfaite par G, toute chaine ascendante de résiduels (a droite) d’un méme élément
a€ ®, n'a qu'un nombre fini de termes. Parcillement pour ,,a gauche*.

6.4. Définition. Je dirai qu’un domaine divisionnaire ® satisfait a la condition (RPP)
a gauche, lorsqu’on a

(RPP) Chaque élément ae &, a < 1, admet au moins un résiduel a gauche propre
(6.1), premier (c’est-a-dire, qui, en tant qu’élément de ®, y est premier (4.3)).

Je vais indiquer plus loin des cas importants ol Paxiome d’existence (RPP) est
vérifié.

6.5. Lemme. Dans tout domaine divisionnaire ® associatif a droite,ona (a. b) . ¢ =
< a. bc pour tous les a, b, c € ®.

Démonstration. D’aprés I'axiome G4 il vient en effet
(be) (@ b) .7 ¢) £ ble((a."b) " ¢)] < bla. b) £ a,

d’ou l'assertion du lemme.

(8) Cette notion a évidemment un sens pour tout groupoide partiellement ordonné.

Je fais remarquer ici, que des lois d’associativité, plus faibles que I’associativité ordinaire, ont
été déja depuis longtemps proposées par différents Auteurs, cf. par exemple [9], pour la théorie
des anncaux généralisés et [20], pour la théorie des quasi-anneaux. Cependant, aucune de ces lois
n'est requise, ni ne saurait s'insérer d'une maniére naturelle dans le présent travail, car ces lois,
aussi bien que les techniques qu’elles engendrent, font essentiellement intervenir les éléments de
I'anncau généralisé (du quasi-anneau) fondamental.
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6.5.1. En fait, ’assertion du lemme est rigoureusement équivalente a 'axiome G4,
cf. a ce sujet Molinaro [13].

6.6. Nous allons dorénavant supposer, sauf avis exprées du contraire, que  est un
domaine divisionnaire entier (5.1.1, 4.2.1), associatif a droite (6.2), satisfaisant a la
condition (RPP) a gauche (6.4) et a la condition (affaiblie) des chaines descendantes.

6.7. Lemme. Sous les suppositions de 6.6, chaque élément a e W, a < I, admer
au noins un résiduel a droite, propre premier.

Démonstration. L’enseble des résiduels a droite propre de a n’est pas vide,
car, puisque a < I, a . I enestun tel. D’apres 6.3, (2), il y aura donc aussi au moins
un résiduel a droite, propre, maximal de a, soit p =a. b, a 2 b (6.1), 1l s'agit
de prouver que p € ® est premier.

Si, en effet, p n’étatit pas premier, il y aurait x, ye & tels que p = xy. p % x,
p % y.Commep. x = p,il faut que p." x > p, sans quoi, on aurait déja p.” x = p,
ce qui,d’aprés p."x = yetp % y, ne peut étre. Or,onap <p. x =(a. b). x £
< a. bx (d’apres 6.5), donc

I

p<a.bx (44)

et je dis que a . bx est un résiduel propre de a. Car, & supposer que g = bx, onen
tirerait p = a . b = x, ce qui n’est pas.

D’aprés la (44), p = a." b, a & b, ne serait donc pas maximal, ce qui est une
contradiction.

6.8. Lemme. Chaque résiduel @ gauche, propre, premier de ae ®, a < I, soir p
un tel, est encore résiduel a gauche, propre, premier de a." b, attendu que p % b (les
suppositions pour ® étant celles de 6.6).

Démonstration. Je définis, d’aprés M. Lesieur [5], § 1.
x=(a. b).((a. b). p)
et j’en tire, par les propriétés élémentaires des résiduels, I'inégalité

xXzp (45)
puis, par la méme raison, I'égalité

(a by . x=(a. b).p. 459
Or, d’aprés 6.5, on a
(a. b)y. x <a. bx

et, d’apres les propriétés élémentaires des résiduels, on a également
(@ b).pza.p (vuquea. b = al);
il viendra donc, compte tenu de la (45")

a. bx =

v
IS
S
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ce qui cntraine, toujours par les propriétés élémentaires des résiduels:
bx <a’.(a. bx)Za'.(a.p
donc enfin. d’apres 6.3. (1),
p = bx.
On en tire. puisque p est premier et que p £ b (par hypotheése),
p =X,
ce qui, vis--vis de (45), prouve que x = p c’est-a-dire que p est un résiduel a gauche

de a. b.
Je dis que ce dernier est propre. C'est que 'inégalité

(a. by pza. b
est toujours stricte, c'est-a-dire, qu’on a
(a. " b). p>a.b
Car, sil'on avait {a . b) . p = a .” b, on en déduirait par les propriétés élémentaires
des résiduels et d'apres 6.3, (1)
a.b=@. by pza.p (vuquea. b =al)
bsa. (@ bysa.(@a - p)=p
ce qui, par rapport a p % b, est une contradiction.
6.9. Lemme. Sous les suppositions de 6.6, chaque élément ae ®, a < I, n’a qu'un
nombre fini de résiduels a gauche, propres, premiers.

Démonstration. Désignons par [a ".] 'ensemble de tous les résiduels a gauche,
propres, premiers de a; d’aprés la condition (RPP) a gauche, cet ensemble n’est
pas vide et, d'aprés le lemme 6.3, (2), il a au moins un élément maximal p, € [a ".](°).
Posons

ag=a. p; (46)
donc, d’apres 6.3, (1), on aura
a<a. (47)

Cela posé, si [a"] — {p,;} = 0, le lemme est démontré, sinon, on a, puisque p,
est maximal dans [a "], p & p,, pour chaque pe[a] — {p,} ce qui, compte tenu

(9) Lequel ne saurait étre nécessairement un résiduel (2 gauche, propre) maximal, en tant que
résiduel & gauche propre, encore que l'ensemble de cas derniers, n'étant pas vide, ait, lui-aussi
toujours d’aprés 6.3. (2), d’éléments maximaux.
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de lemme 6.8, entraine

[a"] = {ps} S [a; "] (48)

Si donc p, est maximal dans [a".] — {p;} (6.3, (2)), on aura, d'aprés le lemme
6.3, (1)
a, <a1..p2 (49)

puis, compte tenu de 6.5 et de (46), on aura encore

ay. p,=(@. p)). ' pp Sa. pip;.
En posant alors
d; =a. pip; (46")
il viendra, d’aprés (49)
a, < a,. 47)

Si donc [a "] — p1p, = 0, la démonstration s’achéve, sinon, on a p % p,p, pour
chaque pefa“] — {p;,p,}. Car, si 'on avait p = p;p, pour quelque pefa’] —
— {p1,p,}, ilenrésulterait p = p,, oup = p,, ce qui ne peut étre, car p, est maximal
dans [a'], et p % p,, alors que p, est maximal dans [a¢'.] — {p;! 2 [@"] — {p;,
P2} et p % p,. On en déduit, d’aprés 6.8,

[a"]—={p1.p2} S la, "] (48")
Je considére alors p; maximal dans [a "] — {py, p,} et je tire du lemme 6.3. (1),
a, < a,. ps3 (49")

puis, compte tenu de 6.5 et de (46'),

a . py =(a. pipy) . ps = a. (p1p2) ps-
Je pose donc

ay = a. (pip2) Ps (46")
et jobtiens, d’aprés (49),
a < as. (47”)

Et ainsi de suite. Cette construction peut se faire tant que l'ensemble [a "] —
— {p1.P3s ..., P}, 1 nombre naturel arbitraire, n’est pas vide, et est tel que p;,
i=1,2,3,...,n soit maximal dans [a".] — {p1, P2, ..., Pi=1}, attendu que p; soit
maximal dans dans [a ".] (cf. ci-dessus). Et I’on obtient de la sorte une chaine (véri-
tablement) ascendante de résiduels a droite (propres) de a

@<)ay<a,<ay<..<a;<...

a;=a. (..((p1p2) P3) Pa --.) Pis i=1,2,....n

laquelle aurait certainement une infinité de termes distincts deux a deux, si I’ensemble
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[a]-{p1,p2, ..., p,; Wétait jamais vide, ce qui d’aprés 6.3, (2) conduirait a une
contradiction. Ceci achéve la démonstration.

6.10. Théoreme. Sous les suppositions de 6.6, chaque élément ae ®, a < I admet
un nombre fini de résiduels a gauche, propres, premiers p,e®, i=1,2,...,n
(n nombre naturel = 1), tels que

az [---((Ple)]’s)]"t B

Izl)izaa i:1,2,...,l’l.

Démonstration. Conséquence immédiate du lemme 6.9.
Je mentionne enfin, sans démonstration, la proposition suivante dont je n’aurai
pas a faire usage dans la suite:

6.11. Lemme. Sous les suppositions de 6.6, pour que I'on ait a . b = a (c’est-a-dire,
pour que b soit relativement premier a gauche avec a; a,be ®), il faut et il suffit
qu’on ait p 2 b pour chaque résiduel a droite propre maximal p de a.

6.12. La théorie précedentc s’applique dans les trois cas suivants, dont le dernier
est particulierement important pour les développements de la partie VII de cette série.

Premicr cas. L'ensemble & est un domaine divisionnaire entier, associatif et
satistaisant a la condition (affaiblic) des chaines descendantes.

C’est de cas de la théorie de M. Lesicur [5], sauf que, chez M. Lesieur, & est,
de plus, supposé réticulé, ce qui n’est d’aucune utilité dans cette théorie. CF. aussi [0],
page 90, Remarque. .

Deuxiéme cas. L'ensemble ® est un domaine divisionnaire entier, associatif
4 droite (6.2, axiome G4), satisfaisant a la condition affaiblic des chaines descen-
dantes et a I'axiome suivant:

(LI) (Loi d'itération des résiduels a gauche). Pour tous les a, x, y, z€ & tels que
az= (\y)zetaZ vz il existeun t€® tel que a 2t et a = xt.

Il s’ensuit aisément, que (LI)* pour tous les a, b, c € ® tels que a X cb, il existe
un de® el que a} det (a'.b)'.c= a’.d ce quisuffit pour la vérification de la
condition (RPP) & gauche (6.4): appliquer simplement la technique dec 6.5, en
changeant " contre °. ¢t en y faisant usage de (LI)*.

Pour décrire le troisicme cas, ot la théorie précédente s'applique, il faut avoir
recours a la notion d’¢élément essentiel.

6.13. Définition. Soir & un domaine divisionnaire, qui soit en méme temps un
v -demimultitreillis ([17]. 1.1, axiome ). Je dirai qu'un élément a € 6 est essenticl
a gauche, lorsque pour tous les x,y,z€® tels que (xa v z) n(yva v z) + 0, on
aaussi(x v (. a)n(yVv(.a)=*0.

Parcillement pour ..essentiel a droite®. Cf. [5], §IX.

6.13.1. Définition. Soit & un domaine divisionnaire, qui soit en méme temps un
v =demimultitreillis complet ([22], 1,4, axiome MMCEN). Je dirai que le domaine ® satisfait
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G la condition des élémenis essentiels a gauche (condition (A)pour abréger), lorsque
pour chaque x € ® il existe un ensemble non vide d'cléments essentiels a gauche (6.13),
a,e®.ie S tels que x eV a; (1.4).

ies

Au cas. ou  satisfait & la condition (affaiblie) des chaines descendantes, il est,
par la-méme, un Vv-demimultitreillis complet et la définition 6.13.1 s’y applique
toujours, au sens de 1.5.4, 1.6.

6.12.1. Voici maintenant la description du troisiéme cas annoncé a 6.12.

Troisieme cas. L’ensemble & est un domaine divisionnaire entier, associatif
a droite, satisfaisant a la condition (affaiblie) des chaines descendantes et a la
condition (A) (6.13.1, 1.5.4. 1.6), et tel que /% = 1.

Il s’agit de faire voir que la condition (RPP) est alors vérifiée. Soit, a cet clfet,
ac®, a < 1. Dapres la condition affaiblie des chaines descendantes, il existe
be ® tel que I = b > a. Or, puisque O satisfait a la condition (A). on aura

beV e (50)
ief?
ou ¢; € ®. ief, sont essentiels & gauche, 'ensemble & d'indices dépendant de
Iélément be ©.
Or, je dis quil y a un i. € S tel que

a%xe;, (51)

car, si Pon avait a = ¢; pour chaque i€ .#, on en déduirait, puisque ® est un

v -demimultitreillis complet. Pexistence d’un de % te que ¢ = de Y ¢,. ce qui par

ie s

rapport a (50) est une contradiction (cf. [22], 1.4 axiome ME1).
Jécris e;, = e pour abréger. ct je considere le résiduel a gauche p = a . ¢ (propre,
d’apres (51)). Or, je dis, que sip + /, on a

I>p (52)

(si Pon avait p = I. p serait déja premier et il n’y aurait plus rien a démontrer).
En effet, d’aprés la condition affaiblie des chaines descendantes. il existe un
x e ® tel que

~
v

xX>p (32%)
ct tout revient & montrer quon a
x= 1l (327)

Or, d'aprés (50). on a b = e (= ¢;,), donc b = xb = xe Clest-a-dire b = xe et,
comme on a aussi b > ¢ et que ® est un v-demimultitreillis (mé&me complet), on
en déduit I'existence d’un ¢ € & tel que b = dea v xe, ce qui entraine b = d = a.
Donc, puisque b > a, on a ou bien d = b, ou bien d = a. Si Uon avait d = a, on
en déduirait @ = xe donc « . e = x, ce qui est contrairc & (52 (car a . e = ph).
Alinsi, cn a d = b et, partant,

hea v xe. {

4
59
~—
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D'autre part. on a ¢évide:nment b 2 ¢ = le = xe, d’ou il suit. d’aprés 1.5.2
et (53), qu'on a également
hea v le. (53)
Les (53), (53') entrainent
(a v xe)mn(avVv le)yx0
ce qui entraine, puisque e est essentiel a gauche (6.13)

((@a.ey v)n(la.eyvI)+0

cela veut dire, d’apres (52')
o (1 0

et ainsi, x = /, c'est-a-dire la (52").

Donc p = a . ¢ est bien maximal et, puisque /*> = /, il est aussi premier (4.6. (1)),
ce qui achéve la démonstration.

Je fais remarquer expressément que cette démonstration (pas plus. d’ailleurs,
que celle du théoréme 6.14) n’cxige aucune loi d’associativité de fa multiplication.

La proposition suivante, se rattachant de prés a ce qui précéde, joue un grand
role dans la suite de mes recherches: c'est pourquoi je vais la démontrer ici cn
quelque détail.

6.14. Théoreme. Soir &5 un domaine divisionnaire entier, satisfaisant a la condition
affuiblie des chaines descendantes et a la condition (A) des éléments essentiels a gauche.
Tout élément premicr (%= 1) de © est alors maximal. (Cf. [5], lemme 10.1).

Démonstration. Soit p e ( premier et =% /, donc / > p. D’aprés la condition
affaiblie des chaines descendantes il y aura un x e ® tel que

[ =x>p (54)

et tout revient & montrer qu'on a
X o= I (54"

Or, puisque ® satisfait a la condition (A). il y aura un ensemble {@;.ie .7} + U
d’éléments essentiel a gauche de ®, tel que

xeV a (55)
ied
et je dis, quon peut trouver un i, € . tel que
p % oxag,. (56)

Car. si Von avait p = xa; pour chaque i€ S. on en déduirait d’apres (54) et
puisque p est premicr. p = a; pour tous les ie . Il en résulterait. puisque ® cst
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un V-demimultitreillie complet, Pexistence d’un x' e ® tel que p = x' e V «,,
ies
ce qui d’apres (55) et (54), conduirait & une contradiction, savoir:

xeV a;, x'eV a, x> x.
ies ies

Ainsi, on a bien (56). Je pose, pour abréger, a;, = a et je tire des (54) la relation
XEXa Vv p. (57

En effet, & étant un v-demimultitreillis complet, est, par la-méme, un Vv-demi-
multitreillis et les relations x > p, x = xa entrainent alors I’existence d’'un de ®
tel que

x=dexavyp (57

donc aussi tel que x = d = p. Comme x > p, ceci entraine ou bien d = x ou bien
d = p. Cette derniére condition est a rejeter, car elle donnerait p > xa, contrairement
a (56) (a;, = a). Il s’ensuit qu’on a bien la (57).

D’autre part, on a x 2 @ = la 2 xa, donc d’apres (57) et d’apres 1.5.2, on aura
aussi

xela Vvp. (58)
Les (57), (58) entrainent
(xavpa(avp) £0

d’ol I'on déduit, a étant essentiel a gauche
(xvpLa)n(lv(p.a)+0. (59)

Or. p étant premier et tel que p £ a (comme cela résulte de (56)). on a, comme
onsait,p . a = p(=p. a)etla(59) devient alors, compte tenu de (54), {x} n [/} =+
=+ 0 cela veut dire x = 1, ¢’est-a-dire la (54').

Ceci achéve la démonstration.

6.14.1. Corollaire. Sous les suppositions de 6.14, si l'on a, de plus, 1* = 1,
alors ¥ — {1} = 4 (4.4).

Démonstration. Conséquence immédiate de 4.6, (1), et de 6.14.

6.15. Conséquences pour la théorie du radical (§4). Supposons que le domaine
divisionnaire  satisfasse aux conditions requises a 6.6 ¢t a la condition suivantc:
® est un A -demimultitreillis complet.

Les définitiens 4.8 et 4.8.1 ont donc toujours un sens (4.10, remarque 4) ct les
propri¢tés de 4.11 subsistent également ainsi que leurs démonstrations.

Pour s’en convaincre, il suffit de tenir compte des remarques suivantes:

Désignons par w(a), a € ®, 'ensemble de tous les éléments premiers p € ®, divi-
sant a (donc tels que p = a) et minimaux en tant que tels (donc tels que p = p’ = «.
p e ® et premizr, entrainent p’ = p). L’ensemble w(¢) n’est jamais vide (car ®
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satisfait a la condition affaiblie des chaines descendantes) et I'on a
(*) w(a) < 2 0 (I]a), ae® (4.4)

(**) Pour chaque p € 2 N (I/a) il existe p e w(a) tel que Pon ait p = p.
(***) On a. pour chaque a e ®
ola) = Aw(a),
ola) = (Aw(a)),.

(¥***) L'ensemble w(a), a € ® coincide avec I'ensemble des résiduels a gauche
propres premicrs minimaux de a.

Les propriétés (*) et (**) sont triviales. La vérification de (***) n’exige, pour
I'essentiel, que la définition des A -demimultitreillis complets ([22], 1.4, axiome YME2).
La vérification de (****) exige 'application, deux fois de suite, du théoréme 6.10.

Je mentionne, enfin, sans démonstration, la proposition suivante, généralisation
particlle du théoréme 2.5 de [5], lequel contient lui-méme le théoreme d’Hopkins.
comme cas particulier:

6.16. Théoreme. Soir & wun domaine divisionnaire associatif, qui soit en niéme
temps un A -demimuldtitreillis complet, satisfaisant a la condition (affaiblie) des chaines
descendantes et avant un premier élément O. Alors, Uensemble de tous les x € rels
que Nt = 0 (k= k(x) nombre naturel = 1) a au moins un élément maximal.

§7. LE THEOREME FONDAMENTAL DE LA DIVISIBILITE

7.1. Théoreme. Dans rout domaine divisionnaire entier (5.1.1) a élément uniié et
satisfaisant a la propriété (@) (3.2), a la condition (A) (6.13.1) et aux conditions des
chalnes ascendantes et descendantes (bornées), chaque élément £ 1 de ® est produit(™®
A"t nombre fini d*éléments premiers £ 1 et deux telles décompositions d’un méme
Slément # I de &, ont mémes facteurs premiers (dont les fréguences et les associations
ne sauraient coincider nécessairement). Si la multiplication est commutative et asso-

0 T e ~ .
'Y, la supposition de I'élément unité peut étre omise (5.4.2).

clative(
Démonstration. Résulte de 5.4.2, 6.14, 6.14.1.
7.1.1. Remarque. Je vais montrer dans la partie VIL de cette séric. comment on

peut s"affranchir ici de la supposition des chaines ascendantes.

§8. LE THEOREME LASKER-NOETHER

8.1. Définition. Soir & un groupoide partiellement ordonné (4.1). Je dirai qu'un
élément a € O est principal a droite, lorsque pour tous les x, y € ® tels que v = ax,
il vaunx €® tel gue X' = x et y = ax’. Cf. [4,5.6].

Parcillement pour principal a gauche.

(19) 11 suftit de supposer qu’elle le soit pour les éléments de .2 (4.4).



8.2. Définition. Soit & un groupoide partiellement ordonné, qui soit en méme
temips un v -demimultitreillis complet. Je dirai alors que & satisfait a la condition des
éléments principaux a droite (ou condition (B), pour abréger), lorsque pour chaque
x €O il existe un ensemble non vide d’éléments principaux a droite a; € ®. i€ 5.
rel que xe Y a;.

ied

8.3. Lemme. Dans tout domaine divisionnaire associatif, les propriétés 8.1 ¢1 8.2
de [5), VIIL. subsistent entierement (ainsi que leurs démonstrations). et il en de méme
de la propriété 9.1, ibidem.

8.4. Définition. Soir & un domaine noethérien satisfaisant a la condition des chaiies
descendentes ¢t soit F < O une partie non vide de ®. Je dirai, quiun lément ¢ € O
est partiellement primaire a dioite par rappori a 7, ou encore, pour abréger, 7 -primdiie
a droite, lorsque pour tous les fe F et x e ® tels quic f\‘ < ¢. v £ qg. il existe un
reolg), tel que f < r.(Parcillement pour ..a gauche**). Pour # = O je dirai simplement
élément primaire a droite, au lien de élément O-primaire a droiie. cic

Ainsi, les éléments primaires a droite sont @ fortiori particllement primaires a droite
et les éléments primaires de la théorie habituelle sont ¢évidemment primaires au
sens ci-dessus. Dautre part, tout élément primitif au sens suivant st toujours
primaire (& droite et a gauche).

Par élément primitif Ju\lmds un élément g e ® tel. que pour tous IL\ a.he®
satisfaisant a ab = ¢, on ait @ £ r, ou b = r pour chaque r e 103

La démonstration s'appuie sur le théoreme 4.11. (6).

8.5. Définition. Soir & un domaine nocthérien arbitraire. Je dirai, comme a 'ordi-
naire, qgu'un élément pe ® est quasiprimaire, lorsqu'on a [ppp...pl = g = p(4).
k facteurs égaux a p e &. p étant preniicer.

Tout élément premicr est donc quasiprimaire et tout élément fortement primaire
& droite est aussi quasiprimaire, pourvu. qu’il soit a radicai restreint (4.10. Re-
marque 1.).

Par élément fortement primaire a droite, j'entends ici un élément pe ® tel, que
pour tous les «.be ® satisfaisants a ah < ¢. b £ ¢. on ait a = i pour quelque
re &((/)4

La démonstration n'offre difficulté.

8.6. Théoreme.('') Soit & un domaine divisonnaire entier (5.11). ussociatif ot
satisfaisant, en outre, aux conditions suivantes:

) & est un multitreillis semimodulaire (2.6):

(1) ®& cérifie la condition des chaines ascendanies.

'y Ajouté fe 22 décembre 1963). Je remercic M. Milan Kolibiar daveir (dans sa lettre du
3 <eptembre dernier, & moi) attiré mon attention sur une certaine lacune dans la démonstration
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Alors, tout élément M-irréductible (3.3.1) est B -primdire a droite et B™ -primaire
a gauche (ici BT, B™ dénotent, respectivement, 'ensemble des éléments principaux
a droite et celui des éléments principaux a gauche, de ).

Démonstration. Je raisonnerai par réduction a ["absurde. Soit donc g€ ®
M-irréductibie et supposons. qu'il ne soit pas B'-primaire a droite. D’aprés la
définition 8.4 il v aura un couple d'éléments fe B™ et x € ® tels que

JASE7A XN fq (60)
ct tels. que. peur chague e o(y) on ait

f£r.  reoq). (61)
Dapres 5.3 on peut. datlleurs. remplacer élément x des (60) par un élément
X e (O vérifiant

= ¢ X > q. (60)

Celu étant. soit o le plus peut nombre entier rarionnel pesitf tel. que

Son existence. on tant que tel. résulte évidemment do (1),
Or. je dis. quon a
RV ) RENY (63)

o

- = ! ’
ISy potr clagae rex A (63")

du théorene 8.8 suivant, ot gut tenait. essenticilement. & une définition fautive des éléments primitifs
(cf. ci-dessus. 8.4). La démonstration du théoréme 8.9 s'en trouvait, dadlicurs, également affectée
sur un certain point.

Or. il s’est avéré. que, sans rien changer dessentiel a la démonstration du théoréme 8.8, ni a celle
du théoreme 8.9, pourrais me passer des éiémenis primitifs a la fuveur des éléments quasiprimaires
(qui sont. cux, toujours primitifs) respectivement particllement primaires, dont les notions se
rapprochent, daitlcurs. beaucoup plus des éléments primaires de la théorie ordinaire, tout en
cntrainant aussi. certaines simplifications de détail dans les démonstrations de 8.8 et 8.9 et la nécessité
de leur refonte partielle en les nouveaux théorémes 8.6. 8.7.

Dans Ia premicre rédaction du présent travail (juin 1961). je travaillais avec une notion de radical
inadéquate ¢t baaucoup plus restreinte que celle de 4.8, particulierement en ce. que je supposais
Munivocite du radical  ce. qui cachait. d une part. te role des ¢iéments a radical (4.10, Remarque 1)
ct. d'autre part, La propricté des éiémenis quasiprimaires d'étre primitifs (c’est immédiat, en partant
de la détinition 4.8 du radical). cependant, aqu'il suffit des suppositions du théoréme 8.6 (ou 8.7,
respectivement), afin que tout élément Aa-irréductible soit déja B -primaire a droite (A ~-primaire
a droite. respectivement)  ou bien quasiprimaire, s'il est a radical (8.8, 8.9).

Clest pourguaoi. jai jugé a propos. d'une part. de disjoindre ics éléments (M-irréductibles)
a radica! (théoremes 8.8, 8.9) de ceux, qui n‘ont pas cette propriété (théorémes 8.6, 8.7) ct, d’autre
BT )
particlicmient primaires c¢te.. afin d'ebtenir. de la sorte. des énoncés micux apparentés & coux

de o thcorie habituclic.

part. de remplicer partout les ¢éléments primetifs par les quasiprimaires et les (B



La (63) est triviale, car ® est entier (c’est-a-dire. qu’il a un dernier élément, 5.1.1).
Quant & la (63), il est évident, d’abord, que X A f*/ + 0, car. puisque ® et
quasientier (4.2.1), on a x A ) #+ ) pour tous les x, y € ®.

Soit donc rex A f*I ce qui entraine 1 < f"]. ou. d'aprés 8.3, f* est, comme
f lui-méme, principal a droite. On en tire, toujours d’aprés 8.3

t= MMy S M

IIA

(car ¢ £ x), donc B
t i fM. (64
D’autre part. on a

MM =M s < g
(d’apres (60)), d'ot I'on tire. compte tenu des (62). (64)
x R A

S = My M2y

A

ce qui acheve la démonstration de (63°).

Or, puisque ¢ cst M-irréductible. Ta propriété (Py) de 2.8 cst trivialement vérifiée.
donc, puisque, d’aprés (i), O est un multitreillis semimodulair, la propriété (P,)
sera également vérifiée. 1l en résulte, d’apres x> g ct dapres (63). (63'), lindgalire
f"1 < q donc, a fortiori, "7 £ ¢, Cest-a-dire, d’aprés .11, (1. f < #" pour un
certain r' € 9(g), ce qui, par rapport a (61). est une contradiction.

Ainsi ¢ est bien B*-primaire a droite ¢t on montre d’une maniere analogue.
qu’il est aussi B™-primaire a gauche, ce qui achéve la démonstration.

8.7. Théoreme. Soir O un domaine divisonnaire entier, associatif, a ¢lément unité

et satisfaisant, en outre, aux suppositions suivanies:
(i) ® est un multitreillis,

(ii) ® vérifie la condition (affaiblie) des chaines descendantes.

(itl) ® wvérifie la loi distributive (*) de 5.5, théoréme 2.

Alors, tout élément M-irréductible est A~ -primaire a droite et A™-primaire a gauche
(ici A", A~ dénotent, respectivement, I'ensemble des éléments essentiels 4 droite
et celui des éléments essentiels a gauche, de ®).

Démonstration. Si le théoreme n’était pas vrai. il y aurait des éléments e A~
et ye O tels, que

ey = g. vEy (63)

et tels, que pour chaque r € 0(¢) on ait

et (66)

m
<
~
<

~—
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Par la méme raison, qu'a 8.6. on peut dans (65) remplacer ¥ par y € ® tel, que
ey < ¢, ¥y > q. (65")
Je considére maintenant la chaine descendante

ezt zed =z (67)

n

clsolt vy € ¢ V e, arbitraire, mais fixe. J'en déduis, compte tenu de (67) et de 1.5.3,

Pexistence d'un x> e ¢ v e tel. que
.\'] ;’ RS (68)

ce qui entraine & son tour. par lka méme raison. lexistence d'un x; e ¢ v €2 tel, que

Vs ; Vi (69)

et ainst de suite On obtient. de fa sorte. la chains descendante
G ENZ . EZ N T (70)
v,eq vt (71)

déléments de 62, laquelle. étant évidemment bornée par ¢. aura seulement un nombre

fint de termes distinets. dlapres (i), Ainsi
. .- . ’
Ny = Np+p = ... (7‘)

a partir d'un certain rang A = .20 ...
Les (71). (717) entrainent alors
(gveérymgve™)=0

ce qui s'écrit encore. puisque O est a élément unité (= 1)

(g v Iy (g Vv ee) =0

d’ou l'on tire, compte tenu de 8.3,

gy v iyn((g.eé) ve)y+d
cela veut dire
le(g.e* ve
équivalent a
(g ve={I}.

Ceci entraine, d'apres 5.5. théoreme 2
gy=1lg. I, =q. (g )yvey2(a.(¢.¢) Ag. e

cela veut dire exactement
9, =(q. (g . A (g e (72)
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La (72) entraine, en vertu de la M-irréductibilité de ¢ et compte tenu de ce. que.
dapres les (65), on a g < g. e, —8galité ¢ = g. (¢ . ), donc, enfin, ¢* < ¢
et ainsi ¢ < r’ pour un certain 1’ € ¢(q), ce qui, par rapport a (66), est une contra-
diction.

Ainsi, ¢ est bien A -primaire a droite ¢t I'on montre exactement de la méme
maniére, qu’'il est aussi A" -primaire a gauche. Ceci acheve le démonstration.

8.8. Théoréme. Soit & un domaine divisionnaire, satisfaisant aux suppositions de 8.6
el aux deux suppositions supplémentaires, que voici:

(ii1) & est un multitreillis complet,

(iv) ® vérifie la condition (B) des élémenis principaux a droite (8.2).

Alors, tout élément M-irréductible et a radical (4.10, Remarque 1) de O est quasi-
primaire.

Démonstration. Posons g(g) = {r}, cc qui entraine olg) =

A montrer, que r est premier. Supposons. que le contraire soit vrai, donc, qu’il existe
des éléments a, b e ® tels que

1) et tout revient

ab = r, a £ r, b £

Yen déduis, d’aprés le théoreme 4.11, (6), lexistence d’éléments a,be® tels que

ab < ¢, a>r, b > q. (73)

N

Or, puisque, d’aprés (iv), ® satisfait a la condition (B), il v aura une famille
non vide d’éléments principaux a droite, soit X = B7, telle que

aeVXx (74)
et je dis, qu’il y a nécessairement un f e X tel, que
fEr (75)

Sans quoi, on aurait x < r pour chaque x e X, ce qui entrainerait, puisquc
d’apres (iii) ® est un multitreillis complet, la relation d < r pour un certain de v X.
Or, d’aprés (74) et d’aprés la deuxieme (73), cela donnerait une contradiction, savoir
aeVX,deV Xeta>d Ainsi, on a bien la (75).

Les relations (73) entrainent alors, compte tenu des (74) V (75) et de I'isotonie
(axiome GI1)

fb<q. f£r. b>gq. (76)

D’apres le théoréme 8.6, la premiére et la troisieme de (76) entrainent maintenant,
vu que g est a radical, f < r ce qui par rapport a la deuxiéme des (76) est une contra-
diction et le théoréme est démontré.

8.9. Théoreme. Soit ® un domaine divisionnaire entier, associatif, a élément unité
et satisfaisant aux suppositions (ii). (i) de 8.7, ainsi qu’aux suppositions suivantes:
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(1Y) & est un multitreillis complet,
(iv) ® vérifie la condition (A) des élémentes essentiels a gauche (6.13.1).
Alors, tout élément M-irréductible et a radical de & est quasiprimaire.

Démonstration. S’il ne 1’était pas, on pourrait, exactement comme a 8.5,
déterminer, d’aprés (iv) et (i') ci-dessus, deux éléments e, b € 5 tels, que
eb < q, efr, b > q
¢ ¢lant essenticl a gauche et r le radical de ¢. On en déduit, d'apres 8.7, I'inégalité
¢ = r, ce qui donne une contradiction par rapport a e £ r et le radical » est ainsi
élément premier, donc ¢ est quasiprimaire, c. q. f. d.

8.10. Théoreme Lasker-Noether. Sous les suppositions du théorenie 8.8 ou bien,
sous les suppositions du théoréme 8.9, chaque élément £1 de O est représentable
comme M-intersection (3.1) d’un nombre fini d"éléments quasiprimaires ou B* -primaires
a droite (B™-primaires a gauche) ou encore A -primaires a droite (A" -primdires
a gauche).

Démonstration. Conséquences immédiate des théoremes 3.4, 8.6, 8.7, 8.8, 8.9,
sauf que, au cas, ou O satisfait a la condition affaiblie des chaines descendantes.
il faut avoir recours aux éléments primaux de ®, au sens de la définition suivante:

8.11. Définition. Sous les suppositions du théoréme 8.9 un éiément ae ®, a < 1.
sera dit résiduairement M-réductible a droite, lorsqu’il existe un ensemble fini non
vide F de résiduels a droite propres de a. tel que x > a pour chaque x e F et tel
que a = M, F.

Lorsqu'un tel ensemble F n’existe pas, I'élément a€ & sera dit primal a droite.
Cf. [3].

8.11.1. Or, il est aisé de voir, en s’appuyant sur les lemmes 3.2 et 6.3, (2), que
chaque élément ae ®, a < I, est représentable comme M-intersection d’un nombre
Sini déléments primaux a droite. Cf. [5], théoréme 3,1.

D’autre part, I'égalité (76) montre que sous les suppositions de 8.9, tout élément
primal a droite de & est quasiprimaire ou A™-primaire d droite etc.

§9. LEQUATRIEME THEOREME DE DECOMPOSITION DPEMMY NOETHER

9.1, Définition. Par domaine noethérien pseudoentier ou fractionnaire, j’entends tout
groupoide partiellement ordonné (4.1) G tel que des deux axiomes suivantes soient
en puissance:

G2*. Il existe un élément | € ® tel que la < a 2 al pour tout a e .

G3. Pour tous les éléments ,entiers* ae ® (donc tels que a < 1) vaut I’axiome G3
(propriété de divisibilité Noether-Krull, 4.2). En d’autres termes, il est requis que
Iensemble & des ae ® tels que a < 1, considéré en lui-méme, vérifie I’axiome G3.
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9.1.1. Un domaine noethérien fractionnaire est donc caractérisé par les axiomes
G1, G2* et G3.

Remarquons que si & = ®, cela veut dire, si 'on a / = a pour chaque a € M.
on en obtient un domaine noethérien entier (4.2.1).

9.1.2. Tout groupe particllement ordonné . dont la partie entieérc (donc I'ecnsemble
des a € O tels que a = 1) vérifie 'axiome G3 est un domaine noethérien fraction-
naire. Un tel groupe vérifie alors I'axiome plus fort G3' (4.5) donc aussi. la pro-
priété d’interpolation de F. Riesz, et réciproquement.

9.2. Définition. Je dirai que deux éléments a, b e &, & dtant un domaine noethérien
fractionnaire, sont hausdorffiennement premiers entre eux ou encore dtrangers, et
Jécrirai 1 ea v b, lorsque a < 1, b < [ et que pour tout x € ® tel que a = x, b < X,
x </, onait x = 1.('%)

Deux éléments étrangers sont donc toujours entiers (9.1, axiome (;j). donc
appartiennent a ¢ < . D’ailleurs, remarquons-le expressément. 'emploi de la
notation ¢ Vv b ne signific nullement que ¢ ou ® soient des v -demimultitreillis. mais
a v b dénote I'ensemble de tous les éléments de & (et non sculement de &). qui
sont des majorants communs minimaux de a et b. Cf. 1.3, 1.4 ¢t mon rapport [28].
3.2, exemple 2, cf. aussi [27].

9.3. Définition. L'ensenible & étant toujours un domaine nocthéricn fractionnaire
et pe W, je dirai que p est directement premicr, lorsque p < [ et lorsque pour tous les
a.be® tels que lea v b et tels que p =z ab, on ap =z a oup = b,

9.3.1. Exemples. 1. Tout élément premier p e ¢ < O y est aussi (trivialement)
directement premier.

2. Tout élément primitif (8.4) est directement premier.

9.4. Dorénavant, nous allons supposer que O est, sauf avis contraire, un domaine
noethérien fractionnaire tel que al/ = a = la pour tout ae . Mais la suppo-
sition, moins exigeante, al = a = [a pour tout ae & (donc = 1) suffit dans ce qui
suit, et méme, quelque fois, la supposition /% = /.

Lorsque /la = a = al, ae ®, je dirai que ® est a élément unité universel; lorsque
la = a = al, aeé, je dirai que ® est a élément unité entier.

9.5. Théoreme. Soit & un domaine noethérien fractionnaire a élément unité entier
{ou universel). Alors:

(1) Pour tous les a, b,ce & < © tels que ¢ 2 abet 1 € ¢ v a, onua ¢ = b (Lemme
d’Euclide) (Si, par contre, 1 € ¢ v b, alors ¢ 2 a).

(2) Pour tous les a, b, b’ €8 tels que dea v b, lea v b',ona dea v bb'.

(2') Pour tous les a,b,b’ €& tels que 1ea v b, lea v b, onalea v hh.

('?) Cette notion généralise la notion d’éléments (dédékindiennement) prentiers entre eux done
tels que 1 == sup (a, b), cela veut dire, pour tout xe ® telque x = a, x = bonax = 1; doncaet b
sont des entiers ,.reilerfremd . Remarquons toutefois, que si & =&, les deux notions coincident.
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Démonstration. A4d (1). D'aprés l'axiome G3 (9.1) il existe des éléments
a*. h* e (donec a* = /. b* < /) tels que

a* = a, a* = ¢ 7N
h* =z b, b* = ¢ (77")
¢ =z a*b*. (77"

Les (77) entrainent, compte tenu de [ € ¢ v a, Végalité a®* = [ donc, d’apies (777),
¢ o Ib* = b¥ ce qui. dtapres (77'), entraine ¢ = b.
Ad (2). Comme d = [, il s’agit de faire voir que pour tout x € & tel que

d=x=a, (7%)
d = x = bhb, (78")

on 2
N o= (787)

Or. dapres lea v b, I =zZx2act d'aprés 1.5.2, on a /fex v b cc qui,
dapres (787) et dlapres le lemme d’Euclide (1)). entraine x = h. Or, ceci ct les
(78). ensemble avee dea v b, entrainent v = (/. c’est-a-dire la (78").

Ad (2'). Résulte trivialement de (2). (Toutefois la supposition 17 = [ suffit pour
vérifier (27)).

9.5.1. Corollaire. Sous les suppositions de 9.5, on «

(1) Les relations lea v x, x € F, F étant un ensemble fini non vide d’éléments
de & entrainent la relation
leav[]]x]
NE.F
quelle que soit association des facteurs x € 7 dans Tlx,

(2) Les relations lex v X', X' e F', xeF, F.F' étant deux ensembles finis non

vides d’éléments de &, entrainent la relation

rel 1AV ]x]

XeF F'

quelles que soient les associations des facteurs x € & dans Ix et x' € F' dans Tx'.
(2') Réciproquement, les relations a. be ®, lea v b et

=[II~x], v+7Fce,

xXeF

entrainent les relations 1ex v x', xe &, x' € J

Démonstration. Ad (1), (2). Induction.
Ad (2). Appliquer 1.5.2, deux fois de suite.
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9.6. Théereme. Soit & un domaine moethérien fractionnaire, a élément unité entier
(ou universel) et satisfaisant en outre aux suppositions suivantes:

(1) L’ensemble & des entiers de © est un A -demimultitreillis.

(2) Pour tous les a, b, x € & tels que x = ab, il existe des cléments d'.d’.me &
tels que d' 2 a, d' 2 b, d” Z a,d" 2 b, mea A b et tels que x = md’ et x = d"m.

Alors:

(1") Pour tous les a,be & tels que a = b, on a ab = ba.

(2") Pour tous les a.be & tels que lea v byona abea A bhet buea A D

(3') Pour tous les a, b, xe & tels que x = ab, [ €a v b, il existe des éléments
a*, b* e & tels que x = a*b* et 1 €a* v b*.

Démonstration. Ad (1’). Il suffit de remarquer que, puisque a = h. on a
a A b = {b}. L’application de la supposition (2) donne alors, pour x = abh. ba < ab
et pour x = ba, elle donne ab =< ba, etc.

Ad (2'). En faisant toujours usage de la supposition (2) de I’énoncé, on trouve
des ¢éléments d', m e &, tels que

d =z a, d =z b, mea A b.
md' < ab
(attendu qu’on ait pris x = ab). Il en résulte d’apres /ea v b. que d’ = [. d’ou
m = ab. (79)
Or, ab £ b, ab £ a. donc, & étant un A -demimultitreillis. il existe m" € & tel que

ab<meanb (79
et ainsi
m<ab < m

donc d’aprés 1.5.1 (forme duale) m = ab = m’' € a A b. De méme pour ba.
Ad (3"). D’apres 'axiome G3 il existe a*, b* € 4, tels que

a* z a, b* z b, (80)
at = v, b* =, (80"
X = a*b*. (80")

Comme [/ €a Vv b, on aura encore, par les (80) et d’apres 1.5.2

lea* v b* 81)
d’ou, d’apres (2) ci-dessus,
a*b* e a* A b*. ( 82)
Or, les (80) entrainent, d’aprés la suppositio n (1) de "énoncé, l'existence d’un
me & tel que
x<mea* A b* (82")
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ce qui. compte de (807), (82) et de 1.5.1 (forme duale). entraine
N o= a*b¥*. (817

Les (81), (817) achévent la démonstration de (3') et du théoréme.

9.6.1. Corollaire. Sous les suppositions de 9.6, si p € & est directement premier (9.3).
les relations a,be ®, [ €a v b et p = ab, entrainent p = a ou p = b, et réciproque-
ment, un tel p €9 est directement premier.

9.7. Théoreme. Soit & un domaine noethérien fractionnaire, a élément unité entier
(ou universel) et satisfaisant a la supposition (2) de 9.6 et a la condition des chaines
ascendantes pour les chaines d’éléments entiers (donc = 1). Alors chaque élément
ae®, a < I, admet une décomposition en produit d’un nombre fini d’éléments direct-
ement premiers et éirangers deux a deux (chaque facteur une seule fois). Et deux
telles décompositions d'un méme ae€ ®, a < 1 ont mémes facteurs c’est-a-dire que
les deux décompositions coincident (al’ordre et aux associations de leurs facteurs, prés).

Démonstration. Existence de la décomposition requise. Résulte par une
induction relative aux diviseurs, compte tenu de 9.5.1, (2) et 9.6.1.

Unicité de la décomposition requise. Résulte de la définition 9.3 des éléments
directement premiers, compte tenu de ce que dans chaque décomposition les facteurs
sont deux a deux étrangers, donc, en particulier, deux a deux distinct, a quoi, il
suffit d’appliquer ensuite 9.5.1, (2).

9.8. Théoreme. Dans tout domaine divisionnaire entier, a élément unité, et satisfaisant
a la commutativité faible de 9.6, (1') et @ la condition des chaines ascendantes, les
conclusions de 9.7 subsistent entiérement (sauf que les couples d’éléments étrangers
sont remplacés ici par les couples d’éléments premiers entre eux (12)).

Démonstration. Il suffit de faire voir que la supposition (2) de 9.6 est ici
vérifiée.

Or, on a, pour chaque me & tel que m < a, m < b et chaque xe & tel que
X = ab(a.bed)

X 2 ab =z am = ma, X = ab =z mb = bm
donc
< Xx.m, as x. m,
S x.Om, =x.m

d’ou, en posant x . m = d' et x'.m = d", on obtient md’ £ x et d"m = x, commse
cela doit étre.
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§10. LE THEOREME DEXISTENCE DES SERIES PRINCIPALES

10.1. Théoreme. Soir & un domaine divisionnaire, a élément unité (donc entier,
S5.0.0) et satisfaisant a la loi distributive (*) (5.5. théoréme 2). a la condition affaiblie
des chaines descendantes, aux conditions (A) et (B), et qui soit en méme remps un
muldtitreillis modulaire ([17], §4), oi pour tous les a.be ® e¢i chaqic dea v b,
on ait a'.d=a’.b. Alors, pour qu'il existe une série principale entre u.v< .
w > v, il faut et il suffit:

(1) Que pour tous les a, b e ® tels que a = b, on ait 1 > b . a.

(2) Que pour chaque ae ®, il y ait un b e ® tel que a > b et un clément principal
a droite fe O tel que aeb v f.
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3BAMETKHM K TEOPUU MVYJIBTHUPEIHETOK Vi

(BKJIA/L B TEOPHMIO YITOPANOYEHHbBLIX AJITEBPAUYUECKUX CTPYKTYP)
Muxawt Besano
Pe3tome

B padore MecaeiyroTes 4acTHMHO YIOPSAOYEHHBbIC TPYHIIOMAbI ¢ LEAbl0 0000LUEHUs TCOPEM
O ACTMMOCTH W MACAaX B KOJbUAX. ACCOLIMATUBHOCTD YMHOXCHUS HE MPEA0araeTCst; YaCTHYHOR
VIIOPSAIOYEHHE HE 0DsI3aTeNbHO onpedessieT pewetrky. C ITOH TOYKM 3PCHUSL HCCACIYCTCH HAmp.:
Teopema Kypowa—Ope o paznoxenun (3.4), teopema Jlackepa—HéTep (8.10), Teopema 0 paszio-
JKCHUM DJICMEHTOB B IPOU3BCACHUE NPOCThIX 21cMenToB (7.1), Teopema O CyIIECTBOBAHHUA TJIABRBIX
PsiaoB Mexkay ABymst wieMenTamu. C 3TOH Ueibk) BBOJATCA W M3YYAKOTCA MMOHATUS IIPOCTOrO
LICMCHTA, PAMMKALL. TPABOTO H JIEBOTO YACTHBLIX W Ap.
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