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MATEMAOCRKO-FYZIRALNY CASOPIS >AV, 15 ¢ 1933

UBER DEN MITTELWERTSATZ
FUR ADDITIVE ZELLENFUNKTIONEN

LADISLAV MISIiK. Bratislava

In dieser Arbeit wird dic Eigenschali von Darboux und der Mittelwertsatz fir
dic Ableitung der additiven Zellenfunktionen behandelt. Am Schiuf wird aul den
Zusammenhang zwischen den Mittelwertsdtzen fiir additive Intervallfunktionen und
unseren Ergebnissen hingewiesen.

(X. .o, m) sei cin MaPraum, d. h. X ist ecine Menge, .o ist eiiic g-Algebra der Teil-
mengen der Menge X, wobei X zu &/ gehort und m ist eine nichtnegative, g-additive
Funktion die auf .7 definiert ist. Die Funktion s ist in der leeren Menge Null. In
der ganzen Arbeit sei / die Menge aller natiirlichen Zahlen. & sci cin soiches Teil-
system des Systems o7, daf 0 < m(A4) < oo fiir jedes 4 €. gilt. Jedes Element
von § wird eine Zelle genannt.

Es sei Be /. Ein System 7, wird eine Teilung [1] det Menge B duich &, < .
wenn .o/ hdchstens abzihlbar ist und B = U{A4 : A € o7, }(") ist. Weiter muB noch
geiten: A e &y fiir jedes Aesly; m(A, N A,) =0 fir A £ A4,, A, A, e/,
und C A % ¢ (?) fiir jedes C € & nur fiir endlich viele 4 aus /. Aus der letzten
Bedingung geht hervor, dap jede Teilung einer Zelle durch &, ein endliches System ist.

Jetzt wollen wir einige Axiome ecinfiihren, die im folgenden beniitzt werden.
Diese Axiome sind fiir mehrere Systeme von Intervallen erfiillt. Einige von ihnen
stehen im Zusammenhang mit den Axiomen aus [1].

Axiom I. Aufdem System &% wird eine positive nichtfallende Funktion o definiert,
d. h. o(A4) > Ofiir jedes 4 € ¥ und 6(A4) < I(B)fiir A = B, A, Be &. Die Funktion 0
nennt ‘man eine Norm.

Axiom 11. Das Axiom II ist fiir das System & erfiillt, wenn folgendes gilt: Jedem
A e . wird eine nichtlecre Menge N(A) vom Maf Null zugeordnet.

In allen weiteren Axiomen ist &, < .&.

Axiom IIIL. Es sei 4 € .o/. Es sei das Axiom [ und U fiir % erfillt. Das Axiom LT
ist fiir dic Menge A4 bei dem System &, erfiillt, wenn fiir jedes B = 4. Be ¥, jedes
ve B — N(B) und jedes ¢ > 0 ein Ce.¥,, existiert, fir das ve C - NO= C <
< B — N(B) und o(C) < ¢ ist.

(1) Die Bezeichnung {A : V(A)!, bzw. 1A, 1 V(A)} bedeutet das System, fiir welches 1(A4), bow.
V(2) gilt. Die Bezeichnung , bzw. N bedeutet dic Summe, bzw. den Durchschnitt der Mengen.

(2) 0 bedeutet dic lecre Menge.
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Axiom IV. Essei 4 € .o/, Das Axiom IV ist fiir die Menge 4 bei ¥ erfiillt, wenn
folgendes gilt: Essei {4, : 2€ A} ein monotones System von Zellen aus &, d. h. fiir
jedes 2 F 1. A, teAgilt Ay = A, oder A, = A;, wobei A, = A fiir jedes 2 e A ist.
Dann ist der Durchschnitt n {4, : 2 e A} nicht leer.

Axiem V. Es sei A€ ., und es sei das Axiom I und das Axiom 11 fiir & erfullt.
Das Axiom V ist fiir die Zelle 4 bei &, erfiillt, wenn tolgendes gilt: Ferner sci B < A4.
Be Y. Weiter sci B — N(B) = By U B, cine Zerlegung der Menge 8 — N(B) in
swel nichtleere disjunkte Teile By und B,. so daf fiir jedes Ce &, fir das C —
~ N(C) <= B,. bzw. C — N{(C; = B, ist. Cn (B — N(B)) = B,, bzw. Cn (B —
— N(B)) c B, gilt. Dann existieren zwei solche Punkte x und y, dap xe By, ve B,
ist und fiir jede Zelle D, fir die xe D — N(D). bzw.ye D — N(D) ist. (D — N(D)) »
N B, # 0, bzw. (D — N(D)) 0 By = 0 gil.

Axiom VI. Es sei 4 €% und es seien dic Axiome T und I fir & erfillt. Das
Axiom VI ist fur diec Menge 4 bei ¥, erfiillt, wenn folgendes gili: Es existiert eine
Tetlung der Menge 4 durch &, wobei mindestens eine Zelle der Teilungin 4 — N(A)
enthalten ist. Fiir jedes B ¢ 4. Be &, und jedes ¢ > 0 existiert einc Teilung B =

s 4By, .... B} der Zelle B durch &,. wobei 8(B;) < ¢ fir i =1, 2, ..., k und
mindcstens eine Zelle der Teilung B eine Teilmange von B — N(B) ist.

Axiom VI'. Es sei 4 e & und es seien die Axiome 1 und 1T fiir & erfiillt. Das
Axiom VI ist [iir die Menge 4 bei &, erfiillt, wenn fiir sie das Axiom VI erfiillt ist.
und wenn {ir jedes Systeni {A4,. ..., A;} von Zellen aus .%, mit A; = A4 fiir jedes
i=1.2.... k. cinc solche Teilung .4 existiert, daf fir jedes i = 1,2..... k das
System [B: Be 4, m(Bn A;) > 0} einc Tcilung der Zelle A; durch %, ist.

Es sei AeY und 9, < & Ferner sei y, (A) das Supremum aller Zahlen 3
fiir welche cine solche Teilung (A4, ..., A,) der Zelle A4 durch & existicrt, daf
m(U A A o N(AY = 01 = 9m(A) ist. Die Zahl y, (A) ist sicher positiv, wenn
fiir die Zelle 4 das Axiom VI bei &, gilt. In diesem Fall existiert dann zu jedem
¢ > 0 und jedem y" <<y, (A4) eine solchic Teilung {4, . .... 4} der Zelle A4 durch .
dap o(4) < e fir i = L2 .. kund m(o {4, 4; " N(A) = 0}) > y'm(A) ist.

Axiom VIL Es sei 4 e .o/ und seien dic Axiome I und 1 fiir & crfillt. Das Axiom
VI ist tir die Menge A bet &, erfiillt, wenn folgendes gili: Es sei {4} cinc nicht-
steigende Folge von Zelien, wobei A; < A fir je [/ und limi o(A4;) = 0 gilt. Dann

i+
istentweder yy (A7) = 1 fiir unendlich viele i oder I/ — y, (A)): y4,(A4) <

< 1 (.

Axiom VHI. Es sci 4 €% und es scien dic Axiome I und I fiir & erfillt. Das
Axiom VI1II ist fir die Mcnge A bei & erfiillt. wenn folgendes gilt: Es sei ' < &,

) 11a, : V(m) bedeutet das Produkt von den Zahlen a, mit der Eigenschaft V(n). Ahnlich
o
bedeutet N g, : V} die Summe von den Zahlen a, mit der Eigenschaft ¥(n).
2.4,

261



¢in solches System, daf zu jedem x e A4 - N(A) und {iir beliebiges ¢ > 0 cin solches
Be .9 cxisiiert, daP ve B < 4 — N(A) und 3{(B) < ¢ ist. Dann existiert ¢in hoch-
stens  abzithlbares System /' = & aafy C = UIB:Be ") o 4 — Ni4) und
m((A — N(A) — C) = 051

Wir fihren noch emme Funktion ¢ ein Es sl oA, A5) = mia, A 1) (7 Tl
Ao A e S

Lemma t. Es sei Ac Y. 5 < ' Die Axicme ¥ ound WU scicn jiir dus Svstem
erfiillt. Die Axcicme Wound N scien fiie A bei 97 erfiillt. Denn gil o, (1) = 1ovienn
cdas Axtom NV fiir die Menge A bei 57 erfullln Qe

Bewe o o das Axior P e i Zolle A4 WD 07 oviiill st onstios 2 jouiom
xved - NAY und h(:livbigcn ¢ >0 cine solche Zelic BAvye v, dul ve Biy) <
< A — N(A) und of B ) < ¢oist. Hurvus st ersichilichy dal cin System /7 it
den Bigensehalten aus dem Aciom VI existiont. Dann gibt ¢s abor o

stens abzillbares System S mit der Ergenschaft aus deny Axiom VI

Sivein boch-

£s osei nun oy < f. Dann existiert cin endliches Teilsystem (A, o0 A0 aes
Syaterms 97, dap
miO LA =120 n)) e ym(A — N(A)Y = ym(A) H

ist. Aus dem Axiom V17 geht hervor, daff cine solche Teilung {8, ..... 3, dor Zelle o

durch %, existiert, daf fiir j = 1.2,....n das System {B;:m(B;, ~ i) > 0] cine
Teilung der Zelle A; durch & ist. Aus (1) folgt

m(U (B B: N(A) = 0}) 2 m(u A= 1.2 ..n)) > vm(A). (2)

Jetzt st es Klar, daf o, (A) = |ist

Das Axiom I set fiir das Systery &7 erfiillt. Bs set ve X und &, <@ v . Wi
sei g eme reelle Funktion die auf dem System % definiert ist. Dann werden wir
die Zahl

Dy g(x) = sup {inf {g(AYm(A):xe Ae Sy, o(d) < &) :1e > 0]
als untere Ableitung der Funktion g bei 7 in dem Punkt v, und die Zahl
'l‘jv.,og('.\') = inf {sup {g(A)/m(A): xe A .S, o{A) <& 1e> 0!

als obere Abicitung der Funktion g bei ¥ in dem Punkt x bezeichnen. Wenn
- < D, gx) = ',,«Og(.\‘) < oo gilt, dann sagen wir, dap dic Funktion g im
Punkt x die Ableitung bei &, besitzt. Die Funktion g hat die Ableitung bei v,
aul’ der Menge A, wenn sie die Ableitung bei &, in jedem Punkt der Menge A
besitzt. Die Ableitung der Funktion g bei &7 bezeichnen wir Dy, ¢

Esset 4 < X. Ferner sei g eine reclle Funktion dic auf dem ‘Sy-lun \B: B < A
B e/} definicrt ist. Dic Funktion ¢ wird additiv auf 4 in bezug v’ < & genannt.

*y 4, A A, bedeutet die symetrische Diflerens der Mengen 4, und A, . d. h. dic Menge (1,
AU (A4, A
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wenn i jedes B @ AL Be .o/ und fur jede inrve Teilung 4 durch &, die Gleichung

gB) =) (a(Cr: Ce s (3)

erftlle ist.

Lemma 2. Das Axiom | sei flir das Svsien 0 erfiilli. Es sei S, < . Weiter
sei A e nnd wie Axiome WV und N1 scien (i die Menge A bei &y erfiillt. Ferner
seiog eine auf A additive Funktioin in bezug anf /.0 Ls sei D, g(x) = 0 (D, gly) -
< 0) jiir jedes x e A Dana gilt o( Ay = 0 (g0 4) = 0).

Bewer Wir werden nus Jie Bebauntunge gtAd) =2 O beweisen: die Behaupiune

Alir g(A) = O bewerst man ahmhich.

s sci g(A) < Ound [4,. ... 4, cine bolicuige Padun
Aus (3) Tolgat

der Menge A durch 9.

n

o omiAy g A m{A)

, = | (4)
om( Ay Ay el A)
Es gtit cuch
Y = | {5)
Aus (4) und (5) folgt, daf cin solches 1 enistiert. daf
e(A;
glAd m) > (6)
m(A;)  g(A)
st Aus (6) Tolgt run
g(A4)m(A) < glA)m(A). (7)

Auf Grund dieser Betrachtung folgt aus dem Axiom VI daf man cine Folge
YA von Zellen aus &, konstruieren kann. welche die folgende Eigenschaft hat:

oA) < 1. A, oA, <A und g(A;,)VimlA; ) < g(A4,)/m(A) (8)

fir jedes 7e 1. Aus dem Axiom 1V folgt nun. dap ein solches ve A4 existiert, dafd
xe A el st Aus (8) und aus der Definition D, g folgt

D, e(x) = g(Aym(A) < 0.
Das aber widerspricht den Veraussctzungen des Lenimas.

Ahnlich beweist man folgendes Lemma:

Lemma 3. Das Axiom | sei fiir das Sysiem & erfiilli. Es sei Sy < . Ferner
sci A e S und die Axiome WV und V1 seien fiir die Menge A bei &, erfiillt. Weiter
sei g eine auf A additive Funktion in bezug auf . Es sei D, g(x) > 0 (D, g(x) <
< 0) fiir jedes x € A. Dann gilt g(A) > 0 (¢{A) < 0).

Lemma 4. Die Axiome V und 11 seien fiir das System . erfiillt. Es sei S, < .
Ferner sei A € S und die Axiome WV . V1 und V1 seien fiir die Menge A bei . erfiillt.
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Es sei g eine auf A additive Funktion in bezug auf &. Weiter sei —x < D, g(x)
(Dyng(x) < o0) fiir jedes xe A und D, g(x) =20 (D, g(x) < 0) fiir jedes xe
€ A — N(A). Dann gilt D, g(x) 2 0 (D, g(x) = 0) fiir jedes x € A.

Beweis. Wir werden nur die Behauptung beziiglich Dy g(x) beweisen.

Es sei xo € 4 und D, g(x) < 0. Dann kann eine Folge {4,};.; von Zellen aus ¥,
und zwei Zahlenfolgen {¢;};.; und {y};o; mit den Eigenschaften (9)—(12) kon-
struiert werden:

Es gilt

Ay, < A, < A, oA < /i, 9)

o
(9]

n
0<e =1, HC,-> 1/2 fir no= 1,
i=1

Falls y,(4;) = | ist, dann gilt &; = | und y; = 1/2, wenn y.,(4;) < | ist, dann
gilt
yi=1—( — vy, (A))]e;. (1nh
Weiter gilt
(A ) m(A; ) = (11— y)) (g(A4)/m(A4))) (12)
fiir jedes i e [.
Aus der Voraussetzung D, g(x,) < 0 geht hervor, daf} mindestens ein 4, € ¥,

mit 6(A4,) < I, A, = A und g(A4,) < 0 existiert. Die Zellen 4, ..., 4, aus v,
die Zabhlen ¢, ..., &,_, und yi, ..., y.—; seien schon so konstruiert werden. Daun
mup g(A,) < 0 sein, weil g(A4,) < 0 ist. Falls y, (4,) = | ist, dann sei ¢, = | und

yp = 1/2. Wenn 0 < y,.(4,) < | ist. dann wihlt man &, und y,; so. daf

0<e, < I 12 <[] &. (I =y (A))]e, <1

i=1
und
o= 1— (1 = v (A))e, (13)
ist.
Es ist
T < Vool An): (14)
Aus (14) und aus dem Axiom VI folgt, daP eine solche Teilung {B,. .... B,} der

Zelle A, durch & existiert, daf o(8,) < lj(n + 1) furi= 1,2, .... k und
m(U {B;: B, " N(A,) = 0}) > yum(A,) (15)
gilt. Da die Funktion g additiv auf 4 in bezug auf .7, ist, so gilt dic Gleichung

m(B;)  g(B)) m!_{ii -1 (16)

L ay (B eA)

i=1
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Aus dem Lemma 2 geht hervor, dap g(B;) fiir jedes i aus der Menge {1. 2, ... k}.
fiir welches B; n N(A4,) = 0 gilt, nicht negativ ist. Demnach gilt

Y {—gg—:)) 7%((%)7 '—:%')’- . B~ N(A,) + m} > 1. (17)
Aus (15) folgt

E{m(B): B; n N(A,) # 0} < (I — y,)m(A4,).
Somit gilt auch

T Am(B)/m(A,): B, n N(A4,) + 0} < 1 — y,. (18)
Aus den Ungleichheiten (17) und (18) folgt, dap mindestens ein i, aus der Menge
1.2, ..., k} existiert, daf

(8(B)m(B; )(m(A4,)/g(4,) = 1/(I — y,) (19)
ist. Jetzt setzt man A, = B, < A,. So ist 8(A,+,) < 1/(n + 1), und aus (19) folgt

g(An-rl)/m(An+1) § l/(l - Vl’l)g(An)/'n(An)'

Es ist nun klar, daf man durch vollstindige Induktion die Folge {4;};cy und die
Zahlenfolgen {&;};; und {yi};.; mit den Eigenschaften (9)—(12) konstruieren kann.

Aus (9) und aus dem Axiom 1V folgt. dap ein x € N {A4;: i e[} existiert. Aus (9)
und (12) folgt auf Grund der Definition von Q,,Og(;)

D, g(x) — | < g(A,, )m(A,,,) fic n=N (20)

wobei N cine geeignete Zahl ist. Aus (12) und (20) folgt
Dyog™) — 1 < ([T 1 = 9 gA)/miA)  fir  nz N (1)
i=1
Aus dem Axiom VII erhdlt man auf Grund der Definition der Zahlen ¢, und 7y,

T =) = . (22)

i=1

Man bekommt das durch diese Betrachtung: Wenn fur unendlich viele n gilt y,(A4,) =

= |. dann ist v, = 1/2 fiir unendlich viele #» und in dem Produkt gibt es unendlich
vicle Zahlen dic gleich 2 sind. Wenn y,(4,) = | nur fiir endlich viele 7 ist, dann gilt

L = 90t ygolA)) < 1) = THg, /(1 = 3, (A) 74 (4,) < 1} 2
= (liminf I {e; i = 1,20 .on) IT{/( =y, (A4)) 1 75(A4,) < 1}

n

und
{0 =yt 7ay(4,) < 1] = o,
weil
liminf O {g: i = 1.2, ..., n)

1%

12

nor
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und
ITLH( = 5, (A 7y (A) < 1) =

B

ist.
Aus (21) und (22) folgt, dal D, g(x) = — oo ist. was unmoglich wiire.

Lemma 5. Die Axiome 1 :od 1§ scien fiir das System & erfiilli. Fs sei & < .
Es sei A€ vnd die Axionie WL WYV und VI scien fiir die Zelle A bei £, erfiilli.
Ferner sei das Axiom V1 fiir /L des B = A, Be P, erfiillt. Weiter sei ¢ eine auf A ad.fi-
iive Funkiion in bezig auf

Fo. s oelie —oo < D,Ug(.\‘) < D,,“;:(.\‘l AL s
xe A Es sei D, alvy > G oder D,( gy < 0 Jiir jeaes ved — N Dann gil:
entweder 1, g(x) > Q diberail in A N(A) oder D, g(x) < O iherall in A — N(.1).

Bewois, Wir werden annchnmen.

gidliig. Donp existicren in
A — N(A) mindestens zwei solche Punkte v und p, dap D, g(x) > Quad D, ¢(y) <
< 0 ist. Zuerst wir bewcisen. daf in 4 — N(A) zwel Punkte v, und 1, oxisticren.
ftir welche folgendes gilt:

s Lomma ser us

a) D,,g(x;) >0 und D,,glyy) < 0, (

[R]
)

b) fiir jedes Be.Y', mit der Eigenschafi xp e B - NIB)Y. bzw. v e B8 — N(B)
existiert ein =i € B — N(B), baw. z{ € B — N(B). 50 d¢ap

D, g(z1) < 0. bzw. D, gz} >0 (24
gilt.
Es sei Ay, bzw. 4, dic Menge ailer Punite v aus 4 — N(A) fur welche {),‘ g(y) =
> 0, brw. /“5,’(\) 0 ist. Dann stellt 4 — N{4) = A4, U A, cine Zorleguny
Menge A — N(A) in zwet nichtleere disjunkte Teile dar. Esset Be ¥ (. 8 - V(B) <

< A, bzw. B — N(B) = A,. Alsdann folgt aus dein Lemma 40 defp 80 (1~
— N(A) = A;, bzw. BEn{A — N(A4) © A4, 1st. Aus dem Axiora V ist nan die
Existenz zwei solchor Ponkte vy und », evident.

Jetzr kann man durehi velistiindige Induktion vier Punktifolgen jx,!. . vl

(zi e und {27} o; und zwei Folgen {4} und [ B;],, von Zellen aus &, derart kon-

struieren, dap fir jedes e [ gilt:
()(A,) < ]//(2[' - l), ()(B,) < l,/'{(Zi)- Bia] < AH[ - :\'( ’[. 1) o
c Ay B — NB)y < B, A — NA).

(]
N

Nie A — N(A)). e B — NB). g(A;) > 0. aB) <
D, g(x) > 0. D_,,“‘z,'(_r,-) < 0. (20)
e d, — N(A), e B — NB). D,gzh<0. D, ) >0 (27)

Es seien schon die Punkte x;.....X, Viv.ooodyaZ1a oo 2pound 7. o2 und
die Zellen A, ..., A, und B,. ..., B, aus ., so konstruiert. daP fiir sie (25). (20)

und (27) gilt. Die Tatsache daf} fiir B, alle Axiome erfillt sind welche fiir 4 crfillt
sind und daP p,e B, — N(B). D, g(1,) <0, z,€ B, — N(B,). D, g(z;) >0 ist.
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ermdglicht uns fiir B, dhnlich wic fiir A cinen Punkt x4 € B, — N(B,) mit folgender
Ligensehait auszusuchen: D, ¢(x,, ;) > 0 und fiir jedes Be S, v, € B — N(B)
existicet cin Punkt ze B - N(B). dap D, e(z) <0 ist. Auf Grund der Annahme

iber v, und des Axicms HI existiert zu 1/(2n + 1) eine Zelle A, €9, und
cin soleher Punkt :,/, ce Ay — N, DL deB X,y € A — NAL DL (A, <
V2o 4 1Ay < By — N(B. (A, ) > 0und D, gz, ) < 0 ist. Jetzt aber

folgt dhnbeh wie 5ui 4 aul Grund Annahme diber v, und Z, 0 doB cin Punkt
Furi €A,y = N(AL L) mit folgender Figenschaft oxistiert: D, gty << C und
(lr jodes Be . vy € 8 — N(B). existiert cin solcher Punkt z¢ B — N(B). (6

P2, oimy Ui Aus

;1‘..:. hemvor, dafP zu 1(2n 4 2) cine Zelie B, ,, € ¥, und cin Punkt =, ., € B,

Axiom N upe aus der Eigenschaift des Punktes @,

- N(B, ) existicren, fie welehe dic Badingungen (25). (20) und (27) erfGlle sind.
Dos Sy-tem 7% = (4, 0ie /W B ie !} ist cin monotones Syster: von Zetlen

«

avs . Alle Elemiente des Sysiems &

sind Teilmengen von A, Aus dery Axiom TV
folgt. dup der Durchsehnitt » (C: Ce 9% nicht leer ist. In dicsem Duichschnitt
existicrt also mindestens cin I’i‘.ﬂl(t X. Aus (26) folgt, daf Ur den Punkt x folgen-

des ol

,(‘/(\ < liminf @ (B)/m{B,) = 0.

i
und
D, g(x) =z lim sup g(A)/m{Ay = €.
i
Do oxe sy < 4 — NA) sty widerspeechen dic beiden letzten Unglowiheizen

der Voraussetzung, da[) D, ,2(x) > 0 oder D, g(x) < O fir jedes x e 4 — N(A) istL

Aus dem Lerama 5 folgt unmiitelbar das Lenma 6.

Lewmma 6. [ seion die Axiome U und W fiir das Svstem Y erfiilit. Ferner sci
cin Teilsysien: des Sysicinng S Weiter sei /4 e S und die Axiome TN IV YV und V1
scien fiiv die Zetle A bei 'y erfiillt. Das Axiom V1 sei fiir jedes 3 < 4, B¢ 7, erliiflt.
Ls soi g cine cnf A addivive Funktion in bezug auf F und fiir jedes ve A a;(’liu

ca< D ety 2 [),,”.:»(sf.\‘} < o, Wenn zwei solehe Punkite X und 3 owus A — N{A)
existivien, da ff Do gl = 0 und D, glyy < O ist, dann existier: ein solvhier Punict
S NUDL Sl weleien D g(d) £ 005 D, o8 gilt.

Beweis, Fuar jeden Panky o aus A trifle genau cine von diesen drei Mozl

ich-
beiten 2ur b0 D, gl £ D, o) <0, 20 D, e(u) £ 0= D, g() oder 3. 6 <

c

O, gy < 15, glu). Au: Jdom Lemma S und aus der Existenz der Punkie v

und 1 foign dap mindestens fir cinen Punkt aus A4 — N{A) die zwceite Moglichkeit
sutrillt,

Pic Punktfunktion g, die auf der Zelie 4 €. definiert ist, hat auf 4 dic Uigen-
schaft von Darboux im starken Sinne, wenn sie folgende Eigenschaft hat: Es sci
a = gN) < e < b= g(y), v, vE A. Dann existiert ¢in Punkt e 4 — N(A) in dem
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Satz 1. Es seien die Axiome | und 1 fiir das System & erfiillt. Ferner sei &, ein
Teilsystem des Systems . Es sei A€ & und die Axiome W1V _ V und VI seien fiir
die Zelle A bei & erfiillt. Das Axiom V1 sei fiir jedes B < A, Be &, erfiillt. Es sci g
eine auf A additive Funktion in bezug auf &P,. Wenn die Funktion g dic Ableitung
bei %o auf der Zelle A besiizt, dann hat die Ableitung D., ¢ anf 4 dic Eigenschaft
von Darboux im starken Sinne.

Beweis. Esseia = Dy g(x) < ¢ < b = Dy g(y). Fernersei i(B) = g(B) — cm(B)
fiir jedes Be .o fiir das g definiert ist. Dann gilt D, A(u) = l),ug(u — ¢ fir jedes
ue A. Weiter ist Dy g(x) =a — ¢ <0 und Dyg(y) =5 - >0 Aus dem
Lemma 4 folgt, dap man Punkte x und y aus A — N(A) mit l),,”/ux) < 0, bzw.
D,,Oh(}) > 0 finden kann. Aus dem Lemma .6 folgt, daB ein solcher Punkt &e
€ A — N(A) existiert, fiir den D, /(&) = O ist. Es giit demnach D, o(S) = ¢

Lemma 7. Dic Axiome 1 und 1 seien fiir das System & erfiilli. Ferner sei
cin Teilsystems . Weiter sei A€ S und die Axiome VWV, V und VI scien fiiv dic
Zelle A bei & erfiillt. Es sei g einc auf A additive Funktion in bezug aiif 5. Es sei
- < D, g(x) £ D, g(x) < w fiir jeden xe A und D, g(x) > 0 (D, ¢(x) < 0)
fiir jedes x € A — N(A). Dann gilt g(A) > 0 (g(A) < 0).

Beweis. Wir werden die Behauptung beziiglich g(A4) > 0 beweisen. Zunichst
wird gezeigt, daP fir keine Zelle B < A, Be &%, g(B) negativ scin kann.

Aus den Voraussetzungen des Lemmas und aus dem Lemma 4 gent hervor.
daP Dy g(x) = 0 fiir jedes x e 4. So gilt auch D, g(x) = C fiir jedes v e B, Aus
dem Lemma 2 folgt nun, dap g(B) = 0.

Aus dem Axiom VI folgt, daP eine solche Teilung 4 der Zelle A durel &7, existiert.
fur dic mindestens cine Zelie von 4 cine Tceilmenge von A - N(A) ist. Aus dem
Lemma 3 und aus dem bereits bewiesenen gent hervor, dap die Ungleickheit

g(A) = Z{g(b): Be B. Bn N(A) # 0} + Z{g(B): Be 4.

B N(A) = 0} = E{g(B): Be B, Bn N(4) = 0} >0
gilt.

Satz 2. Ls scien dic Axiome Uund 11 jiir das System: & erfiillt. Ferner sei o/, cii
Teilsystem des Systems . Weiter sei A € . und die Axiome 11, IN V. VI und VII
seien fiir die Zelle A bei S erfiilli. £s sei g eine auf A additive Funkiion in bezug /.
Ls gelte —o0 < D, e(x) = D, g(x) < oo fiir jedes x € A. Dann existiert mindesiens
ein Punkt e A — N(A) fiir den D, g(&) £ g(A)/m(A) = D, g(&) gilt.

Beweis. Es sei A(B) = g(B) — (g(A)/m(A)) m(B) fir jedes Be.o/. fiir weiches
diec Funktion g dcﬁn?crl ist. Dann ist i(A) = 0, Dy h(x) = D, g(x) — g(A4)n(4)
und D/,/z(\) = D, u(x) — g(A)/m(A) fir jedes xe A. Fiir jeden Pumt ve A
trifft genau cine von den folgenden drei Méoglichkeiten zu: 1. Dy, h(x) = D, /i{x) < O.
2.D, h(x) 20 = D,/U/I( x) oder 3. 0 < D, /A(x) D,O/z(\) Wir wollm ]uLt zeigen
dap dic erste Méglichkut nicht in jedem Punkt aus 4 — N(A) gelten kann. V\um
die erste Moglichkeit in jedem Punkt aus A — N(A) gilt. dann folgt aus dem
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Lemma 7. dap /(A) < 0 ist. Das widerspricht jedoch der Gleichung A(A4) = 0.
Aus dhnlichen Griinden kann nicht tberall in 4 — N(A) dic drittc Moglichkeit
eclten. Wenn also die crste oder die dritte Moglichkeit in irgendeinem Punkt aus
A — N(A)Y gilt, ¢cann muf auch die zweite Moglichkeit mindestens in einem Punkt
aus 1 — N(A) bestehen. Dies folgt aus dem Lemma 6. So haben wir bewiesen,
dafy bei unscren Voraussetzungen mindestens fir cinen Punkt £e 4 — N(A) dic
zweite Moglichkeit erfillt ist, d. h.

D, & =0 = D, Q). (28)
Aus (28) folgt jetzt unserc Behauptung.

Zusatz. Die Aviome U und W seien fiir das Svstem S erfiillt. Es sei A € S und &,
cin Teilsystems . Die Axiome W, IV V, YV und VI seien fiir die Zelle A bei S, erfiilli.
Ferier sei g eine auf A additive Funktion in bezug auf . Wenn g auf A die Ab-
leitung bei Sy besitzt. dann existiect mindestens cin Punkt &€ A — N(A) fiir den
g(A) = D, g(&) m(A) isi. ‘

Satz 3. Die Axiome Vund W seien fiir dus System & erfiillt. Es sei Ae S und &,
cin Feilsystent des Systeins . Die Axiome LIV, V und V1L seien fiir die Zelle A bei ¥,
erfiillt. Es sei g eine auf A additive Funktion in bezug auf . Ferner sei fiir g und &
noch die folgende Bedingung erfiillt: Es existiort seine Folge {A;} .y von Zellen aus &
fiir welche ’

A< Ay < 4 — N(A), (29)
!im o(A, 4) = 0. (30)
lim g(4;) = g(A4) (31)

und das Axiom V1 fiir jedes A; bei ¥, erfiillt ist. Fiir die Folge {A;}.; existiert weiter
Siir jedes A;., cine solche Teilung A der Zelle A;,, durch %, dafi Systcm
'B:Be 4. m(Bn A) > 0} eine Teilung der Zelle A; ist. Wenn die Funktion g auf A
die Ableitung bei ', besitzi, dann existiert mindestens ein Punkt ¢ € A — N(A) fiir den

g(A) = D, g(&) m(A) (32)
gilr.
Beweis. Wir fiihren die Funktion
M(B) = g(B) — (g(A)/m(A)) m(B) (33)
tr jedes Be.oZ, fur welches die Funktion g definiert ist, ein, Es ist A(4) = 0 und
D, i(x) = D, g(x) — g(A)m(A) fir xe 4. Es existiert cine steigende Folge
vAitior von Zehlen aus &, fiir welche (29), (30) und (31) sowie das Axiom VI
erfiillt sind.
Aus (33) folgt

269



| (A) — (A | = | g() — g(A) |+ (gl [Im(A) | m{A) — m(A4;) | =
< | g(A) — g(A) | + (L g(A) [/m(A) o(A. 4. (34)

Aus (30). (31) und (34) folgt
lim (A, = (A) = 0.
i
Aus den Definitionen der Axiome ist ersichtlich, daBl fGr A4;. ie £, dic Axiome 111,
IV, V und VII erfiillt sind. Es kann nichit fiir jedes xe 4; und jedes ie 1D, h(x) > 0
sein. Witre es der Fall, dann miBte nach dem Lemma 3 /(A4,) > 0 sein. Wezen
der Vorosussetzung Uber A, folgt dann fir jedes A4; aus dem Lemma 2. dald fir
ied h(A) = A, ) ist. Dics widerspricht jedoch der Gleichung (33). wail
lin {A,) = 1(A;) > 0 ist. Aus denselben Grinden kann fir jedes ve A, und
Lo
jcdes iel Dy h(x) < 0 nicht gelten. Es mul} also c¢in i und zwei Punkie x,. x,
existicren fur welche xy, x,e4; — N4, D, h(x) >0 und D, f(x,) <0 ist.
Aus dem Satz | foigt jetzt, daB mindestens cin Punkt &e A; — N(A;) cxisticrt.
fir den
D, & =0 (36)

ist. Aus (36) ist die Gleichung (32) bercits evident.

Satz 4. Die Axiome | und 11 seicn fiir das System & erfiillt. Es sei e und
cin Teilsystem des Systems & . Die Axiome WLV, V., VL und VI scivi fiie die Zelle A
hei & erfiillt. Ferner seien f und g zwei auf A additive Funktionen in bezie auf /.
Wenn [ und g aif A die Ableitung bei /' haben, und fiir jedes xe A D, g(x) # 0
ist, dann exisiiert ein Punkt & € A — N(A), fiir den

D, /D, e() = f(A)a(A) (37)
ailt.

Beweis. Es sei (B) = f(B) g(A) — f(A) g(B) fiir jedes Be .o/, fiir welches die
Funktionen f und g definiert sind. Dann ist 4(A4) = 0. D, /i(x) = g(A) D, f(x) —
— f(A4) D, g(x) und % ist eine auf 4 additive Funktion in bezug auf .. Laut des
Zusaizes existiert cin Punkt e A4 — N(A4) fir den D, A(&) = 0 ist, d. L g(A4)
D, f(&) — f(4) Dy g(é) = 0ist. Da D, g(&) # 0 ist, gilt (37).

Es sci X = E, der Euklidische n-dimensionale Raum. Ferner sci o/ das Svstem
aller Mcngen die im Sinne von Lebesgue mefbar sind, und m sei das Map von

i cbesgue. Es scien aq.....a,.by,..., b, Zahlen (lUr welche a;, < b, tir i = 1.2.....n
gilt. Dann ist ein n-dimensionales abgeschlossenes Intervall J = {a, by ... a,.b,>
d'c Menge aller Punkte (x, ..., x,) fur welche a; < x; £ b, fir i = 1,2.....1n ¢lt.

Dic Zaklen by —ay, ..., b nennt man dic Kanten des Intervalls J. Wenn

das Verhidlinis by — a1 by — a5 1 ... b, — a, rational ist, nennt man J ¢in Intervall

w T Ay

mit rationalem Verhiltnis der Kanten. Wenn alle Kanten gleich sind. bezeichnet
man das Intervall als cinen Wiirfel. Die Zahl TI{/,/l:i = 1,2, ....n}. wobei [ =
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=omax (Lo, h) und [ 1, ... ], die Kanten des Intervalls J sind, nennt man
Parameter der Regularitdt des Intervalls J und man bezcichnet ihn mit r(J). Man
kann fir das System ¢ das System aller n-dimensionalen abgeschlossenen Inter-
valle wihlen.

Fir 4 € . definieren wir dic Norm o(A4) durch dic Gleichung

o(A) = sup lo(v. ) x, e A).

IFir 4 €. Ko aan dic Grenze der Menge A i N(A) nchmen. Ber diesen Defi-
nitionen sind cic Axioie I und Hoerfilit.

Fs set O < 2 = 1 und &, das System aller Intervalle J fur welche r(J) = =« ist.
Es ist evident, def &7 das Syctem eiler Wiirfel ist. Es ist leicht zu zeigen, dafy dic
Axiome HIL TV und VI {iir jedes 4 €% bei dem System &, 0 < o £ 1, erfiillt sind.
Das Axiom VI st far jedes intervell mit rationziem Verhdltnis der Kanten bei .97,
erfilit. Das Axiom VI ist fii jedes Infervall aus 9 bei &,, 0 < o = | und auch
bei . erfillt.

Jetzt werden wir zeigen, daf das Axiom VI’ fiir jedes 4 € .9 bei &,,0 <a < |
und das Axiom V fiir jedes 4 €% bei ,. 0 <o < 1 und such bei &, crfiillt ist.

Man kann leicht beweisen, daP des Axiom VIV fiir jedes 4 € .9 bei &,, 0 <o < |
eilt, wenn fir jedes 4 € & eine Teilung durch &, existiert. Dies geht aus dem fol-
genden Lemma heivor:

Lemma 8. Fs sei n=23,4, ... Es gelte 0= ¢, <¢; £...5¢, und 0 <
< o < 1. Dann existieren natiirliche Zahlen p,, p,. ..., p,. daf gilt:

0 < (.1/])1 é (‘2/1)2 § g Cn//)n
wnd
(o e {eifpyi= 1,2, ..,n— 1} = a (38)

n
Beweis. Es sei n =2, Da « < 1 ist, gilt ac,/e; < ¢,/c¢,. Dann existicren min-
destens zwei solche natiirliche Zahlen py und p,, so daf

acy/cy = palpy S cfey (39)

gilt. Aus (39) folgt (38) fir n = 2.

7 <

Es sci n = 3 und die Behauptung fuir n — 1 sci bereits giltig. Da 0 <
ist, cxisticren natiirliche Zahlen py, pa. ... po . dap gilt:
0 < e/py = calpy =0 2 ¢ypaey
und
-2 -2 .o n /‘:
Py fen— D) M{cipini = 1,2, ...n =2} = Yu (490)

Fir Lo und 0 < ¢ < ¢, existicren zwei natiirliche Zahlen p und ¢ fir dic

n—1 =

die Ungleichheiten

0 < (.n*l./p g ('n/l[ und (q/(‘rx)((‘n~l/p) _2; ’{

/

a (41)
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gelten. Fiir die Zahlen p, = pip. py = pap. v Puey = Ppoyp und p, = piog
folgt aus (40) und (41) die Giiltigkeit von (38).

Lemma9.Essei ¥, = . <« L und Ae S . Ferner sei A — N(A) = A, U A, ¢ine Zcr-
legung von A — N(A) in zwei nichtleere disjunkte Teile mit der Eigenschaft: Fiir jedes B €
e &' fiir welches B — N(B) = Ay, bzw. B— N(B) < A, ist,gilt Bn (A — N(A)) = A,.
bzw. Bn (A — N(A)) = A,. Es sei Ay, bzw. A5 die Menge aller Hiufungspunkte
der Menge Ay, bzw. A,. Dann gilt A, A5 £ 0 und A7 A, + 0,

B Beweis. Es sei (¢, o) €A, und (d,, ....d,)e A,. Betrachten wir die Punkte
(I P -ees d,) fiiri =_0. 1,2, ....n(%). Es gibt offensichtlich ein derartiges i.
fiir welches gilt (¢, ....¢;jy. disyyond)e Ay und (eq. oo cindyy . od)e A,

Es gibt also sogar zwei derartige Punktc X = (¢, ..., ¢;s Cigqn-.n¢y) und X, =
=(Cyy.en CioysdisCingy.ne,) aus A — N(A), dap X, € 4, und X, e A, ist. Es
sei U(Xy, X;) der Abschnitt mit den Endpunkten X, und X,.

Es sei Yy e A, — A, bzw. Y, € 4, — Aj. Dann ist das System ¥ |, bzw. ¥,
aller Wiirfel Be &y mit dem Mittelpunkt im Y,, bzw. Y, fiir welche B — N(B)
eine Teilmenge von A, bzw. A, ist, nicht leer. Die abgeschlossene Hiille von der
Sume U{B:BeW}, bzw. U {B : Be#",} ist ebenfalls cin Wiirfel. Diesen Wiirfel
werden wir mit B(Y,), bzw. B,(Y>) bezeichnen. Fiir ihn gilt B,(Y,) — N(B(},)) <
< Ay, bzw. B,(Y;) — N(By(Y,)) < A,. Es ist klar, daf} aus der Definition von
B,(Y,), bzw. B,(Y,) und aus der Bezichung B,(Y;) € A — N(A4), bzw. B,(Y,) =
< A — N(A)die Existenz eines Punktes Z, € N(B,(Y,)) n A5, bzw. Z, € N(B,(}Y,)) n
N A folgt. Da im Falle B,(Y,) € A — N(A), bzw. B,(Y,) = A — N(A4) der Wiirfel
B,(Y,), bzw. B,(Y,) eine Teilmenge von 4, bzw. A, ist, ist Z,, bzw. Z, aus 4, n A}.
bzw. A7 N A,.

Wenn X, € A, n A}, bzw. X, € A1 n A, ist, dann ist die Menge 4, N A3, bzw.
Ay n A, nicht leer. Es sei X, e 4, — A5, bzw. X, e A, — A;. Falls jetzt gilt
B(X,) @ A — N(A), bzw. B,(X,) = A — N(4), dann ist A, n A, = 0, bzw.
Ay v Ay = (0. Wenn B, (X,) n N(A) + 0, bzw. B,(X,) n N(A) + 0 gilt, dann wieder-
holen wir diese Betrachtung fiir den Durchschnitt der Menge N(B,(X;)) bzw.
N(B,(X3)) mit dem Abschnitt U(X,, X,).

Da der Abschnitt U(X,, X,) eine endliche Linge und einen positiven Abstand
von N(A) hat, bekommt man durch Wiederholung dieser Methode die Behauptung
des Lemmas.

Aus dem Lemma 9 folgt nun unmittelbar die Behauptung beziiglich des Axioms V.

Der Satz 1 befindet sich fiir additive Intervallfunktionen in den Arbeiten [2].
S. 66 und [4]. In diesen Arbeiten nimmt man %, fiir das System %,. [n der Arbeit [2]
wird von der Funktion g iiberdies noch die Stetigkeit verlangt. Der Satz 2 ist cine
Verallgemeinerung eines Satzes von [3] und des Satzes 3 aus [4]. In der Arbeit [3]
wird von der Funktion ¢ iiberdies noch die Stetigkeit verlangt. Nimmt man in dem

(°) Fiirden Falli = 0nehmen wir statt des Punktes (;1 e c, J‘A Poonen tv/;,) den Punkt (E(IVl cody.
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Satz 2.9, fiir &,. dann gilt der Satz 2 fiir jedes Intervall 4 mit rationalem Verhiltnis
der Kanten. Nimmt man in dem Satz 2 .%,. 0 < o < 1, oder & fiir &, dann gilt
der Satz fiir jedes Intervall. Der Satz 3 ist eine Verallgemeinerung eines Satzes aus [2],
S. 67. In dem Satz aus [2] wird dic Stetigkeit von g gebraucht. Unsere Bedingung
fiir die Funktion g im Satze 3 ist schwicher, Unsere Bedingung fiir die Funktion g
im Satze 3 ist schwiiclicr. Der Satz 4 ist eine Verallgemainerung des Satzes 4 aus [4].
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Slovenskej akadémie vied v Bratislave

K TEOPEME O CPEJAHEM AJS AAJMTUBHBIX ®YVHKUMUN AYEEK
Jlaauciias Muiiuk
Pe3rome

Livers (XY..of . i) — npocTpaHcTBo ¢ Mepoit. [lycts . < .of — Takas cuctema, uto 0 < m(A) <
i A Dnementul w3 S naissarotes saelikamu. Mycts £y < . Cuerema .y < &) Ha3b-
BACTCS JIC/ICHUCM MitokecTBa A €.97, ccnn‘;’ffo He 6oJiee yem cyeTHada cuctema, A = U {C e ,710 }
m(B . C) 0 s B. (*e,,q/o u CN B+ ana Ce.¥ Toabko TUPU KOHCUHOM YMUCJIE MHOKICTB
Be./,.

MMycth O —- rakias HONOKWUTENbHAS (GyHKLMA, sagandas Ha &7, 4to HA < O(B) nan 4 < B
w A BeY. Kaxnoi suchke nocTaBieHo B COOTRBETCTBAC MHOKECTBO N(A), npuuem m(N(A)) 0.
Iycrb ¢ dbynkiis, 3anannas Ha . Toaoxnm Dyyg(x) - sup {inf ’L(L'(A)/m(/l) 1xeAeS,.

A< e} e =0} uDygx) -inf{sup {g(DfmA):xe AL, M <¢e):e » 0}. dyuknus g
HIBIBACTCSL AIMTHBHON Ha A, eCAN ANs BCAKOTO B < A W L1 BCAKOro neaenus .o/, MHOKeCTR B
nnieer neero g(B) - X {g(0) : ('e.o/o}.

Jlist siaciikn A umeet mecto akemoma I ecnn s Beskoro B A, BeE.Y’, mi1s BCAKOIO
e B N(B) w s Besikoro € > 0 cyuwecTsyeT (‘ef¢0, yto e C-—N(Cyc C= B -~ N(B)
) < ¢,

Jlast wsiciiii 4 mveeT MecTo akenova 1V eciin BuinosHsieTes: ry<rb {A; cie A} — MonoTOHHAs
cHeTeMa siteek w397, couepralunxea B A, Toraa «’\{A;, :26/1} HENYCTO.

Jlitst usicHkM A MMEET MECTO aKcuoma V., CCIM BoINOJHACTCA: yCcrb BC A, B | 1iycrn
B N(B) B, U B, -— Takoe pa3OMEHHE Ha [IBA HEHYCTHIX HENMEPLCCKAIONIUXC CIATAEMbIN, HTO
ust kaxcoro (e C— N(C) < B(C-—N()Y< By) uneeT aecto CniiB - N(B)Y <
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< B{(CN (B— N(B)) © B,), Toraa Cyll€CTBYIOT TaKne TOYKW X € By ¥ Y€ B, 4T0 /it KOKIOH
syeiikn D, nas kotopoit x€ D — N(D)(ye D — N(D)), umeer mecto (D - N(DWN B, = 0
(D — N(D) By 4 0).

Huast sueiiku A umeer mecto akcuoMa VI, eciin BbITORHSETCS

(a) CyLIeCTBYET [IEICHUE STUEHKU A, IPUYEM XOTs ObI OTHA AYCHKA ACICHUs COACPKUTCS B A — N{.A)

(6) nist kaxxaoro B< A, BEY o u s kaxaoro g >> 0 cywecTsyer nenenne 4 == {Bl, <. B
AYEHKH B, npuyem (5(Bi) < & 1 XOTsA Obl OJHA siueiika HTOro HeJcHUs coacpxutcs s B — N(B).

Tyctb Yg,(A), AES --- BepxHssl rpaHb BCEX YMCEN Y, A KOTOPBIX CYLIECTBYET TAKOE [CICHHE
{4,, ..., Ay} sueiikn A, wto m(U{A4; 1 A;00 N(A) = 0}y = pmi(A).

Jns siweiikn A umeet mMecto akcuoma VI, ecnu BbimesiHsieTCst: 1ycTh {AI.} — HEBO3PACTAIOLAS
TIOCIIeJOBATEIBHOCTD SUCCK, coaepxkawmnxest B 4 u Hm d(4;) == 0. roraa iudo 7., (A) = | aas
OECKOHEYHO MHOTrux i, n1bo ﬂ{l/(l — VoA 1Yy (4 < l}- = 00.

B pabore mokazatibl, B YaCTHOCTU (KPOME APYIHX), CIAENYIOUIHE OBC TCOPCMBbI:

Teopema 1. Tlycts aiin A€.Y umeror mecro akcuombst 1, 1V, V| VIL Ilycts mia Kaxkioro
Bc A, Beyo umeer mecto akcmoma VI Tlyers g — agautusnast dyHkuus rva A. lycts
—oo < Dyyg(x) = Dy g(x) = Dyoglr) < o0 nas xaxnoro x€ A.Torna Dy g(x) unvieeT cpoii-
crBo [apOy.

Teopema 2. ITyctb ans A€’ umeror mecto axcuomsl I IV, V. VI VII, u nycrs ¢ — an-
nutuBHas yuxkuus na 4. Ilycre —o0 < 12/ K& (x) < Dy ,£(x) < oo nas kaxanoro x€ 4. Toraa
CYLIECTBYET Takas Touka X € A — N(A), uro Dy o (x) = y(A)/m(A) = D&

Teopembl B HacTosucii padore ABAAIOTCA GOOOSILEHHEM HCKOTOPLIX TeopeMm W3 padot (2], [3]
#n [4].
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