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M.ATKMA ni.KO-KY/HK.AfjNY ť: \ S O P [ ^ 

ÜBER DEN MITTELWERTSATZ 
FÜR ADDITIVE ZELLENFUNKTIONEN 

L A D I S L A V M I S I K , Bratislava 

In dieser Arbeit wird die Eigenschaft von Darboux und der Mittelwertsatz für 
die Ableitung der additiven Zellenfunktionen behandelt. Am Schluß wird auf den 
Zusammenhang zwischen den Mittelwertsätzen für additive Intervallfunktionen und 
unseren Ergebnissen hingewiesen. 

(X, s'f m) sei ein Maßraum, d. h. X ist eine Menge, ,s& ist eine G-Algebra der Teil­
mengen der Menge X, wobei X z u sf. gehört und m ist eine nichtnegative, <r-additive 
Funktion die auf stf definiert ist. Die Funktion in ist in der leeren Menge Null. In 
der ganzen Arbeit sei / die Menge aller natürlichen Zahlen, ff sei ein solches Teil­
system des Systems stf, daß 0 < m(A) < oo für jedes A e ff gilt. Jedes Element 
von S wird eine Zelle genannt. 

Es sei Bestf. Ein System sf0 wird eine Teilung [1] det Menge B duich ff0 c .f. 
wenn s/0 höchstens abzählbar ist und B = u { A : A es/0}(1) ist. Weiter muß noch 
gelten: A e ff 0 für jedes AesJ0\ m(Al n A2) — 0 für At 4= A2, At, A2 esJ0\ 
und C n A + 0 ( 2) für jedes C e ff nur für endlich viele A aus s/0. Aus der letzten 
Bedingung geht hervor, daß jede Teilung einer Zelle durch ff 0 ein endliches System ist. 

Jetzt wollen wir einige Axiome einführen, die im folgenden benützt werden. 
Diese Axiome sind für mehrere Systeme von Intervallen erfüllt. Einige von ihnen 
stehen im Zusammenhang mit den Axiomen aus [1]. 

Axiom I. Auf dem System ff wird eine positive nichtfallende Funktion O* definiert, 
d. h. S(A) > 0 für jedes A e ff und Ö(A) ^ Ö(B) für A c B, A, B e ff. Die Funktion d 
nennt man eine N o r m . 

Axiom I I . Das Axiom II ist für das System ff erfüllt, wenn folgendes gilt: Jedem 
A G ff wird eine nichtleere Menge /V(A) vom Maß Null zugeordnet. 

In allen weiteren Axiomen ist ff 0 c y . 

Axiom I I I . Es sei A est/. Es sei das Axiom I und II für ff erfüllt. Das Axiom III 
ist für die Menge A bei dem System ff 0 erfüllt, wenn für jedes B c A. Bef, jedes 
v e B - N(B) und jedes s > 0 ein Ce ff 0 existiert, \m das N e C - N(C)cz C c-
c= B - N(B) und Ö(C) < s ist. 

i1) Die Bezeichnung \A : V{A)\, bzw. JA ; : V(Ä)} bedeutet das System, für welches V(A), b/u. 
V(>?t) gilt. Die Bezeichnung U, bzw. n bedeutet die Summe, bzw. den Durchschnitt der Mengen. 

( 2 ) 0 bedeutet die leere Menge. 
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Axiom IV. Es sei A e sd. Das Axiom IV ist für die Menge A bei Sf0 erfüllt, wenn 

folgendes gilt: Es sei {Ak \ X e A} ein monotones System von Zellen aus Sf0, d. h. für 

jedes X 4= T, / , T G / 1 gilt Ak cz AT oder Ax cz Ak, wobei A; cz A für jedes X e A ist. 

Dann ist der Durchschnitt n {A ; : X e A\ nicht leer. 

Axiom V. Es sei A e Sf, und es sei das Axiom I und das Axiom II für Sf erfüllt. 
Das Axiom V ist für die Zelle A bei Sf 0 erfüllt, wenn folgendes gilt: Ferner sei B cz A. 

BeSf. Weiter sei B - A^B) - Bt u B2 eine Zerlegung der Menge B - N(B) in 
zwei nichtleere disjunkte Teile Bt und B2, so daß für jedes C e Sf 0 für das C — 

- N(C) cz Bj, bzw. C - N(C) cz B2 ist. Cn (B - N(B)) cz B,, bzw. Cn (B -

- N(B)) cz B2 gilt. Dann existieren zwei solche Punkte x und y, daß x e Bx, v e B2 

ist und für jede Zelle /) , für die xe D - N(D), bzw. y e D - N(D) ist, (D - N(D)) n 

n B2 + 0, bzw. (f) - N(D)) n B, + 0 gilt. 

Axiom VI. Es sei A e «9̂  und es seien die Axiome I und II für Sf erfüllt. Das 
Axiom VI ist für die Menge A bei Sf0 erfüllt, wenn folgendes gilt: Es existiert eine 
Teilung der Menge A durch Sf0, wobei mindestens eine Zelle der Teilung in A — N(A) 
enthalten ist. Für jedes B cz A„ B e Sf 0 und jedes E > 0 existiert eine Teilung B = 

- [B, Bk} der Zelle B durch Sf0. wobei O(B/) < ß für / - I, 2, ..., k und 

mindestens eine Zelle der Teilung B eine Teihnange von B — N(B) ist. 

Axiom VT. Es sei A £ Sf und es seien die Axiome I und II für Sf erfüllt. Das 

Axiom VF ist für die Menge A bei Sf 0 erfüllt, wenn für sie das Axiom VI erfüllt ist, 

und wenn für jedes System \AX Ak) von Zellen aus Sf 0 mit A,-cz A für jedes 

/ = 1-2 k, eine solche Teilung $ existiert, daß für jedes / = 1 ,2, . . . , k das 

System \B\ B e .#, m(B n A() > 0} eine Teilung der Zelle At- durch Sf0 ist. 

Es sei A e Sf und Sf0 cz Sf. Ferner sei y / / o(A) das Supremum aller Zahlen y 

für welche eine solche Teilung {Ax,...,Ak} der Zelle A durch Sf0 existiert, daß 

/>.(u ; A , : A; n N(A) = ()}) ;> yw(A) ist. Die Zahl y</0(A) ist sicher positiv, wenn 

für die Zelle A das Axiom VI bei Sf 0 gilt. In diesem Fall existiert dann zu jedem 

v, > 0 und jedem / < y.y0(A) eine solche Teilung {A , , . . . . Ak} der Zelle A durch Sf0. 

daß O(A,) < ;: für / =- 1,2 k und m(u {A.: A. n N(A) = ()}) > y'm(A) ist. 

Axiom VII. Es sei A es/ und seien die Axiome I und II für Sf erfüllt. Das Axiom 
VII ist \ür die Menge A bei Sf 0 erfüllt., wenn folgendes gilt: Es sei {A,}/G/ eine nicht­
steigende Folge von Zellen, wobei At cz A für iel und lim S(At) — 0 gilt. Dann 

ist entweder y ^ M l ) = { für unendlich viele / oder 11(1/(1 - y ( / o(A , )) : y//o(A,-) < 

Axiom VIII- -^s s e t A e Sf? und es seien die Axiome I und II für Sf erfüllt. Das 
Axiom VIII ist für dk Menge A bei Sf 0 erfüllt, wenn folgendes gilt: E-s sei Sf cz Sf0 

(3) I l ' a ' V(n)\ bedeutet das Produkt von den Zahlen an mit der Eigenschaft V(n). Ähnlich 
bedeutet v 'a : Vi") \ die Summe von den Zahlen an mit der Eigenschaft V(n). 
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ein solches System, daß zu jedem xe A — N(A) und für beliebiges <; > 0 ein solches 

B e ff" existiert, daß xc B c= A -- N(A) und S(ß) < r. ist. Dann existiert ein höch­

stens abzahlbares System ff a f". daß C = u J B : Be//'] c: A - N(A) und 

m((A - N(A)) - C) = 0 j.st. 

Wir führen noch eine Funktion O ein. Es sei O{At,A2) = m[/\, A 12)(4) für 

A,, A2 G-'/;. 
Lemma 1. Es sei A e -9\ f/\} c= ff. Die Axiome 1 -uid II seien für das Svs'cm •* 

erfüllt. Die Axiome ISI und VT seien für A hei ff0 erfüllt. Dann gilt y./()( 1) -— 1. lic/iu 

OV/S Axiom VIII für die Menge A hei ff 0 erfüll! lex 

Bewe.' .. Da das Axiom VI für c'ie Z-. l!c A b.i y o erfüll: :st. 'xo-Maey ,:i\ jedem 

xGA - N(A) uv)d beliebiger! <: > 0 eine solche Zelle ße(x) e .l/'{). daß x G B,(x) c= 

c= A - NVA) und O(B,(x)) < c ist. Hieraus ?st ersichtlich, daß ein System •/ ' mit 

den Eigenschaften aus dem A.-Aom VI11 existiert. Dann gibt es aber ,mch ein höch­

stens abzählbares System ff' mit der Eigenschaft aus dem Axiom VUl. 

Es sei nun y< 1. Dann existiert ein endliches Teilsystem \A{ 4n] cxx 

Systems f/\ daß 

m(u{A.: / = 1,2 n\) > ym(A - N(A)) = yni(A) (1) 

ist. Aus dem. Axiom VT geht hervor, daß eine solche Teilung [Bj ßk\ der Zelle A 

durch f/}
0 existiert, daß für /' = 1. 2, n das System (B( : /?/(B;- n .•}.-) > 0; eine 

Teilung der Zeile A- durch y 0 ist. Aus (1) folgt 

m ( u (B,-: B;n N(A) = ()}) = m(u JAy.j = 1,2, ...,/zj) > y///(A). (2) 

jetzt ist es klar, daß ",v0(A) = 1 ist. 
Das Axiom I sei für das System ff erfüllt. Es sei xeX und ffn c y . Weiter 

sei g eine reelle Funktion die auf dem System ff 0 definiert ist. Dann werden wir 
die Zahl 

[-V0£(-v.) = SLlP ( i n f \fg(A)lm(A): x G A G y o , O(A) < *:J : r. > 0\ 

ais untere Ableitung der Funktion g bei ff0 in dem Punkt x, und die Zahl 

D, / o-(x) - inf {sup {g(A)lm(A): x eAe ff0, <)(A) < ß] : <: > 0) 

als obere Ableitung der Funktion g bei y 0 in dem Punkt x bezeichnen. Wenn 

— oo < Dr, g(x) = D / / og(x) < oo gilt, dann sagen wir, daß die Funktion g im 

Punkt x die Ableitung bei ff 0 besitzt. Die Funktion g hat die Ableitung bei .'/',, 

auf der Menge A, wenn sie die Ableitung bei ff 0 in jedem Punkt der Menge A 

besitzt. Die Ableitung der Funktion g bei ff0 bezeichnen wir D:/og. 

Es sei A c= X. Ferner sei g eine reelle Funktion die auf dem System [B : B c= A. 

Besf} definiert ist. Die Funktion g wird additiv auf A in bezug ff 0 c= ff genannt. 

( ) At A A2 bedeutet die symelrische Differenz der Mengen A< und A2, d. h. die Menge (,1 
A2)U(A2 Ax). 
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wenn für jedes B a A, / 5 e / / und für jede ihre Teilung JA durch y 0 die Gleichung 

giß) =Xi>(Ci: CeJ] < 3 ) 
erfüllt ist. 

Lemma 2. Z)Os Axiom I sei /D> dus System :/' erfüllt. Es sei f?0 <zz ff. Weiler 

sei A e V und aie Axiome IV und VI seien tut die Menge A hei Jf0 erfüllt. Ferner 

sei g eine auf A additive Funktion in hezug auf :/'{). Ls sei D/()g(x) ^ 0 (D(/-ug(x) < 

< 0) für jedes x e A. Dann gilt g(A) >;. 0 (g( 4) :< 0). 

Bewc i ; . Wir werden nu: cie L;cbaup<.r:g #(A) ^ 0 beweisen: die Behauptung 

• für g(A) < 0 beweist man ähnlich. 

l:s sei i>(A) < 0 und JA, An] eine beliebige IVilung d^r Menge A durch y ( ) . 

Aus (3) folgt 

y »}^} j(±) ni(A) = ^ ^^ 
,-Tt n?(A) /»M.) <i(A) 

Es pjlt euch 

Ans (4) und (5) folgt, daß ein solches i e\istierl. daß 

- Ä J Z - k l U . .6, 
m(Af) g(A) 

ist. Aus (6) folgt nun 

g(4i)/m(Ai) s ^/O/n/CA). (7) 

Auf Grund dieser Betrachtung folgt aus dem Axiom VI, daß man eine Folge 

\Aj}i(I von Zellen aus f/{) konstruieren kann, welche die folgende Eigenschaft hat: 

<)(At) < I/i, A/} , <zz A: cz A und g(Ai+f);m(A,,x) < g(Ai)/m(Ai) (8) 

für jedes i G / . Aus dem Axiom IV folgt nun. daß ein solches xeA existiert, daß 

,ve n |A ;.: ie/\ ist. Aus (8) und aus der Definition DV()g folgt 

P.'/„£(-v) 5 ^(A tV^M.) < 0. 

Das aber widerspricht den Voraussetzungen des Lemmas. 

Ähnlich beweist man folgendes Lemma: 

Lemma 3 . Das Axiom I sei für das System ,cf erfüllt. Es sei f/\} cz t
(f. Ferner 

sei A e ff und die Axiome IV und VI seien für die Menge A hei ff{) erfüllt. Weiter 

sei g eine auf A additive Funktion in hezug auf .cf0. Es sei D//()#(N) > 0 (D,/ßg(x) < 

< Q)für jedes XE A. Dann gilt g(A) > 0 (g(A) < 0). 

Lemma 4. Die Axiome I und II seien für das System ff erfüllt. Es sei y ( ) cz f/. 

Ferner sei A e y und die Axiome IV, VI und Vll seien für die Menge A hei ff0 erfüllt. 
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ES S^i g eine auf A additive Funktion in bezug auf £f0. Weiter sei — oo < Dt/ig(x) 
( D ^ x ) < oo) für jedes xeA und D//og(x) _ 0 (D.,0g(.x) S 0) für jedes xe 
e A - N(A). Dann gilt Dy0g(x) _ 0 (Dyo#(x) _ 0) für jedes xeA. 

Beweis. Wir werden nur die Behauptung bezüglich D/A)g(x) beweisen. 
Es sei x0 e A und ps/og(x) < 0. Dann kann eine Folge {A,],e/ von Zellen aus 9 0 

und zwei Zahlenfolgen {£,] /e/ und {y.-},,; mit den Eigenschaften (9) —(12) kon­
struiert werden: 

Es gilt 
A/+1 cz A{ cz A, ()(A,.) < 1/i, (9) 

71 

0 < e,. _ 1, f ] e- > 1/2 für /? = 1, 2, 3 
i = i 

0 _ (1 - y^AM/Si < 1. (10) 

Falls yy0(^,) = 1 ist, dann gilt ef. = 1 und y- = 1/2, wenn }V0(A/) < 1 ist, dann 
gilt 

y\= i - (i - y.roM.))/fi«. (H) 
Weiter gilt 

^(A/+1)/m(A(.+ 1) _ (1/(1 - y'i))(g(Ai)/m(Ai)) (12) 

für jedes /' e L 
Aus der Voraussetzung D//o#(x0) < 0 geht hervor, daß mindestens ein At e V'() 

mit ö(Ai) < 1, Aj c A und g(A t) < 0 existiert. Die Zellen At An aus >/n. 
die Zahlen ßj, ..., en_, und yi, ..., y^_t seien schon so konstruiert werden. Dunn 
muß g(An) < 0 sein, weil g(Ax) < 0 ist. Falls y>0(A„) = 1 ist, dann sei en = 1 und 
ŷ  = 1/2. Wenn 0 < ys/o(An) < 1 ist, dann wählt man e„ und yn so, daß 

n 

0 < e. < I, 1/2 < n « i - (' - V:/-0(/(„))/«„ < 1 
1 = 1 

Ш Ì Ü 

ist. 
Es ist 

y'n= i - ( i - W>U) lЧ. (13) 

}-;, < y.y„(/.„). (14) 

Aus (14) und aus dem Axiom VI folgt, daß eine solche Teilung {Bl Bk\ der 
Zelle A„ durch <T0 existiert, daß 5(ß,) < \j(n + 1) für i = 1,2 k und 

/n(u {Ä, : B, n M / U = 0}) > 7 > ( / U (' 5) 

gilt. Da die Funktion g additiv auf A in bezug auf Sf^ ist, so gilt die Gleichung 

" _ _ _ _ «(*__ m(_)_ _ . ( , 
,f, m(A„) ,n(ß,) g(/l„) 
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Aus dem Lemma 2 geht hervor, daß g(Bt) für jedes i aus der Menge {1, 2, ..., k], 
für welches B, n N(A„) = 0 gilt, nicht negativ ist. Demnach gilt 

( m(B0 _g(B0 . ( 4 ) n N ( J ^ 
^(m(A n ) m(Bi) g(A„) j " 

Aus (15) folgt 

^{m(Bt): Bf n N(A„) * 0] < (1 - }<,'.) /*(/-„). 
Somit gilt auch 

I {m(B,-)/m(AJ : B, n N(A„) * 0} < 1 - IV (18) 

Aus den Ungleichheiten (17) und (18) folgt, daß mindestens ein i0 aus der Menge 
JL 2 k} existiert, daß 

(z(Bio)/m(Bio))(m(An)/g(An)) £ 1/(1 - y„) (19) 

ist. Jetzt setzt man An+l = Bio c A„. So ist S(A„+l) < \/(n + 1), und aus (19) folgt 

Z(An+l)im(An+i) <_ 1/(1 - y'n) g(A„)/m(A„). 

Es ist nun klat, daß man durch vollständige Induktion die Folge {A^izI und die 
Zahlenfolgen {ßj^j und {y'J ie/mit den Eigenschaften (9) — (12) konstruieren kann. 

Aus (9) und aus dem Axiom IV folgt, daß ein x e n {A-: / e /} existiert. Aus (9) 
und (12) folgt auf Grund der Definition \on Dy0g(x) 

D,/og(x) - 1 g g(A„+l)/m(A„+t) für n^N (20) 

wobei N eine geeignete Zahl ist. Aus (12) und (20) folgt 

__ n 

D.,/0,?(.v) - 1 < (f l 1/d - y'i))g(Al)/m(Al) für n ^ N (21) 
( = 1 

Aus dem Axiom VII erhält man auf Grund der Definition der Zahlen sn und yn 

f l i / d - y\) = oo. (22) 
i = 1 

Man bekommt, das durch diese Betrachtung: Wenn für unendlich viele n gilt yr/0(An) = 
= L dann ist 7̂  = 1/2 für unendlich viele n und in dem Produkt gibt es unendlich 
viele Zahlen die gleich 2 sind. Wenn y<r0(An) = 1 nur für endlich viele n ist, dann gilt 

H{1/(1 - y'n): y„0(AH) < 1] = n{ c„/( | - y:/a(A„)): 7s,o(A„) < 1} £ 

^ (lim inf n{B , . : / = 1 , 2 n\) 11 {1/(1 - y,,0(A„)): yy,0(A„) < 1} 

und 
n { i / ( i - y'„): W A „ ) < 1J = oo. 

weil 

l i m i n f n { ^ : / = L 2, ...,/?} _̂  1/2 
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und 
n { l / ( l - y,0(An)):y,Vo(An)< 1} = oo 

ist. 
Aus (21) und (22) folgt, daß D//o,sz(x) ==•- — co ist, was unmöglich wäre. 

Lemma 5. Die Axiome 1 arl II seien für das System cf erfüllt. Es sei V 0 c . / . 

ES sei A e y u/7d O7e Axiome III. IV, V u/zd VIT Sc/c/j //> d/V Zc//c .4 /V/ >/„ -/;///'///. 

Ferner sei das Axiom VI für jedes B c A, B e ff ^ erfüllt. Weiter sei g eine auf A addi­

tive Funktion in hezr.g auf -9\,. Ev gelte — oo < D / / og(x) < D;/()£"(x) < < ///'." je-lcs 

v e A . ES Sei DVog(x) > 0 O<J£T DV{)g[x) < 0 für jedes xeA - N(A). Dann gilt 

entweder D /o<c(x) > 0 üherall in A - N(A) oder D / / o#(x) < 0 überall in A - N(A). 

Beweis . Wir werden annehmen, das Lemma sei ungüliig. Dimn existieren in 

A — N(A) mindestens zwei solche Punkte x und y, daß D//()o-(x) > 0 und D//{)g(y) < 

< 0 ist. Zuerst wir beweisen, daß in A -- N(A) zwei Punkte x, und y{ existieren. 

für welche folgendes gilt: 

a) D y o g(x , ) > 0 und D / / o ^ ( y ] ) < 0 , (23) 

b) für jedes Be//() mit der Eigenschaft x, e B - /V(B), bzw. r, e B -- MB) 
existiert ein z[ e B - N(E), bzw. r t e /? - N(B), so daß 

DVrig(z\) < 0. bzw. D,Vog(zl) > 0 (24) 

gilt. 

Es sei Aj, bzw. A2 die Menge aller Punkte x aas A — N(A) für welche D / / ( )^(x) > 

> 0, bzw. D,Vog(x) < 0 ist. Dann stellt A - N(A) = A, u A2 eine Z>1egur.g der 

Menge A — N(A) \n zwei nichtleere disjunkte Teile dar. Es sei B e y 0 , B -- .V(B) cz 

cz A j , bzw. B — N(B) cz A2. Alsdann folgt aus dem Lemma 4. daß Bn (A 

- N(A)) cz Aj, bzw. Bn(A - N(A)) c A2 ist. Aus dem Axiom V i>t r.nn die 

F:xistenz zwei solcher Punkte x{ und y{ evident. 

Jetzt kann man durch vollständige Induktion vier Punktfolgen !x / J / e / . !y,-i,>/. 

{z'i}iel und {r/'}/e/ und zwei Folgen (A/]/,,/ und {B,]/e/ von Zellen aus .f() derart kon­

struieren, daß für jedes / e / gilt: 

d(A/) < 1/(2/ - 1), OXB/) < l/(2i), BHl cz A,.+ 1 - N( *.. ,) cz 

cz A,.+ 1 c: B; - MB;) cz B,. c z A - N(A), (25) 

x,- e A,- - N(A,-). Y; e #, - N(/i,h #(A/) > 0, g(B,) < 0. 

öz/o^-V/) > 0. D//ocir(j-,) < 0, (26) 

z'i e A,- - N(A,.), z"i e B, - N(£.), DVog(zfi) < 0, D;/()c(.:/') > 0. (27) 

Es seien schon die Punkte x, v,,, y{, ..., y„, z\ z'n und z'[ z'n und 

die Zellen A,, ..., A„ und Bj Bn aus ^ 0 so konstruiert, daß für sie (25), (26) 

und (27) gilt. Die Tatsache daß für Bn alle Axiome erfüllt sind welche für A erfüllt 

sind und daß yn e Bn - N(B„), DVog(yn) < 0, z"n e Bn - N(Bnl D/og(zf
r[) > 0 ist. 
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ermöglicht uns iur Bn ähnlich wie iur A einen Punkt xn + 1 e Bn - iV(-9„) mit folgender 

Eigenschaft auszusuchen: DJ/og(xn+{) > 0 und für jedes ß e / ( ) , Nnfl e B - N(B) 

existiert cm Punkt zeB - N(B). daß D,/0g(z) < 0 ist. Auf Grund der Annahme 

über x,.tJ und des Axioms III existiert zu 1/(2/? -}- D eine Zelle An+lef/'{) und 

cm solcher Punkt z'hi . e / / „ + 1 - N(A,I+1), daß x,H., e /4„ + , - N(An^)< <>M„+i) < 

< 1/(2/7 f 1), A,,,; . c- Bn - N(B„), #(A,H ,) > Ü und D / / 0 - ( r ; / M ) < 0 ist. Jetzt aber 

folgt ähnlich wie bei A auf Grund Annahme über xn + , und r,'. f,, , daß ein Punkt 

j - , ; M 0 / I „ : l - N(Ail + ]) mit folgender Eigenschaft existiert: D:/yd yn+, )• < 0 und 

für jedes ßG«1/,,. r,I} , e B - N(B), existiert ein solcher Punkt zeB - N(B). d :ß 

D,/oi,'.:\. > 0 isi. Aus ;Jo;i Axiom III imo aus der Eigenschaft des Punktes j , , : , 

gcii; hcv\(^\ daß zu !/(.?« < 2) eine Zelle Bn f , e / / '0 und ein Punkt ::n\,{ e B/H., — 

- N(Bn+{) existieren, für weiche die Bedingungen (25), (26) und (27) erfüllt sind. 

Das Syrern // '* -= JA .: / e / J u [#,-: i e /l ist ein monotones System von Zellen 

aus j / 0 . Alle Elcmcnfc des, Systems: / '* sind Teilmengen von A. Aus dem Axiom IV 

folgt, daß der Durchschnitt n [C: Ce,9**j- nicht leer ist. In diesem Durchschnitt 

existiert also mindestens ein Punkt x. Aus (26) folgt, dt}\] für den Punkt N folgen­

des giü: 

D-/0^(v) < lim \nrg(Bi)/m(Bi) < 0, 

und 

D / / o^(x) ^ lim ^up g(Ai)/m(Aj) Lo 0. 

Da A G Bx cz A — N(A) ist, widersprechen die beiden letzten Ungleichheilcn 
der Voraussetzung, daß D//o^(.v) > 0 oder D,/og(x) < 0 \ür jedes .v e A — N(A) i.A. 

Aus dem Lemma 5 folgt unmittelbar das Lemma 6. 

Lemma 6. Es seien die Axiome I und II für das System // ' erfüllt. Ferner sei ./'() 
ein Teilsystem des Systems //'. Weiter sei A e : / w;?d die Axiome II!, IV. V und VII 

seien für c'ie Zelle A hei : / 0 erfüllt. Das .Axiom VI sei für jedes B « A, 3 e // ;
0 erfüllt. 

Es sei g eine ertf A additive Funktion in hezug auf : / ( ) und für jedes xeA gelte 

x <: D_/()£(.\) < D//()#(N) < oo. l̂ Ve/j// zwei solche Punkte x und y aus A — N(A) 

existieren, daß D.,og(x) > 0 und Dt/og(y) < 0 ist, dar//? existiert ein solcher Punkt 

cleA •-- N(A), für uvlr/V/? Dy.,<r(c) < 0 < D / / o^(c) #///. 

Beweis . Für jeden Punic u aus A trilfi genau eine von dieser; drei Möglcich-

!*eilen /u: \. D,l/og(u) < D:/og{u) < 0, 2. D./og(u) ^ 0 < D//og(u) oder 3. 0 < 

•- D/og(ii) < D/og(u). Aus dem Lemma 5 und aus der Existenz der Punkte .v 

uv.d y foigi, daß mindester's Cur einen Punkt am. A — N(A) die zweite Möglichkeit 

/ui rillt. 

Die Pimktfunktion #, die auf der Zeile A e f-f definiert ist, hat auf A die Eigen­

schaft von Darboux im starken Sinne, Wtnn sie folgende Eigenschaft hat: Es sei 

a --= g(x) < c < h = g(y), v, ye A. Dann existiert ein Punkt, e e A — N(A) in dem 

g(c) = c i s t . 
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Satz 1. Es seien die Axiome L und II für das System ff erfüllt. Eerner sei V {) ein 

Teilsystem des Systems ff. Es sei A e ff und die Axiome III, IV, V und VII seien für 

die Zeile A bei ff 0 erfüllt. Das Axiom VI sei für jedes B c A, Beff0 erfüllt. Es sei g 

eine auf A additive Funktion in bezug auf ff0. Wenn die Funktion g die Ableitung 

bei ff 0 auf der Zelle A besitzt, dann hat die Ableitung D//og auf A die Eigenschaft 

von Darboux im starken Sinne. 

Beweis . Es sei a = Df/og(x) < c < b = D#0g(y). Ferner sei h(B) = g(B) — cm{B) 

für jedes B e stf für das g definiert ist. Dann gilt Dr/Ji(u) = D,/og(u) — c für jedes 

u e A. Weiter ist D9og(x) = a — c < 0 und D9og(y) = b — c > 0. Aus dem 

Lemma 4 folgt, daß man Punkte x und y aus A — N(A) mit D,/()//(x) < 0, bzw. 

Dy oh(y) > 0 finden kann. Aus dem Lemma.6 folgt, daß ein solcher Punkt ce 

e A — N(A) existiert, für den D,/o//(<f) = 0 ist. Es gilt demnach D /()e(c) = c. 

Lemma 7. Die Axiome I und II seien für das System ff erfüllt. Eerner sei V 0 

ein Teilsystems ff. Weiter sei A e ff und die Axiome IN, V und VI! seien für die 

Zelle A bei ff 0 erfüllt. Es sei g eine auf A additive Funktion in bezug auf ff0. Es sei 

- o o < D y o £(x ) _ D9og(x) < oo für jeden XE A und D/og(x) > 0 (D, / (^(x) < 0) 

für jedes XE A - N(A). Dann gilt g(A) > 0 (g(A) < 0). 

Beweis . Wir werden die Behauptung bezüglich g(A) > 0 beweisen. Zunächst 

wird gezeigt, daß für keine Zelle B c A, Be ff0, g(B) negativ sein kann. 

Aus den Voraussetzungen des Lemmas und aus dem Lemma 4 geht hervor. 

daß D</og(x) = 0 für jedes xe A. So gilt auch D</og(x) = 0 für jedes x e B. Aus 

dem Lemma 2 folgt nun, daß g(B) _ 0. 

Aus dem Axiom VI folgt, daß eine solche Teilung $ der Zelle A durch ff0 existiert. 

für die mindestens eine Zelle von ,JA eine Teilmenge von A — N(A) ist. Aus dem 

Lemma 3 und aus dem bereits bewiesenen geht hervor, daß die Ungleichheit 

g(Ä) = I{,?(b): BE B, B n N(A) =t= 0} + X{g(B): B G V\ 

Bn N(A) = 0] = Z{g(B)\ BEB, Bn N(A) - 0} > 0 

gilt. 

Satz 2. ES seien die Axiome i u/zd II ///> dHS System ff erfüllt. Ferner sei V'() V/7 

Teilsystem des Systems ff. Weiter sei A e ff und die Axiome III, IV, V, VI und VIT 
seien für die Zelle A bei ff0 erfüllt. Es sei g eine auf A additive Funktion in bezug V 0 . 

Es gelte —oo < D / / o#(x) „ Dyog(.v) < oo für jedes XE A. Dann existier! mindestens 

ein Punkt IEA- N(A) für den D / n ^ ) < g(A)jm(A) _ D . ^ c ) (^/7t. 

Beweis . Es sei h(B) = g(B) - (g(A)/m(A)) m(B) für jedes ß e . c / . für welches 

die Funktion g definiert ist. Dann ist h(A) = 0, D y oh(x ) = D y o g(x ) — ^(A)//7/(A) 

und D9oh(x) = D(/ou(x) — g(A)/m(A) für jedes xeA. Für jeden Punkt xeA 

triftt genau eine von den folgenden drei Möglichkeiten zu: 1. D y ob (x ) = D / / oh(x) < 0. 

2. Dyü/?(x) ^ 0 < Dyo/z(x) oder 3. 0 < D//oh(x) = D 7 o h(x ) . Wir wollen jetzt zeigen. 

daß die erste Möglichkeit nicht in jedem Punkt aus A — N(A) gelten kann. Wenn 

die erste Möglichkeit in jedem Punkt aus A — N(A) gilt, dann folgt aus dem 
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Lemma 7, daß h(A) < 0 ist. Das widerspricht jedoch der Gleichung h(A) = 0. 

Aus ähnlichen Gründen kann nicht überall in A — N(A) die dritte Möglichkeit 

gelten. Wenn also die erste oder die dritte Möglichkeit in irgendeinem Punkt aus 

A — N(A) gilt, dann muß auch die zweite Möglichkeit mindestens in einem Punkt 

aus A — N(A) bestellen. Dies folgt aus dem Lemma 6. So haben wir bewiesen, 

daß bei unseren Voraussetzungen mindestens für einen Punkt c e A — N(A) die 

/weite Möglichkeit erfüllt ist, d. h. 

Df/Ji(c) ^ 0 S D, /oh(c). (28) 

Alis (28) folgt jetzt unsere Behauptung. 

Zusatz. Die Axiome I und II seien für das System ff erfüllt. Es sei A e ff und ff{) 

ein Teilsystems ff. Die Axiome III, IV. V, V und VII seien für die Zelle A bei ff 0 erfüllt. 

Ferner sei g eine auf A additive Funktion in hezug auf ff}
{). Wenn g auf A die Ab­

leitung hei ff\} besitzt, dann existiert mindestens ein Punkt £ e A — N(A) für den 

g(A) - D;/og(Om(A) ist. 

Satz 3. Die Axiome \ und II seien für das System ff erfüllt. Es sei A e ff und ff0 

ein Teilsystem des Systems ff. Die Axiome III, IV, V und VII seien für die Zelle A bei ff{) 

erfüllt. Es sei g eine auf A additive Funktion in hezug auf ff 0. Ferner sei für g und ff 

noch die folgende Bedingung erfüllt: Es existiert seine Folge [A/]/ej von Zeilen aus ff 

für welche 

A;. cz A.+ , cz A - N(A), (29) 

limOXA , <*,) = 0, (30) 
/ >• X 

Um g(A,)=g(A) (31) 
/ --> / 

und das Axiom VI für jedes A, hei ff ^ erfüllt ist. Für die Folge {/4/}l-e/ existiert weiter 

für jedes Ai+{ eine solche Teilung M der Zueile Ai+X durch tff0, daß System 

[B: B e S, m(B n A,) > 0] eine Teilung der Zelle A,- ist. Wenn die Funktion g auf A 

die Ableitung bei / / ( ) besitzt, dann existiert mindestens ein Punkt c e A — N(A) für den 

g(A) = D</og(Om(A) (32) 

gilt. 
Beweis . Wir führen die Funktion 

h(B) = g(B) - (g(A)lm(A)) m(B) (33) 

für jedes Be.c/, für welches die Funktion g definiert ist, ein, Es ist h(A) = 0 und 
D.,Ji(x) — D//og(x) — g(A)/m(A) für xeA. Es existiert eine steigende Folge 
[A/]/e/ von Zehlen aus ff, für welche (29), (30) und (31) sowie das Axiom VI 
erfüllt sind. 

Aus (33) folgt 
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| h(A) - h(A) | s | g(A) - g(A) | + (| g(A) \lm(A)) \ m(A) - m(A) | s 

^ | g(A) - g(A) | + (| ff(A) \/m(A)) Q(A. A). (34) 

Aus (30), (31) und (34) folgt 

lim h(A) = h(A) = 0. 

Aus den Definitionen der Axiome ist ersichtlich, daß für A,-, ie L die Axiome III, 

IV, V und VII erfüllt sind. Es kann nicht für jedes xe A,- und jedes ie ID:/Ji{x) > 0 

sein. Wäre es der Fall, dann müßte nach dem Lemma 3 h(A) > 0 sein. Wegen 

der Voraussetzung über A{ folgt dann für jedes A,- aus dem Lemma 2, daß V\\y 

i c I h(A) ^ h(Af-41) ist. Dies widerspricht jedoch der Gleichung (35). we;i 

lix\ h(A) ^ /?(Ai) > 0 ist. Aus denselben Gründen kann für jedes Y G A , und 
/ - /J 

jedes / e / D I /OA(.Y) < 0 nicht gelten. Es muß also ein / und zwei Punkte x,, x2 

existieren für welche x}, x2eA,- - N(A,), D:/oh(xx) > 0 und D:/Ji(x2) < 0 ist. 

Aus dem Satz 1 folgt jetzt, daß mindestens ein Punkt £ e A-, — N(A) existiert. 

für den 

DV i / t (c ) = Ö (36) 

ist. Aus (36) ist die Gleichung (32) bereits evident. 

Satz 4. Die Axiome I und II seien für das System ff erfüllt. Es sei A e •>' und J 0 

tin Teilsystem des Systems S?. Die Axiome III, IV, V, VI und VII seien für die Zelle A 

hei e ^ 0 erfüllt. Ferner seien f und g zwei auf A additive Funktionen in bezug auf J\}. 

Wenn f und g auf A die Ableitung bei ff0 haben, und für jedes x e A D;/og(x) =1= 0 

ist, dann existiert ein Funkt £ e A — N(A), für den 

D:/J(0!D(/og(c) =f(A)/g(A) (37) 

gilt. 

Beweis . Fs sei h(B) = f(B) g(A) - f(A) g(B) für jedes BesJ, für welches die 

Funktionen f und g definiert sind.. Dann ist h(A) = 0, DyJi(x) = g(A) D/of(x) — 

— f(A) D:/og(x) und h ist eine auf A additive Funktion in bezug auf V ( ( . Laut des 

Zusatzes existiert ein Punkt c; e A — N(A) für den D:/oh(£) = 0 ist, d. h. g{A) 

D:/of(c) - f(A) D:/og(0 = 0 ist. Da D:/og(c) * 0 ist, gilt (37). 
Es sei X = En der Euklidische n-diinensionale Raum. Ferner sei sj das Syste:n 

aller Mengen die im Sinne von Lebesgue meßbar sind, und m sei das Maß \on 

Lebesgue. Es seien ax,..., an, b1,..., bn Zahlen für welche a-t < b,- für / = 1,2 n 

gilt. Dann ist ein w-dimensionales abgeschlossenes Intervall J = <O,, b, , ...a„.bn,> 

d :e Menge aller Punkte (xx, ..., xn) für welche a{ S x, ^ b; für i = 1,2 m glt. 

Die Zahlen bx — ax, ..., bn — an nennt man die Kanten des Intervalls J. Wenn 

das Verhältnis bx — ax : b2 — O2 : ... : bn — an rational ist, nennt man J ein Intervall 

mit rationalem Verhältnis der Kanten. Wenn alle Kanten gleich sind, bezeichnet 

man das Intervall als einen Würfel. Die Zahl LI {/•//: / = 1,2, . . . . / / } , wobei / = 
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^ max (/, , l2 In) und / } , /2 , ..., /„ die Kanten des Intervalls J sind, nennt man 

Parameter der Rcgularität des Intervalls J und man bezeichnet ihn mit r(J). Man 

kann für das System ff das System aller H-dimensionalen abgeschlossenen Inter-

\alle wählen. 

Für A e .'/' ciolinieren wir die Norm S(A) durch die Gleichung 

ö(A) = sup {g(\\ y) : x, y e A). 

für A e y k;.:i i man die Grenze der Menge A für N(A) nehmen. Bei diesen Defi­

nitionen sind eile Axiome I und II erfüllt. 

Es sei 0 < a _ 1 und ffa das System aller Intervalle J für welche r(J) _: a ist. 

Es ist evideni, daß / / , das Sy:tcm aller Würfel ist. Es ist leicht zu zeigen, daß die 

Axiome III, IV und VII für jedes A e ff bei dem System _* a ,0 < a _ 1, erfüllt sind. 

Da-. Axiom VI Fl für jedes Intervall mit rationalem Verhältnis der Kanten bei ff x 

erfüllt. Das Axiom VII ist für jedes l iTe^all aus ff bei ffa, 0 < oc _ 1 und auch 

hei V erfüllt. 

Jetzt werden wir zeigen, daß das Axiom VF für jedes A e ff bei ff''„, 0 < a < 1 

und das Axiom V für jedes A _ ,9^ bei ffa, 0 < a _ I und auch bei ff, erfüllt ist. 

Man kann leicht beweisen, daß das Axiom VF für jedes A e ff bei ff a, 0 < a < 1 

gilt, wenn für jedes A e ff eine Teikmg durch ff a existiert. Dies geht aus dem fol­

genden Lemma hervor: 

Lemma 8. FS sei n —• 2, 3, 4, .... Es gelte 0 _j c, < c2 _i ... _ r„ t/HO7 0 < 

< a < 1. Dann existieren natürliche Zahlen px, p2, ..., /?„, dtff? # /^ : 

0 < cx/px _ c2/p2 _ ... _ cjpn 

und 

(pnn-lK-l)Tl{ci/pl:i= 1,2, . . . , H - l } _ a . (38) 

Beweis . Es sei n = 2. Da a < 1 ist, gilt OLC2/CX < c2/cx. Dann existieren min­

destens zwei solche natürliche Zahlen /;, und p2, so daß 

oic2/c, _ p2!Pl _ O2/ct (39) 

gilt. Aus (39) folgt (38) für n = 2. 
Es sei /7 ^ 3 und die Behauptung füi' n — 1 sei bereits gültig. Da ö < '[ a < 1 

ist, existieren natürliche Zahlen p\, D2 P,.-i^ daß gilt: 

0 < cx/p\ _ c2/P2 _ ... _ cn_x/p'n_x 

und 

(pn
n-?lcn

nZl) n {<•,.//>,.: / = 1, 2, ..., n - 2} ^ V a - <4°) 

Für \;OL und 0 < On_, _ r„ existieren zwei natürliche Zahlen p und q für die 
die Ungleichheiten 

0 < c„ . tlp _ cjq und (_//<•„) ( c „ _ , / / ; ) _ ^ ä (41) 
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gelten. Für die Zahlen px = p\p, p2 = PiP Pn-\ =pn-\P
 Lmd Pn = IV ig 

folgt aus (40) und (41) die Gültigkeit von (38). 

Lemma 9. ES sei £f x c= <f' c= £f und A e <f. Ferner sei A — N(A) = A L u A 2 eine Zer­
legung von A — N(A) in zwei nichtleere disjunkte Teile mit der Eigenschaft: Für jedes B e 
e ST für welches B - N(B) c= A,, bzw. B - N(B) c= A2 /St, gilt B n (A - N(A)) c A x, 
bzw. Bn(A — N(A)) c= A2. ES sei A\, briv. A2 d/c Menge aller Häufungspunktc 
der Menge Ax, bzw. A2. Dann gilt Ax n A2 4= 0 utid Ai n A2 4= 0. 

Beweis. Es sei (c t , . . . „ c J e A j und (dl5 ..., d,?)<E A2. Betrachten wir die Punkte 
(c t , ..., c,-, di+x, ..., dn) für / — 0, 1,2, ..., n(5). Es gibt offensichtlich ein derartiges /, 
für welches gilt (c 1, ..., ci+l. di + 2, ..., 7in) e Ax und (cx ci,dn.x dn) e A 2. 
Es gibt also sogar zwei derartige Punkte Xx = (cL, ..., c,-, ci+x cn) und A\ = 
= (cj, ..., c t_i, df, c£ + 1 , ..., c j aus A — N(A), daß Xt e Ax und X2 e A2 ist. Es 
sei U(Xi, X2) der Abschnitt mit den Endpunkten Xx und X2. 

Es sei YxeAx — A2, bzw. Y2eA2 — Ai. Dann ist das System i/\, bzw. 1f \ 
aller Würfel Be6^l mit dem Mittelpunkt im Yx, bzw. F2 für welche ß - N(B) 
eine Teilmenge von A., bzw. A2 ist, nicht leer. Die abgeschlossene Hülle von der 
Sume u {B : 5 e # , ] , bzw. u {B : BeW2} ist ebenfalls ein Würfel. Diesen Würfel 
werden wir mit BL(YX), bzw. B2(Y2) bezeichnen. Für ihn gilt Bt(Yi) — N(Bt( >',)) c= 
c= Aj, bzw. B2(Y2) — N(B2(Y2)) c: A2. Es ist klar, daß aus der Definition von 
B.(Yj), bzw. B2(Y2) und aus der Beziehung Bi(Yi) c A - N(A), bzw. B2(Y2) c= 
c= A - N(A) die Existenz eines Punktes Zt e N(Bi(Yj)) n A2, bzw. Z2 e N(B2( Y2)) n 
n Ai folgt. Da im Falle Bt(Yi) c A - N(A), bzw. B2(Y2) c A - N(A) der Würfel 
Bj(Y!), bzw. B2(Y2) eine Teilmenge von Aj, bzw. A2 ist, ist Zx, bzw. Z2 aus Ax n A2. 
bzw. Ai n A2. 

Wenn Xx e At n A2, bzw. X2 e Ai n A2 ist, dann ist die Menge Ax n A2, bzw. 
Ai n A2 nicht leer. Es sei Xx e Ax — A2, bzw. X2 G A2 — Ai. Falls jetzt gilt 
BX(XX) cz A - N(A), bzw. B2(X2) c= A - N(A), dann ist At n A2 + 0, bzw. 
Ai n A2 4= 0. Wenn Bj(Xi) n N(A) 4= 0, bzw. B2(X2) n N(A) #= 0 gilt, dann wieder­
holen wir diese Betrachtung für den Durchschnitt der Menge N(Bt(Xt)) bzw. 
!V(B2(X2)) mit dem Abschnitt U(XX, X2). 

Da der Abschnitt U(Xt,X2) eine endliche Länge und einen positiven Abstand 
von N(A) hat, bekommt man durch Wiederholung dieser Methode die Behauptung 
des Lemmas. 

Aus dem Lemma 9 folgt nun unmittelbar die Behauptung bezüglich des Axioms V. 
Der Satz 1 befindet sich für additive Intervallfunktionen in den Arbeiten [2], 

S. 66 und [4]. In diesen Arbeiten nimmt man £f x für das System :5^0. In der Arbeit [2] 
wird von der Funktion g überdies noch die Stetigkeit verlangt. Der Satz 2 ist eine 
Verallgemeinerung eines Satzes von [3] und des Satzes 3 aus [4], In der Arbeit [3] 
wird von der Funktion g überdies noch die Stetigkeit verlangt. Nimmt man in dem 
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Satz 2 ff { für tf 0. dann gilt der Satz 2 für jedes Intervall A mit rationalem Verhältnis 
der Kanten. Nimmt man in dem Satz 2ffa, 0 < a < 1, oder ff für ff0, dann gilt 
der Satz für jedes Intervall. Der Satz 3 ist eine Verallgemeinerung eines Satzes aus [2], 
S. 67. In dem Satz aus [2] wird die Stetigkeit von g gebraucht. Unsere Bedingung 
für die Funktion g im Satze 3 ist schwächer. Unsere Bedingung für die Funktion g 
im Satze 3 ist schwächer. Der Satz 4 ist cln^ Verallgemainerung des Satzes 4 aus [4]. 
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Fingelangt am 23. Jänner 1963. 
CSЛ V, Kabineì matematiky 

Slovenskej akadémie vied v Bratislave 

К ТЕОРЕМЕ О СРЕДНЕМ ДЛЯ АДДИТИВНЫХ ФУНКЦИЙ ЯЧЕЕК 

Ладислав М и ш и к 

Резюме 

11усгь (Х,,о/, т) — пространство с мерой. Пусть .У с: <$/ — такая система, что 0 < т(Л) < ос 

для Ае.с/. Элементы н з У называются ячейками. Пусть /У0 с: -У. Системаз$ 0 а .с/0 назы­

вается делением множества А е,я/, ссли-5/0 ые более чем счетная система, А —• и {С : С Е?/0), 

т(В; \С) 0 для ВщСе,$/0 и Сп б ф ! ) для Се-9* только при конечном числе множеств 

«€.</„. 
Пусть с) такая положительная функция, заданная на /У, что д(Л) ^ д(В) для Л а В 

и А. ВЕгС/. Каждое ячейке поставлено в соответствие множество Л/(А), причем т(ЩА)) 0. 
Пусть лг функция, заданная на ,5^. Положим Оу0^(х) $ир {тГ [(?(Л)/т(Л) : хЕ Л Е с/0 , 
д(Л) < *;} : V. - 0} и О</08(х) ~ тГ{$ир {^(А)/т(Л) : хе А Е.с/'0, д(Л) < с} : В > О). Функция # 
нан,1вается аддитивной на Л, если для всякого В а Л и для всякого деления.с/ 0 множества В 
имеет место $(В) ^ {#(С) : СЕ.^0). 

Для ячейки А имеет место аксиома III, если для всякого Вес Л, ВеУ, для всякою 
хе В /\'(/Л и для всякого е > 0 существует СЕ9>

0, ЧТО ХЕС—ЩС)сс С а В N(8) 
и <>(0 < I:. 

Для чяейки А имеет место аксиома IV, если выполняется: пусть [Л^ : А6/1} — монотонная 
система ячеек из/9^(), содержащихся в А, тогда п{А;. :АЕЛ] непусто. 

Для чяейки А имеет место аксиома V, если выполняется: пусть Вес А, Ве'У\ пусть 
В N(В) /3. и В2 — такое разбиение на два непустых непересекающихся слагаемых, что 
для каждого Се,9*0 с= С — ЩС) сг В{(С — Л/(С) а В2) имеет место Сп(В--ЩВ))сс 
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с: Вг(Сг\ (В— N(6)) а В2), тогда существуют такие точки хЕ В1 и уЕ В2< что для каждой 

ячейки О, для которой ХЕО— N(^)(уЕ^— N(1))), имеет место («О — Л ( / Л ) п В2 Ф•-(} 

Р - В Д ) П Вх + 0 ) . 

Для ячейки А имеет место аксиома VI, если выполняется: 

(а) существует деление ячейки А, причем хотя бы одна ячейка деления содержится в А — 1\{А) 

(б) для каждого В а А, ВЕ<9?

0 и для каждого в > 0 существует д е л е н и е ^ — {В1, ..., Вк} 

ячейки В, причем (5(1?,-) < 8 и хотя бы одна ячейка этого деления содержится в В — N(В). 

Пусть у<?0(А\ АЕУ^ — верхняя грань всех чисел 7, для которых существует такое деление 

{А., ..., Ак) ячейки А, что т(и{А1 : А{сл N(А) ==-- ()}) ^ ут(А). 

Для ячейки А имеет место аксиома VII, если выполняется: пусть {А;} — невозрастающая 

последовательность ячеек, содержащихся в А и Пт 6(А{) = 0, тогда либо у</0(Л{) - 1 для 

бесконечно многих /, либо П{1/(1 — У У 0 ^ . ^ : 7//'о^/) < '} ^ °°-
В работе доказаны, в частности (кроме других), следующие две теоремы: 

Теорема 1. Пусть для АЕ^ имеют место аксиомы III, IV, V, VII. Пусть для каждою 

В с: А, ВЕ6^0 имеет место аксиома VI. Пусть д — аддитивная функция на А. Пусть 

— о э < Ог/>02(х)-~ О у п # и ) —- Оу0#(-г) < оо для каждого хЕ А. Тогда ^</•08(x) имеет свой­

ство Дарбу. 

Теорема 2. Пусть для АЕ[/ имеют место аксиомы III, IV, V, VI, VII, и пусть $ — ад­

дитивная функция на А. Пусть — о о < 13//^(-Х")^ Е)у0^(л-) < ОС' для каждого ХЕ А. Тогда 

существует такая точка хЕ А —ЩЛ), что Пу 0 /(х) ^ к(А)/т(А) ^ Г)у0#(л-). 

Теоремы в настоящей работе являются обобщением некоторых теорем из работ [2], [3] 

и [4]. 
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